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1.1 Principe de relativité

Avant d’énoncer le principe de relativité, nous devons définir les référentiels.

Définition 1.1.1 : Référentiel

Un référentiel est un espace muni d’un systeme de coordonnées, et un temps mesuré par
une horloge fixe dans cet espace.

A tout observateur on associe un référentiel, donc un espace, et un temps identique en tout point
de cet espace. L'observateur choisit un syst¢tme de coordonnées pour se repérer dans son espace
propre, c’est-a-dire une référence spatiale, et un instrument de mesure du temps pour se repérer
dans son temps propre, c’est-a-dire une référence temporelle. Il se place habituellement, mais
pas nécessairement, au centre de son systeme de coordonnées. Les observateurs peuvent avoir
un mouvement quelconque, ils peuvent par exemple accélérer, changer de direction, tourner sur
eux-mémes, etc. Dans la définition d’un référentiel, nous disons « un espace » et « un temps », car
a priori rien ne permet de dire que tous les observateurs ont le méme espace et le méme temps quel
que soit leur mouvement relatif. En revanche, deux observateurs fixes 1’un par rapport a 1’autre
auront le méme espace et le méme temps, et pourront choisir deux systemes de coordonnées
différents pour se repérer dans I’espace qui leur sera commun. Parmi tous les observateurs, il
existe un ensemble d’observateurs que la physique ne peut distinguer ni par des expériences, ni
par des observations.



Principe 1.1.1 : Principe de relativité

Parmi tous les référentiels possibles, il existe un ensemble infini continu de référentiels
dans lesquels les lois de la physique s’écrivent sous la méme forme mathématique.

Ces observateurs particuliers, indistinguables pour la physique, sont dit équivalents.

Définition 1.1.2 : Référentiels équivalents

Les référentiels dans lesquels les lois de la physique s’écrivent sous la méme forme
mathématique sont dits équivalents.

1.1.1 Les lois physiques

Une loi physique est une relation fonctionnelle F entre les valeurs a, b, c, ... prises par diverses
grandeurs physiques. Pour le dire simplement, c’est une fonction de grandeurs physiques. Soient
PR et B’ deux référentiels équivalents, le principe de relativité énonce que

sidans % ona F(a,b,c,...) =0, alorsdans &’ ona F(a’,b’,c’,...) =0

ou la fonction F est la méme dans les deux référentiels, et plus généralement dans tous les
référentiels équivalents. En revanche, les valeurs a et @’ d’une méme grandeur physique peuvent
étre différentes selon le référentiel, de méme pour les valeurs b et b’, etc.

Définition 1.1.3 : Loi physique covariante

Une loi physique est dite covariante ssi elle est invariante de forme dans tous les référentiels
équivalents, c’est-a-dire, si elle s’écrit sous la méme forme pour tous les observateurs
équivalents.

Remarque 1.1.1

La covariance des lois physique n’a pas de rapport avec la covariance et la contravariance des composantes des tenseurs.

1.1.2  Les référentiels équivalents

Le principe de relativité étant posé, cherchons quels sont les référentiels équivalents pour la
formulation des lois de la physique. L’équivalence physique entre deux référentiels % et %’ est
une relation d’équivalence au sens mathématique du terme, ayant les trois propriétés suivantes :

a) réflexivité

R est physiquement équivalent & J. Les lois physiques sont invariantes lorsque I’on passe
de R a %. En notant ~ la relation d’équivalence :

o~ R

b) symétrie



Si % est physiquement équivalent 2 ', alors %’ est physiquement équivalent 2 %. Si les
lois physiques sont invariantes lorsque 1’on passe de % a %', alors elles sont invariantes
lorsque ’on passe de &’ a R :

P~ R ssiR ~R
¢) transitivité
Si % et R’ sont physiquement équivalents et s’il en est de méme pour B’ et &”, alors &
et #” sont physiquement équivalents. Si les lois physiques sont invariantes lorsque 1’on
passe de & a R’ etde R’ a R”, alors elles sont invariantes lorsque 1’on passe de & a
%I/ .
SiR~R etk ~ R alors B ~ R

Remarque 1.1.2

La relation d’équivalence généralise la notion d’égalité, ainsi, si du point de vue de la formulation des lois de la physique nous ne
pouvons pas dire que % et &’ sont égaux, nous pouvons dire qu’ils sont équivalents.

Remarque 1.1.3

Pour une relation d’équivalence, nous parlerons de classe et non d’ensemble. Ainsi les référentiels équivalents forment une classe
d’équivalence pour la relation d’équivalence « méme écriture des lois physiques ».

1.1.3 Le groupe des transformations inertielles

Les théories construitent a partir du principe de relativité appliqué aux référentiels équivalents
(les lois de la physique s’écrivent de la méme fagon pour les observateurs équivalents), devront
donner la loi de « transformation » des coordonnées spatiales et temporelles lorsqu’un observateur
« change » de référentiel équivalent.

Remarque 1.1.4

Un observateur ne peut pas changer de référentiel, il reste toujours dans son propre référentiel. S’il se met en mouvement, pour un autre
observateur il change de référentiel, mais pas pour lui. En revanche il peut se demander comment un événement (quelque chose qui a lieu
quelque part a un instant donné) est vu par un autre observateur équivalent, ¢’est-a-dire quelles sont les coordonnées spatio-temporelles
de cet événement pour cet autre observateur. Nous ferons donc un abus de language lorsque nous parlerons de « changement » de
référentiel. De méme, les coordonnées spatiales et temporelles ne se « transforment » pas, mais on obtient les unes a partir des autres.

Cette loi de transformation des coordonnées par changement de référentiel équivalent doit
permettre de trouver les relations entre les valeurs a et ¢’ d’une méme grandeur physique
exprimée dans différents référentiels équivalents. Cette loi de transformation est une loi physique,
donc sur laquelle s’applique le principe de relativité. Elle devra s’écrire sous la méme forme
quels que soient les référentiels équivalents de départ et d’arrivée.

Ces transformations de coordonnées particulieres qui permettent de passer d’un référentiel
équivalent a un autre sont appelées transformations inertielles, nous verrons 1’origine de ce terme
au § 1.2.2.3 page 9. Chaque couple de référentiels équivalents définit une transformation inertielle
T, et réciproquement, toute transformation inertielle appliquée a un référentiel équivalent fait
passer a un autre référentiel équivalent. On représente ce passage sous la forme :

%L p

Montrons que la relation d’équivalence se traduit par la structure de groupe de I’ensemble I des
transformations inertielles :



a) la transitivité de la relation d’équivalence se représente sous la forme :
T T T
(B— R et R SR")=>R >R

En notant o la loi de composition des transformations inertielles, cela implique que 7,07,
soit une transformation inertielle. Par conséquent o est une loi interne pour I’ensemble I .

b) supposons que 1’on ait :
T T T
R _1) %/ _2) %// 4 %w
T50(T,o0T)) fait passer de % a %" aussi bien que (T50T,)0T). Par conséquent o est une
loi associative.

c) laréflexivité de la relation d’équivalence se représente sous la forme :
T
R —>R

I existe donc une transformation inertielle identité, notée /d, qui permet de définir une
transformation inertielle inverse.

d) la symétrie de la relation d’équivalence se représente sous la forme :
T T
Ro>R =R SR
A toute transformation inertielle on peut faire correspondre une transformation inertielle

inverse pour I’opération o, notée T~!, telle que ToT~' = T~1oT = Id.

Le principe de relativité qui énonce I’existence de référentiels équivalents pour la formulation
des lois physiques implique la structure de groupe de I’ensemble des transformations inertielles
qui permettent de passer d’un référentiel équivalent a un autre.

1.2 Les théories de la relativité

1.2.1 Théorie de la relativité galiléenne

1.2.1.1 Référentiels galiléens
Nous supposons qu’il existe quatre types de liens entre les référentiels équivalents :

a) les référentiels « translatés dans 1’espace »

Ils different seulement par leur origine spatiale. L'équivalence de tels référentiels est liée
au fait que les lois de la physique ne font intervenir que des distances, jamais des positions.
Une expérience de physique donne les mémes résultats quel que soit I’endroit ou elle est
faite, ce qui implique I’homogénéité de 1’espace.



b) les référentiels « translatés dans le temps »

IIs différent seulement par leur origine temporelle. L’équivalence de tels référentiels est
lie au fait que les lois de la physique ne font intervenir que des durées, jamais des instants.
Une expérience de physique donne les mémes résultats quelle que soit I’époque a laquelle
elle est faite, ce qui implique ’homogénéité du temps.

¢) les référentiels « tournés »

Ils different seulement par une orientation différente. L’équivalence de tels référentiels est
liée au fait que les lois de la physique ne font jamais intervenir d’angles par rapport a une
direction privilégiée. Une expérience de physique donne les mémes résultats quelle que
soit I’orientation spatiale qu’on lui donne, ce qui implique I’isotropie de 1’espace.

d) les référentiels « bougés »

IIs sont en mouvement de translation rectiligne uniforme les uns par rapport aux autres.

Définition 1.2.1 : Référentiels galiléens

Les référentiels équivalents qui se distinguent les uns des autres par leur position relative,
leur origine temporelle, leur orientation relative et par un mouvement relatif de translation
rectiligne et uniforme, sont appelés référentiels galiléens.

Un mouvement relatif de translation rectiligne et uniforme signifie qu’ils ne tournent pas sur
eux-méme et que le vecteur vitesse de leur point origine est constant (vecteur accélération nul en
tout point du référentiel). Leur mouvement relatif est a ’origine du nom donné au principe de
relativité.

Définition 1.2.2 : Coordonnées galiléennes

Soient (x,y,z) les coordonnées rectangulaires (rectilignes orthogonales, aussi appelées
cartésiennes normales) dans le réferentiel R, et soit 7 le temps dans %. Les coordonnées
spatio-temporelles (¢,x,y, z), ou I’axe de la coordonnée temporelle est représenté normal
aux axes des coordonnées spatiales, sont appelées coordonnées galiléennes.

Soient % et R’ deux référentiels galiléens, donc en translation rectiligne uniforme 1I’un par
rapport a I’autre, de coordonnées galiléennes respectives (1, x,y,z) et (¢’,x",y’,z"). Reprenons
les équivalences entre référentiels :

a) les référentiels « translatés » dans I’espace

En notant d (a, b, c) le vecteur distance entre les points origine des référentiels :

4 ’

X =x—-a X X

y’:y—b = 7 y, :I-") y —Ci

7 =z-c 7 Z c
=t

b) les référentiels « translatés » dans le temps



En notant t le décalage fixe entre les horloges :

x =x
y =y et V' =t—t
7 =z

¢) les référentiels « tournés »

Prenons pour axe de rotation 1’axe z et supposons-le confondu avec 1’axe z’. Notons R la
matrice rotation d’un angle 0 fixe, autour des axes z et 7’ :

=xcosf —ysinf X )
[cos@ —sin 6

X
y == 77, = R?
sinf cosé

’
X
y =xsinf +ycos y | =
- ’
Z =2 z z
=1
d) les référentiels « bougés »

Supposons que les origines O et O des référentiels se croisent a I’instant t = ' = 0,

—>

autrement dit, les référentiels ne sont ni trarls)latés dans I’espace ni dans le temps. Soit V’
la vitesse constante de %’ dans %, et soit V celle de % dans R’ :

V' = d(00)/dt
= _d(0'0)/dt
-_V

Soit M un point quelconque de I’espace :

OM = 00 + O'M
F=Vi+i (1.1)
di _d(V'n) d¥
dt dt dt
=V 4V (1.2)

C’est la loi d’addition des vitesses en mécanique non relativiste. Elles ont pour nom
respectif, vitesse absolue, vitesse d’entrainement et vitesse relative.

Notation 1.2.1

La vitesse d’entrainement de % dans % est notée ¥,, :

<

1]
<i¢
o

(1.1) s’écrit aussi :

X' =x—v,t
’

Y =Y T Vel
4

7 =2 =V,t

Il
=N
|
<!
Q
~



1.2.1.2  Groupe des transformations de Galilée
En prenant en compte les quatre types de liens entre référentiels galiléens, nous obtenons la
transformation de Galilée :

P =RF—V,—d
=ttt
L application successive de deux transformations de Galilée avec des vitesses d’entrainement

arbitraires est équivalente a une unique transformation de Galilée. Elles forment le groupe a dix
parametres appelé groupe de Galilée inhomogene :

o translation dans I’espace avec trois composantes pour le déplacement d

e translation temporelle t

e rotation statique dans I’espace avec trois angles d’Euler dans R

e trois composantes pour la vitesse d’entrainement v,
En I’absence des translations dans 1’espace et dans le temps, le groupe a six parametres s’appelle
groupe de Galilée homogene. L'invariance des lois physiques sous une transformation de Galilée
est appelée invariance galiléenne, ou principe de relativité galiléenne.

Définition 1.2.3 : Configuration standard

Deux référentiels galiléens % et &’ sont en configuration standard ssi :
« les centres des référentiels se croisent et se superposent a 'instant # = 7, = 0

e on utilise des coordonnées rectangulaires dans 1’espace-temps commun a % et B,
les coordonnées galiléennes (¢, x,y, 7).

o le mouvement rectiligne n’a lieu que selon les axes Ox et O'x” paralléles et de méme

sens (confondus car les centres se superposent), v,, = v;y, = Ve, = V;Z, =0

 le mouvement de translation est tel que les axes Oy et O’y sont paralleles, donc
aussi les axes Oz et 0’7" (pas de rotation statique)

o le mouvement uniforme de %’ est dans le sens des x croissants. La vitesse d’entrai-
nement de %’ dans % selon I’axe Ox est positive ou nulle, v,, = [[V,|| = v, > 0

z

Y

&

/

/ Y

Fic. 1.1 — Référentiels en configuration standard



En configuration standard, la transformation de Galilée s’écrit :

=t
x: =x—V,t (13)
y =y
7=z
Sous forme matricielle :

t 1 0 0 Of(r

x| [-ve 1 0 O]]x

Yyl o o1 ofly

Z) [0 00 1f\z

La transformation de Galilée maintient invariante les équations de la dynamique de Newton
(relation fondamentale de la dynamique) par changement de référentiel galiléen, mais pas les
équations de 1’électromagnétisme de Maxwell.

1.2.2 Théorie de la relativité restreinte

1.2.2.1 Référentiels galiléens
Comme précédemment, cette théorie est construite a partir du principe de relativité appliqué a
une classe de référentiels équivalents. Les axiomes de cette théorie reprennent et généralisent
les trois premieres hypotheéses du § 1.2.1 page 4 sur les différents liens entre les référentiels
équivalents (translatés dans I’espace et/ou dans le temps, et tournés). Nous les remplagons par
des propriétés de I’espace et du temps, auxquels on ajoute la causalité et la loi de composition
interne :
a) homogénéité de 1’espace
b) homogénéité du temps
¢) isotropie de 1’espace
d) causalité : si un événement est la cause d’un autre événement, il doit en étre ainsi dans
tout référentiel. Cet axiome remplace celui d’un temps universel (car alors la causalité est
vérifiée dans tout référentiel)
e) loi de composition interne : la composée de deux transformations est une transformation

A la fin du chapitre 2 page 11 on démontre que le mouvement de translation rectiligne uniforme des
référentiels équivalents est une conséquence de ces nouveaux axiomes. Nous pouvons alors définir
les référentiels équivalents comme étant des référentiels dans lesquels I’espace est homogene
et isotrope, et le temps homogene (causalité et loi de composition interne ne peuvent définir
un référentiel). Nous retrouvons donc le status particulier des référentiels galiléens. Une autre
conséquence est I’existence d’une vitesse limite pour les masses, 1’énergie, les interactions et
I’information, qui de fait invalide la transformation de Galilée puisque 1’additivité des vitesses
((1.2) page 6) interdit I’existence d’une vitesse limite.

Les référentiels galiléens ne constituant qu’une partie de I’ensemble de tous les référentiels
possibles, cette nouvelle théorie est appelée théorie de la relativité restreinte. La théorie de la



relativité galiléenne est aussi une théorie de la relativité restreinte mais cette appellation est
réservée a la nouvelle théorie.

La relativité restreinte ne s’applique pas qu’aux référentiels galiléens, elle s’applique également
aux référentiels accélérés, que 1’accélération soit en translation, en rotation ou par changement de
direction. Les référentiels galiléens sont seulement des référentiels équivalents pour la formulation
des lois physiques. Cette équivalence vis-a-vis des lois de la physique ne leur confere aucun
privilege. Nous pouvons faire un parallele avec la mécanique non relativiste dans laquelle les
référentiels galiléens ont aussi un rdle particulier, pour autant la relation fondamentale de la
dynamique s’écrit aussi dans les référentiels accélérés.

1.2.2.2 Groupe des transformations de Lorentz-Poincaré

Le groupe a dix parameétres des transformations inhomogenes de Galilée est remplacé par le
groupe également a dix parametres des transformations de Lorentz-Poincaré dans lequel il existe
une vitesse limite, appelé groupe de Poincaré :

e une translation temporelle t
e trois translations dans 1’espace (trois composantes pour le déplacement d)
e trois rotations statiques dans 1’espace (trois angles d’Euler dans R)

e trois rotations statiques possibles entre une coordonnée spatiale et le temps

En I’absence de translation dans I’espace et dans le temps, le groupe a six parametres s’appelle
groupe de Lorentz. Ces transformations maintiennent invariantes par changement de référentiel
galiléen les équations de Maxwell mais pas les équations de la dynamique de Newton qui sont
modifiées pour €tre rendues invariantes. En ce sens, le principe de relativité n’a pas pour origine
la relativité restreinte, mais la relativité restreinte 1’a restauré pour inclure les équations de Max-
well, moyennant une réécriture de celles de Newton. Dans cette nouvelle théorie, les référentiels
galiléens conservent la particularité de maintenir la forme des équations de la physique. L’inva-
riance des lois physiques sous une transformation de Lorentz-Poincaré est appelée invariance
lorentzienne. Lorsque nous parlerons de changement de référentiel galiléen, nous préciserons par
quelle transformation, de Galilée ou de Lorentz. Nous établissons la transformation de Lorentz
au chapitre 2 page 11.

1.2.2.3 Référentiels inertiels

La relativité restreinte ne peut inclure la gravitation sous sa forme classique, car elle est modélisée
par une force se propageant a vitesse infinie, en contradiction avec I’existence d’une vitesse limite
comme conséquence des axiomes relativistes. Pour trouver un nouveau modele pour la gravitation,
nous partons du constat qu’il n’est pas possible de distinguer localement un référentiel en chute
libre dans un champ de gravitation, d’un référentiel galiléen : c’est le principe d’équivalence entre
gravitation et inertie. On définit alors une classe plus grande (incluant les référentiels galiléens) de
référentiels équivalents pour les lois de la physique, appelés référentiels inertiels ou référentiels
d’inertie. lls suivent les géodésiques de 1’espace-temps (ils sont en chute libre), et en 1’absence
de champ de gravitation ils se confondent avec les référentiels galiléens. Les lois de la physique
s’écrivent sous la méme forme dans tous les référentiels inertiels, elles ne permettent pas de les
distinguer. C’est le principe de covariance générale des équations de la physique par changement
de référentiel inertiel. Lorsque le principe de relativité s’applique aux référentiels inertiels, on
parle de théorie de la relativité générale. Cette théorie montre que la matiere et toutes les formes
d’énergie courbent 1’espace-temps. Loin de toute maticre et de toute énergie, I’espace-temps plat



dit pseudo-euclidien est celui de la relativité restreinte.
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2.1 Démonstration en supposant une vitesse limite

2.1.1 Principe de relativité

Nous supposons valide le principe de relativité qui affirme 1’existence de référentiels équivalents
pour la formulation des lois physique : aucune expérience de physique ne permet de les distinguer,
principe de relativité 1.1.1 page 2 et déf. 1.1.2 page 2. Nous supposons de plus que ces référentiels
sont les référentiels galiléens, déf. 1.2.1 p 5.

2.1.2 Vitesse de la lumiere et vitesse limite

On suppose I’existence d’une vitesse limite. Il est impossible de prouver expérimentalement que
la lumiere se propage a la vitesse limite. La seule chose que pourrait montrer une expérience
serait que la lumiere ne va pas a la vitesse limite. Lorsqu’une balance indique zéro on ne peut pas
conclure, car soit la balance n’est pas assez précise soit 1’objet pesé a effectivement un poids nul.
Par analogie, une expérience qui n’indique pas de différence entre la vitesse de la lumiere et la
vitesse limite ne permet pas de conclure. Quant a la théorie, elle ne peut pas se prononcer sur ce
qui se mesure, sauf a utiliser d’autres valeurs mesurées.

Les quatre équations de Maxwell permettent d’établir I’équation d’une onde dont la vitesse de



propagation est donnée par
1

VEoHo

ou € est la permittivité du vide et u est la perméabilité du vide. Cette vitesse est celle du champ
électromagnétique sur tout son spectre de fréquence possible, et donc aussi celle de la lumiere.
Les équations de Maxwell ne sont pas covariantes par la transformation de Galilée mais le sont
par celle de Lorentz. C’est cela qui indique que la vitesse de la lumiere est treés proche, sinon
confondue, avec la vitesse limite.

La transformation de Lorentz-Poincaré fait intervenir la vitesse limite, alors que les équations de
Maxwell font intervenir la vitesse de la lumiere. Si I’on trouvait une masse (pour les anglophones
une masse au repos) aux photons, la lumicre n’irait pas a la vitesse limite et les équations de

Maxwell ne seraient plus covariantes. Il faudrait les réécrire !.

2.1.3 Invariants relativistes

Pour cette démonstration de la transformation de Lorentz-Poincaré on postule I’existence d’une
vitesse limite. Cette vitesse étant une vitesse maximale, elle est invariante par changement de
référentiel galiléen (elle a méme valeur pour tous les observateurs galiléens) car sinon nous
pourrions la dépacer par changement de référentiel. A un changement de référentiel correspond
une transformation des coordonnées spatio-temporelles, chaque référentiel ayant a priori son
propre systeme de coordonnées spatio-temporelles. La transformation de coordonnées que 1’on
cherche doit laisser invariante la vitesse limite, que 1’on note c.

A partir de la vitesse limite on déduit un deuxieme invariant relativiste, ou invariant de Lorentz,
qui fait intervenir les coordonnées spatio-temporelles :

Soient deux référentiels % et %’ en configuration standard (1.2.3 page 7). Imaginons qu’a
I'origine spatiale 0(0,0,0) de # se produise un flash a I'instant initial 7, = ) = 0. Pour
simplifier, on suppose que la lumieére se propage a la vitesse limite ¢. Un observateur dans %
voit une sphere de lumiere de centre O s’étendre dans I’espace, d’équation :

22 + 9% + 22 = (ct)? 2.1)

En relativité restreinte comme en mécanique non relativiste, un observateur dans %’ voit aussi
une sphere de lumiere s’étendre dans I’espace. Cependant, par invariance isotrope de ¢, en
relativité la spheére de lumiére vue par un observateur dans %’ n’a pas pour centre O mais O’, et
a pour équation dans %’ :
122, 2 \2
X“+y“c+77=(ct")

[’équation de la sphere de lumiere est invariante par changement de référentiel galiléen par
la transformation de Lorentz, c’est donc un invariant relativiste. Si le flash a lieu en un point
quelconque de coordonnées galiléennes (), xg, Yo, Zo) :

c2(t - tg)?
c2(At)?

(x=x0)? + (y = yo)? + (2 —20)?
(Ax)? + (Ay)? + (Az)?

1. Voir les travaux d’Alexandru Proca



Notation 2.1.1

Nous utiliserons I’abus d’écriture suivant :
AxZ + AY? + AZ? = 2 Ar?

2.1.4 Distance spatiale

L’espace physique de la physique non relativiste est absolu, il existe en lui-méme indépendamment
de I’existence d’autre chose. Nul besoin de matiere ou d’énergie pour qu’existe cet espace. Le
temps est également absolu, il existe méme si rien ne se passe. L'espace physique et le temps
n’ayant pas les mémes unités, il n’y a pas a proprement parler d’espace-temps car on ne pourrait
y définir une distance. On peut faire une analogie avec la thermodynamique, le diagramme (P, V)
de Clapeyron est un exemple d’espace au sens mathématique du terme, dans lequel on ne peut
définir de distance car les axes n’ont pas les mé€mes unités. L’espace et le temps de la physique
non relativiste sont modélisés par deux espaces mathématiques distincts dont le produit cartésien
est noté R3 x R.

Soient deux points de coordonnées spatiales rectangulaires (xg, yo, 2g) €t (x;,y1,21). Le carré de
leur distance spatiale est donnée par la double application du théoreme de Pythagore, d’abord
dans le plan (x,y) puis dans I’espace (x,y,z) :

2
d* = (\/(Xl —x0)2 + (y —yo)z) + (21 — 29)?
= (X1 —x0)% + (1 —¥0)? + (21 — 20)?

= Ax? + Ay? + AZ? (2.2)

Utilisons la transformation de Galilée (1.3) page 8 pour le changement de référentiel galiléen :

X = Xg — Vot X] = X) = Vot
4 l4

Yo = Yo et Y1=»

Z) = 20 1 =17

La distance spatiale entre les deux points se transforme en :

d? = () —x)%+ 0] —yp)2 + () — )2
= [(x] = vet) — (xg = ve1)1? + (y1 —¥0)? + (21 — 20)
= (x1 —x0)% + (y1 —Y0)* + (21 — 20)?
= d?

2

Elle est donc invariante par la partie spatiale de la transformation de Galilée.

De méme, la distance temporelle ou durée, est invariante par la partie temporelle de la transfor-
mation de Galilée :

4 /7 V4
=t — 1
= At



2.1.5 Distance spatio-temporelle

En relativité restreinte, I’espace et le temps sont liés par la constante ¢ homogene a une vitesse
(un espace divisé par un temps). llIs forment I’espace-temps ou univers, dans lequel c est une
vitesse limite pour la matiere, 1’énergie, les interactions et 1’information. ¢ est aussi appelée
constante de structure de [’espace-temps ou constante chronogéométrique.

En multipliant la coordonnée temporelle par cette constante nous obtenons la coordonnée ct
homogene a une longueur, n’ayant pas le méme status que les coordonnées x, y, z mais permettant
de définir une distance dans 1’espace-temps. Cette « quadridistance » est appellée intervalle,
sous-entendu entre deux points ayant chacun quatre coordonnées. Un espace dans lequel on peut
définir une distance est dit métrigue 2, sinon il est dit affine. Ainsi, I’espace et le temps de la
physique non relativiste sont deux espaces métriques distincts, et leur « réunion » n’est pas un
espace métrique, alors que 1’espace-temps de la relativité est un espace métrique.

t ct

" —

Fic. 2.1 — Exemple d’espace affine et d’espace métrique

Figure 2.1 les coordonnées y et z ne sont pas représentées :

 en coordonnées galiléennes (z,x,y, z), la longueur d’un segment n’a pas de sens précis, les
coordonnées n’ont pas la méme dimension, I’espace n’est pas métrique

e en coordonnées galiléennes réduites (ct, x,y, z), la longueur d’un segment existe et on peut
la mesurer. Les coordonnées ont méme dimension, une longueur, et définissent un espace
métrique. Sur I’axe des ordonnées les durées sont transformées en distances lumiere, avec
1's =299 792 458 m. Le temps est mesuré en metres, les vitesses ont pour unité le m/m,
en particulier ¢ = 299 792 458 m/m.

Remarque 2.1.1

En principe on ne devrait pas simplifier les unités. Par exemple, si I’on dit qu’un projet prend un mois de retard tous les vingt-quatre
mois, on ne peut simplifier par « mois ». Second exemple : la vitesse d’un cours d’eau augmente a mesure que 1’on s’éloigne de la berge
et que I’on se rapproche du centre, cette variation de vitesse se mesure en (m/s)/m. Si 1’on simplifie les unités on obtient des Hertz pour
cette variation de vitesse.

Toujours figure 2.1, les échelles de distance ne sont pas les mémes, des metres en abscisse et des
« trois centaines de milliers de kilometres » en ordonnée.

Remarque 2.1.2

Un cas similaire existe en mécanique non relativiste. Dans I’aviation on mesure les altitudes en centaines de pieds ou flight level (FL) et
les distances sol en milles marins ou nautical miles (NM). Difficile dans ces conditions d’évaluer une distance autre qu’une différence
d’altitude ou qu’une distance sol.

2. du grec pe T pouv, mesure



ct Altitude

1s = 3.10%m7 / FL1t /

t €T t )
ol 1 o TINAT Distance

Fic. 2.2 — Unités d’un espace métrique

Pour cette raison nous redéfinissons le metre pour avoir la méme unité en abscisse et en ordonnée,
c’est-a-dire nous posons

c=1 (2.3)

Remarque 2.1.3

Nous redéfinissons le metre et non la seconde car dans le systeéme international d’unités (SI), le metre est défini a partir de 1a seconde et
de la vitesse de la lumiere dont la valeur est posée par convention exactement égale a 299 792 458 m/s.

Le systeme d’unité dans lequel on pose ¢ = 1 est appelé systéme d’unités géométriques. Dans ce
systeme il n’y a plus lieu de distinguer I’unité de temps de 1’unité de distance, et 299 792 458
metres SI valent un metre de ce systeme.

L’espace et le temps ne sont plus absolus puisqu’ils se combinent I’un dans I’autre, mais I’espace-
temps prend un caractere absolu. 11 est modélisé par un espace métrique mathématique de
dimension quatre noté R, appelé espace de Poincaré-Minkowski, de systéme de coordonnées
(t,x,y,z) ou c = 1. Tout comme I’espace est constitué de I’ensemble des points de cet espace,
I’espace-temps est constitué de I’ensemble des événements ou points d’univers.

Remarque 2.1.4

Le terme « événement » existe aussi en mécanique non relativiste ol il a pour coordonnées (z, x, y, z), mais ou le temps est universel.

Les évenements ont pour coordonnées (ct, x,y, z) si ’on donne la composante temporelle avant
les composantes spatiales, ou (x,y, z,ct) dans le cas contraire. Nous choisissons la premicre
convention est prenons la notation suivante :

Notation 2.1.2 : Notation indicielle

Les coordonnées galiléennes réduites sont notées x* avec ¢ = 0,...,3:

0 _

xV =ct, x' =x, X

Elles ont la dimension d’une longueur. Lorsque ¢ = 1 elles ont méme unité.

L’espace-temps est absolu signifie que les événements sont absolus, ils existent en eux-mémes
indépendamment de tout référentiel ou de tout observateur. Le choix d’un référentiel (avec son
espace, son temps, son systeme de coordonnées et son horloge) pour localiser un événement
est arbitraire, par conséquent les coordonnées spatio-temporelles des évenements ont le méme
arbitraire.

Nous cherchons a généraliser la distance spatiale entre deux points de 1’espace physique tridimen-
sionnel R3, invariante par changement de référentiel galiléen par la transformation de Galilée, 2
une distance spatio-temporelle entre deux évenements de 1’espace-temps quadridimensionnel



R#, invariante par changement de référentiel galiléen par la transformation de Lorentz-Poincaré
(qui laisse également invariante c).

De méme qu’en mathématique la distance entre deux points d’un espace est invariante par
changement de coordonnées, en relativité la distance spatio-temporelle entre deux éveénements
de I’espace-temps est invariante par changement de coordonnées spatio-temporelle, c’est-a-dire
par changement de référentiel galiléen par la transformation de Lorentz-Poincaré.

Equivalence de vocabulaire selon que 1’on met en avant I’ aspect mathématique ou physique :

Mathématique Physique

point évenement

vecteur 4-vecteur

distance, métrique 4-distance, métrique de minkowski, intervalle
pseudo-norme 4-norme

systeme de coordonnées - repere | référentiel

chgt de coordonnées, chgt de base | chgt de référentiel, transformation de Lorentz

espace euclidien espace newtonien

espace pré-euclidien espace plat (newtonien ou de la relativité restreinte)
espace non euclidien espace courbe

espace pseudo-euclidien espace-temps, 4-espace, espace de Minkowski, univers

2.1.6 Equation de la sphére de lumiére

L’équation de la sphere de lumiere 2.1 page 12 étant la méme dans tous les référentiels galiléens,
cela suggere de poser I'une des deux définitions suivantes,

As? 2 2 A7 — Ax? — AY? — AZ?

en convention dite « de genre temps » (As? est positif ssi la distance lumiére est supérieure 2 la
distance spatiale), ou
As? 2 Ax2 + Ay? + A% — 2 Ar?

en convention dite « de genre espace ».

Ces expressions rappellent celle (2.2) page 13 du carré de la distance euclidienne en trois
dimensions d’espace. Au § 2.1.3 page 12, nous avons vu que si s> est nul dans un référentiel
galiléen %, alors il est nul dans tout autre référentiel galiléen %’

As? =0 s As? =0
autrement dit s2 et s’ sont proportionnels :

As? = aAs’?



2.1.7 Espace homogene et isotrope, temps homogene

L’espace étant supposé homogene, toute expérience donne le méme résultat indépendamment de
I’endroit ou elle est faite, le facteur de proportionnalité a ne peut étre fonction des coordonnées.
Le temps étant également supposé homogene, toute expérience donne le méme résultat indépen-
damment de I’époque a laquelle elle est faite, a ne peut €tre fonction du temps. L’ espace étant
supposé isotrope, toute expérience donne le méme résultat indépendamment de 1’orientation
choisie, a ne peut étre fonction de la direction de la vitesse d’entrainement des référentiels. a
n’est donc fonction que de la norme euclidienne de la vitesse d’entrainement des référentiels :

As? = a(v,)As’?

2.1.8 Loi de composition interne

Si I’on considere trois référentiels galiléens, alors :

As% = a(vlz)AS%
As% = a(v23)As%
As? = a(vy3) As3

soit,

As% = a(vlz)a(v23)As%
a(vyz) = a(viz)a(vys)

v13 dépend non seulement des valeurs v, et v,3, mais aussi de I’angle entre les vecteurs vy, et
V53. Par conséquent a est une constante et nous avons :

a=a
Cela laisse deux possibilités, a = 0 donne As = 0, eta = 1 donne :
As? = As’? 2.4)

qui inclue le cas a = 0. As est la distance spatio-temporelle quadridimensionnelle que 1’on
cherchait, invariante par changement de référentiel galiléen par une transformation qui laisse
invariante ¢, donc absolue dans 1’espace-temps.

Définition 2.1.1 : Intervalle d’espace-temps

La distance dans I’espace-temps entre deux évenements, notée s, telle qu’en convention de
genre temps son carré s’ écrive

As? 2 2 A2 — Ax? — Ay? — AZ?
3

(4x0)2 =) (Ax)?
i=1

est appelée distance d’univers, infervalle d’espace-temps ou métrique de Minkowski.

1>




Le scalaire s invariant de Lorentz, est appelé scalaire de Lorentz ou quadri-scalaire (bien qu’il
n’ait pas quatre composantes).

En convention de genre temps, le carré d’un intervalle élémentaire d’univers s’écrit :

ds? = ¢2dt? — dx? — dy? — dz?

2.1.9 Signature de la métrique de I’espace-temps

En convention de genre temps, la métrique a pour signature (1, 3), ou le premier entier indique le
nombre de signes positifs, et le second indique le nombre de signes négatifs. On donne souvent
la signature sous forme explicite (+, —, —, —). En convention de genre espace, la métrique a pour
signature (3, 1), sous forme explicite (—, +, +, +). La loi d’inertie de Sylvester stipule que la
signature d’une métrique est indépendante du systeme de coordonnées choisi.

Définition 2.1.2 : Espace de Lorentz

Un espace de Lorentz de dimension n est un espace qui a pour signature (1,n — 1) ou
(n —1,1), noté respectivement R1-7~1 ou R7-1.1,

L espace de Poincaré-Minkowski est un espace de Lorentz de dimension 4, noté au choix R!-3
3,1
ou R,

2.1.10 Relativité du mouvement

Soient deux référentiels galiléens J et %’ en configuration standard (1.2.3 page 7). Imaginons
deux regles identiques placées a I’origine des référentiels, paralleles entre elles et perpendiculaires
au mouvement relatif. A 1’instant ol elles se croisent, par symétrie elles doivent avoir méme
hauteur, ce qui implique y = y” et z = z’. Imaginons deux régles identiques, chacune dans
un référentiel, paralleles entre elles et perpendiculaires au mouvement. Par conséquent, nous
cherchons une transformation de systeme de coordonnées spatio-temporelle sous la forme de
deux fonctions inversibles f et g, telles que

t' =f(t,x)
x =gt x)
y = (2.5a)
7 = (2.5b)

qui respectent I’invariance de I’intervalle d univers :

A2 — Ax? = Ay? — A2 = PAF? - AX2 - AY'2 - A7

A2 — Ax2 = 2A1? — AX?



Prenons un intervalle élémentaire :
/7 7’
c2dr? —dx? =c2dr 2 — dx 2

af of > ag ag 2
— 2 dx — | =& —2dx
= (dtdt * ox ) ( dtdt * ox )

2 2
:cz(g) dr? + 2 (ﬂ) dx2+2c2ggdtdx
ot dx Jt 0x
0g\> .o (08\* ., .08 dg
— (E) dt - (a) dx —Zmadtdx
e 8- o2 - (8 e
Jat at ox ox
of of adg r?g)
202578
+2( 31 ax ~ ar ax ) ¥
qui donne le systeme :
af\>  (1adg\* _
(G) -(c5) =1 i
ag\> ar\*
of of dg dg
220 2 28 75 =
31 dx ot ax 0 (2.6¢)
Avec la relation de trigonométrie hyperbolique
Yo € R cosh2(¢) - sinhz((p) =1
(2.6a) a pour solutions :
af\> 2 af
(d_t) = cosh™[¢(1,x)] 3 = +cosh[¢(t,x)]
2 = 0;
1 dg 12 Z8 = jesinh[
298) _ =+ @(t,x)]
(2 %5) = sinb’[p(r, )] 5
Remarque 2.1.5
La dérivée partielle d’une fonction de 7 et x est une fonction de 7 et x.
ft,x) = afgt,x) = %:(t,x)
Quatre combinaisons de signes :
af af af of _
57 = coshlp(t,x)] | = = cosh[g(z,x)] 5, = ~coshl(t,x)] | =2 = —cosh[g(z,x)]
98 _ . 98 _ g 98 _ . 98 _ g
Fri csinh[¢(t,x)] FIi csinh[¢(t,x)] Fri csinh[¢(t,x)] Fri csinh[¢(t,x)]
Prenons le premier ensemble de solutions et posons f = —¢ :
d a
—% = cosh[p(—¢,x)] % = —cosh[¢(¢,x)]
=
ag . g .
—% = csinh[p(—¢,x)] 96 = csinh([¢(¢,x)]



On retrouve le troisieme ensemble de solutions. Prenons le deuxieme ensemble de solutions et
posons f = —¢ :

a
0; = cosh[p(—¢,x)] 0?; —cosh[g(¢,x)]
=
g . ag .
—% = —csinh[¢(-¢,x)] w = —csinh[¢ (¢, x)]
On retrouve le quatrieme ensemble de solutions. Il n’y a donc que deux combinaisons de signes :
U < coshlp(t.)]
o (2.7)
0—5; = gc sinh[g(t,x)] avec g% =1
Par analogie (2.6b) a pour solutions :
g
Fri cosh[e(7,x)]
il sinh[¢(,x)] avec g5 =1
ou la fonction ¢ (¢, x) est la méme qu’en (2.7). Remplacons dans (2.6¢) :
c? cosh[e(t, x)] 2 sinh[¢(,x)] — c& sinh[@(t,x)] cosh[ (t,x)] =
(g1 — &) cosh[g(t,x)] sinh[e(t, x) =
=0

(g1 — &) (e[(p(t,X)]e[so(t,x)] —ele(t0)]o=le(t.0)] 4 o~le(tX)]letx)] _ o-le IX)]e [o(r.x)]

elex)] 4 o=lo(tx)] elet0)] _ ~lo(t
(8] - 82) 2

(81—82)( 2¢(t,x) _ —2(p (t,x)

Deux possibilités :

a) &1 = &
b) £, =-¢5
ez(p(t,-x) = e_2¢(t9-x)
ez(p(tax) = 1
p(t,x) =0
of a8
E‘:l a:1 f:t+cste
et =
%z() g:() g_x+cste
at dx
Par conséquent ¢; = &, et le systeme devient :
() & () = () - (5) =
ot ar) = ar) ~ ¢ \ax) T
() e () = () & (%)=
dx ax) = 0x 2 \ot)
a _ 98 a _ 98
at  0x ot dx
98 _ 29 98 _ 20f
at dx at ax




Les dérivées partielles des deux dernieres relations donnent les équations de propagation d’une

onde a la vitesse ¢ :

Pf_ % 0 _ 0% Pf 2P _
ot2  dtox 0xdt  gx? at? dx>
et
9’8 _ 2 0% 9% _ 20 9’8 _ 20%
ar2  ~ dtdx dxar  gx2 ar2 ax2
Le systeme devient :
AR AN
(5) < (5) =1 (25
ag\* 1 (dg\* _
(&) -z (%) = (250
at? ax2
9’8 20%
ar? ax2
a) La solution générale de (2.8a) est de la forme :
X X
f(t,X) :A<t—g) +B(f+z)
=A(u) + B(v)
ol A et B sont des fonctions arbitraires.
df (z,x) = df (u,v)
Var s Dy = Lgu s Yy af 9B  0A
at dx du av 9t av | au
=
:Z—A(dt—d—x)+aa—3(dt+d—x) ﬁzl(ﬁ_B_%)
A oB\. 1(0B A ox ey ou
= (E+E)d”z(m‘%)dx
En reportant dans 1’équation de propagation de f, (2.8a) de la présente page :
) (2
v du v du) 0A(u) _ cyre
2 0BOA ,0BOA | o
dv du av ou 0B(v) _ 1t
dA(u) dB(v) 1 dv. o Acye
ou dv 4
Or,
dA(u) = @du
ou
X 0A dx
a(-32) =% (df‘?)
0A A J0A 0A dx
FIalr el Ve iy



donc
0A 0A 0A

= === = = (Cste
at ~ du R at !
A __1oA oA _ cye
dx ¢ du ax ¢
De méme,
0B
dB(v) = Edv
X dB dx
dB(t+E>—E(dt+?)
dB 0B dB 0B dx
Edl"i‘adx— Edl'i‘m?
donc
0B _ 0B 9B__1_
ar ~ av s at - 4Cyre
3B _1dB B __1
dx ¢ v ox 4cCyre
On pose Ci'¢ = 1/(2a) :
% — i A — 1 CS[@
du 2a N (u)_Equ 2
0B a B _a Cste
o = 5 ) = §v+ 3

Nous avons maintenant :

f(u,v) =A(u) + B(v)
a
2

ste
v+ Cy

1
= - u+ G+

v+ Cye
2a 3

_1 +a
“2a"T 2

On pose f(0,0) = fo = C5 :

On choisit a > 0 pour avoir les axes temporels dans le méme sens.

1 +da? 1-a?)\x
f(t,.X) - 2a r— (1 +a2) E:| +f0 (29)
On pose :
)
p=1% donc |pl<1

1 +a?



Si B = 1 alors a = 0 et le facteur (1 + a?)/(2a) dans (2.9) diverge, donc on ne conserve que

1Bl <1
Nous avons
ﬁ2 1= 242 + a*
T 1+2a2+a?
g2 1+2a% +a*-1+2d%2-a*
- 1 +2d? + a*
B 442
14242 +a*
2a
‘/1 -pg2=—"—"
p 1 +a?
(2.9) page ci-contre devient :
t— Bx/c
flen =22 g

t" =t + tp a vitesse d’entrainement nulle, d’ol f, = 7, :

P LEPYC Ly avee IpI< (2.10)
\/1 - p?
b) La solution générale de (2.8b) page 21 est de la forme :

g(t,x) = C(t—)—é) +D(;+§)
= C(u) + D(v)

t

ou C et D sont des fonctions arbitraires.

dg(t,x) = dg(u,v)

9841 + Py = Py + %84y dg dC dD
Jat 0x du av E_E+W
dx D dx =
= (- T) S (ar+ ) o _1(3D_oc)
u ¢ v ¢ ox c\ dv Ju
_(EJr@)dHl(@_E)
“\du v c\dv du
, 0f _9C  aD (@_%)_E+@
- “ax " ou av R “\ v u)  du v
g_l(@_ﬁ) JA @_l(@_a_c)
at  c\dv du du dv  c\dv du
oD dC _ a 1 0D ca ca /
N E‘C(z Za) N A
oD aC 1 a aC C __i ste
ov ou 2a 2 ou 2a 2a

g(u,v) = C(u) + D(v)

c ca
=—=—u+—=v+Cye
2a 2 7



On pose g(0,0) = g :

g(t’x):_%(t_E)Jr%(”g)Jfgo

a 1 1 a
:(z—%)ct+(%+§>x+go
a + a
2

2_1 1 2
o x| +go
_1+a2 _l—a2 4
= 2a 1 azc 80

x — PBct
= ——— 180

J1-p2

x” = x + x & vitesse d’entrainement nulle d’olt gg = xg :

— t
W= 2P L avec (Bl<1 @2.11)

J1-p2

Lorsque v, devient petite devant ¢ nous devons retrouver la transformation de Galilée (1.3) page 8
qui est validée par toute la physique non relativiste. On en déduit

B=v/c (2.12)
car alors (2.10) et (2.11) deviennent

,  t—v,x/c?

/' = ———+1) avec v,<c
2 /02
‘[l—ve/c
, X =Vt
X' = ————+Xx3 avec v,<c

\ll—vg/c2

et pour v, < ¢ on retrouve bien la transformation de Galilée (1.3) page 8 :

4
! ~t+1
x' = x —v,t+xg

On rappelle que v, = |V, |, autrement dit v, n’est pas algébrique mais toujours positive ou nulle. v,
positive implique que le référentiel % se déplace dans le sens des x croissants, et réciproquement,
le référentiel % se déplace dans le sens des x” décroissants.

2.1.11 La transformation spéciale de Lorentz

Les référentiels galiléens sont supposés en configuration standard, ils se croisent a 1’instant
t =t = 0, par conséquent 7, = 0 et x5 = 0, et (2.5a) et (2.5b) page 18, (2.10) et (2.11) page
précédente donnent finalement la transformation spéciale de Lorentz :



v t—v.x/c
1 —v2/c?

, X =Vt

x= =L
1 —v2/c?

/_

/_

Z =2

La transformation est dite « spéciale » parce qu’elle n’inclue pas les trois rotations statiques
ordinaires de I’espace (les référentiels galiléens sont supposés en configuration standard).

Définition 2.1.3 : Facteur de Lorentz

—

On définit le facteur relativiste par :

N 1

rer ‘/1 - vZ/c?

Ce facteur sans dimension est aussi appelé facteur de Lorentz ou coefficient de parallaxe spatio-
temporelle. Pour toute vitesse relative ou vitesse d’entrainement, il existe un facteur relativiste.
Lorsque il y a plusieurs vitesses il faut préciser de quel facteur relativiste I’on parle. De plus sa
valeur est toujours supérieure ou €gale a un :

\Y

OKv,<c = y,>1 (2.13)

Changer de référentiel, c’est changer son point de vue sur I’espace-temps.

2.2 Démonstration sans I’hypothese d’une vitesse limite

2.2.1 Principe de relativité

Ici aussi nous supposons valide le principe de relativité qui affirme 1’existence de référentiels
équivalents pour la formulation des lois physique. Nous ne faisons pas plus d’hypothéses concer-
nant ces référentiels, en particulier nous ne supposons pas qu’ils se déplacent a vitesse constante
les uns par rapport aux autres. Cette propriété sera I’une des conséquences des hypotheses que
nous allons poser par la suite.

Cherchons les formules générales de transformation des coordonnées d’espace et de temps lors
d’un changement de référentiel équivalent, que nous avons appelée transformation inertielle.
Soient (¢,x,y,z) les coordonnées galiléennes d’un évenement dans le référentiel équivalent R,
et (t',x",y’,7") les coordonnées du méme événement dans un autre référentiel équivalent %’.
La transformation des coordonnées galiléennes pour passer de % a %’ dépend d’un nombre a



déterminer N de parametres {a, a,, ..., ay}, identiques pour chaque coordonnées :

X =f(t,x,y,2;a1,...,ay)
y = g(t,x,y,2,ay,...,ay)
7 = ht,x,y,z;a;, ... ,ay)
! =j(t,x,y,2;ay,...,ay)

Les translations dans 1’espace et/ou dans le temps sont supposées laisser invariantes les lois de la
physique, ce qui fixe quatre de ces N parametres, &, 5, &5 et 7. En effet, par hypothese nous
avons les égalités suivantes :

X =x+&
V4

y =y+&s
7 =7+ &,
' =t+T

Il reste N — 4 parametres a déterminer, de as a ay. Les parameétres connus sont &, &5, &3 et 7

X = f(,x,9,2, 61, E0r E3, To s,y ..., )
Y = 8(t,x,9,2,£1,&2,£3, T, as, ..., ay)
7 = h(t,x,y,2,§1,82, 83, T, ds, ..., ay)
! =j(t,x,,2, 61,42, 43, T, a5, .0, ay)

x’ ne dépend pas des paramétres &,, &5 et T, ¢’est-a-dire des translations des autres coordonnées.
De méme pour les coordonnées y’, 7" et t’. En posantn = N — 4 :

X' =f(t,x,y,z:¢1,aq,-..,a,),
Y =g8(t.x,y,2:82.ay,....a,),
7 = h(t,x,y,2;&5,aq, ...,a,),
1 =j(t, %, 9,2, T, Ay, ..., ay).

On utilise les parametres &, &5, &3 et T pour que I’origine spatio-temporelle des deux référentiels
équivalents soit laméme :six =y =z =1 = 0,alorsx’ =y’ =7/ = ¢/ = 0. La transformation
devient :

x" = F(t,x,y,2;ay,...,a,) F(0,0,0,0;ay,...,a,) =0
"=G(t,x.y.z:ay, ..., a, G(0,0,0,0;ay,...,a,) =0
y’ (h,%0.2,01 ) avec les conditions ( “ ) (2.14)
7 =H(t,x,y,z;ay,...,4a,) H(0,0,0,0;ay,...,a,) =0
' =J(t,x,y,z;aq,...,4a,) J(0,0,0,0;ay,...,a,) =0

2.2.2 Homogénéité de I’espace et du temps

Dans ce qui suit, nous noterons (Ax, Ay, Az, At) les coordonnées de I’intervalle spatio-temporel
entre le point éveénement (x,y,z,t) et I’origine spatio-temporelle commune aux deux réfé-
rentiels équivalents. La transformation inertielle d’un intervalle infinitésimal de coordonnées



(dx, dy,dz,dt) s’écrit :

, OF oF J0F JoF
dx’ = 8xdx+ aydy+ azdz+ atdt

) _0Gy , 9Gy , 9G,  IG
dy’ = axdx+ dydy+ 6de+ atdt

, O0H 0H oH 0H
dz’ = 8xdx+ 8ydy+ (3de+ atdt
, dJ aJ aJ aJ
dt’ = 0xdx+ aydy+ azdz+ dtdt

Si I’espace est supposé homogene, la transformation inertielle ne dépend pas de 1’endroit ou se
trouve I’intervalle transformé, et les coeflicients devant dx, dy, dz et dz ne sont pas fonction de x,
y et z. De méme, si le temps est supposé homogene, la transformation inertielle ne dépend pas de
I’époque a laquelle I’intervalle est transformé, et les coefficients devant dx, dy, dz et df ne sont

pas fonction de z. Par exemple :

JF
a = Kl (a,-)

Nous avons alors,

x'=(x+ DK (a;) + (v + E)Ks(a;) + (z+ £3)K3(a;) + (1 + T)Ka(a;)
Y =+ &Li(a) + (v + &) Lalay) + (z+ E3)Ls(a;) + (1 + T)Ly(a;)
7= (x+ &M (a;) + (v + E)My(a;) + (z+ E3)M5(a;) + (1 + T)My(a;)
"= (x+ &N (a) + (y + £2)Na(a@;) + (2 + £3)N3(a;) + (1 + T)N4(a;)

qui avec les conditions (2.14) page ci-contre devient :

X' = Kix + Kyy + K3z + Kyt
Yy = Lix+ Lyy + L3z + Lyt
7 = Mix + Myy + M3z + Myt
t" = Nix + Nyy + N3z + Nat

Les hypotheses les plus simples sur I’espace et le temps, espace homogene et temps homogene,
impliquent une transformation affine, autrement dit la plus simple. Les conditions (2.14) page
précédente sur I’évenement origine la rendent linéaire.

2.2.3 Relativité du mouvement

On suppose que les axes x et x” sont confondus, que les axes y et y” sont paralleles ainsi que les
axes z et 7 et que le déplacement du référentiel %’ a lieu selon les x croissants. Imaginons deux
regles identiques placées a 1’origine des référentiels, paralleles entre elles et perpendiculaires au
mouvement relatif. A I’instant ol elles se croisent, par symétrie elles doivent avoir méme hauteur,
ce qui implique y = y” et z = z’. On ne s’intéresse plus qu’aux coordonnées x et x” et au temps :

{x' = Ky (a;)x + Ky(a;)y + Ks(a;)z + Kq(a;)t (2.15)

t" = Ny(a;)x + Ny(a;)y + N3(a;)z + Ny(a;)t



2.2.4 Causalité

Soient & et &’ deux référentiels équivalents d’origine spatio-temporelle commune O(x = 0,7 =
0; x" =0,¢ = 0). Soit E un événement de % précédant O, et soit E’ un événement de %’
succédant O.
a) si I’on suppose n > 2, il serait toujours possible de relier les deux événements E et E” par
le systeme d’équations (2.15), E et E” seraient alors le méme événement vu de % et vu de
%’ La causalité serait inversée car cet événement précéderait I’événement origine dans
P et lui succéderait dans %&’. Or si E est la cause de O, cette cause doit précéder 1’ effet
dans tous les référentiels. Par conséquent, n < 2.

x =x
' =t

et le principe de relativité se réduit aux translations d’espace et de temps.

b) pour n = 0 nous avons :

¢) on en conclue que n = 1 et la transformation inertielle s’écrit :

r':Kﬁmx+KﬂMy+KﬁmZ+Kﬂm’ (2.16)

t' = N, (a)x + N>(a)y + N3(a)z + Ny(a)t

2.2.5 Invariance par réflexion

L’espace étant supposé isotrope, I’orientation des axes des référentiels est arbitraire. La transfor-
mation de % a % doit avoir la méme forme que celle de — % d’axe —xa — %’ d’axe —x’, elle doit
étre invariante par réflexion dans un miroir plan (yOz). Les coordonnées (x, y,z, 1) et (x',y",z’,t")
d’un événement peuvent étre remplacées respectivement par (—x,y,z,1) et (=x’,y’,z’,t") avec b
comme nouveau parametre de transformation :

—x' = =K, (b)x + K5 (b)y + K3(b)z + K4 (b)t
{/:—NNMx+NﬁMy+NﬂMZ+NMMt

{x’ = K, (b)x — K5 (b)y — K5(b)z — K4 (b)t 2.17)
t = —Nl(b)x+N2(b)y+N3(b)Z+N4(b)t .
En comparant avec (2.16) :

Ki(a) = K{(b) Ni(a) = =N (b)

K;(a) = -K5(D) ot Ny(a) = N, (D) (2.18)

K3 (a) = —K5(D) N3 (a) = N3(b)

Ky(a) = =K4(b) Ny(a) = N4(D)



2.2.6 Mouvement inertiel

Nous avons vu que par isotropie de 1’espace ou du temps nous pouvions utiliser indifféremment la
transformation (2.16) ou (2.17). Pour des raisons pratiques nous utiliserons la seconde. Appelons
mouvement inertiel le mouvement d’un objet au repos dans 1’un des référentiels équivalents, par
exemple dans %', tel que x” = C{7¢,y" = C5'¢, 2’ = C§’*. Dans % I’équation de son mouvement
s’écrit :

Ki(a)x + Ky (a)y + K3(a)z — K4(a)t = C'¢

¥ = Ci’ = Ky(a)y — K3(a)z + K4(a)t
- K (a)

Sa vitesse dans % est aussi la vitesse de %’ dans % :

V ne peut étre que le rapport de deux fonctions de V, donca = V et :
K4(V) = =VK;(V)

Le parametre a (devenu V) n’étant pas fonction du temps, les mouvements inertiels sont des
mouvements a vitesse uniforme. Soit U la vitesse relative des référentiels % et %’ exprimée en
coordonnées galiléennes (—x,y,z,1) et (=x’,y’,z’,t"), (2.18) donne :

{Kl (@ =Ki(b) {Kl (V) = K;(U) . {Kl (V) = K;(U)
Ky(a) = —K4(D) -VK,; (V) = -[-UK; (U)] —-VK; (V) = UK, (U)

Nous avons alors :
U=-V

La vitesse relative des référentiels « inversés » est ’'opposée de la vitesse relative des référentiels
initiaux. (2.18) devient :

K (V) = K1 (=V) Ny (V) = =N (=V)

K> (V) = =K3(=V) ot N>(V) = Np(=V) (2.19)
K3(V) = -K3(=V) N3 (V) = N3(=V)

K4(V) = =K4(=V) N4 (V) = Ny(=V)

Ces relations expriment les propriétés de parité des fonctions recherchées.

2.2.7 Isotropie de I’espace

Nous utilisons de nouveau I’isotropie de I’espace. Effectuons une rotation de s7 /2 du référentiel
% autour de son axe (Ox) confondu avec (O'x”) :

{x;/z =KiX;0+ Koy o+ K32z + Kyt 7)o
112 = NiXgy2 + NoYg o + NaZya + Naty



Dans % nous avons

Xg2 =X, Va2 =% Zpp2 = Y Ippp =1

et dans &’ nous avons

4 l4 ’ 4 l4 ’ 4 ’
X =X, Va2 =Y ipp2 =2 lppp =1
si bien que :
Kix+ Kyy + K372+ K4t = K1x + K>z — K3y + Kyt
Nix + Npy + N3z + Nyt = Nyjx + Nyz — N3y + Nyt
=

{sz + K32 = K2 - K3y . {K3 (z+y) =Kz(z—y)

Nyy + N3z = Naz — N3y N3(z+y) =Ny(z-Y)

Ces relations étant valables pour tout événement, donc quels que soient y et z, on a :
K2=K3=0 et N2:N3:O

La transformation inertielle devient :

x' =K (x - Vi)
l'/ :N1X+N4t

Remplacons trois fonctions inconnues par trois autres fonctions inconnues :

Ky (V) =y (V)
N (V) = =y (V)u(V)
Ny(V) =y (V)A(V)

(2.19) page précédente devient :

y(V) =7(=V) (2.20a)
u(V) = -pu(=V) (2.20b)
A(V) = A(=V) (2.20¢)
1(0) = —pu(0) donc :
u(0) =0

La transformation (2.16) s’écrit,

{X' =y(V)x-Vy (V) R {x' = 7(V)[x - V1]
¢ = 7y (V)ANV)E = 7 (V) p(V)x (' =y (VA(V)E = p(V)x]



2.2.8 Loi de composition interne

Effectuons deux transformations successives, de parametres U et V :

{x’ =y (V)[x - Vi] (2.21a)
"=y (V)[A(V)1 — u(V)x] (2.21b)
{x” = y(U)[x" - U]
" =y (U)[AU) — p(U)x"]
{x” = y(U{y (V)[x = Vi] = Uy (V)[A (V) — u(V)x]}
" =y (U{AU) y M[A(V)t = p(V)x] = p(U)y (V)[x = Vi]}
{x” =y(U)y(V)[x =Vt =UAL(V)t + Up(V)x]
" =y (U)y MAU)A(V)t = 2(U) p(V)x — p(U)x + p(U) V1]
{x” =yUy (V{1 +Up(V)]x - [V+UANV)]t}
" =y (U)y (VA ANV) + VeU)]t = [A(U) p(V) + p(U)]x}
soit :
y V+UAV)
AU)p(V) + p(U) . (2.22b)

" =y (U)y (ML) AV) + Vp(U)] [f " ZO)AV) + Vu(0)

On postule que la composée de deux transformations doit étre une transformation de parametre
W a définir. Cela traduit la transitivité de la relation d’équivalence entre référentiels c) page 3 :

{x” = 7 (W)(x — Wi)
" =y (W)[A(W)t — u(W)x]

Nous avons alors les conditions suivantes :

_V+UAV)
YETE o) (2.232)
(2.23b)

y(w) = 7(U)y (V[T +Up(V)]
y W) 2w) = 7 (U)y (V)[AV)A(U) + Vu(U)]
p(W) AU (V) + u(U)

AW) — A(V)A(U) + Vu(U) (2:23d)

(2.23¢)

On réécrit (2.23c) en remplacant y (W) par son expression en (2.23b) :

yVyU)[1+Up(V)]

En remplacant W par sa valeur donnée par (2.23a) :

V+ULV)] _ A(V)AU) + Vpu(U)
[1+Uﬂ(V)]_ T+ Uu(v) (2.24)




Cette relation est valable YU donc pour U = 0 :

A(V) = 2(V)21(0)
A1 -20)]1=0

Cette relation est valable YV donc pour V = 0. Nous avons alors :
A00)=0 ou A00) =1

Le premier cas donne 1 (V) = 0. Mais alors (2.21b) donne ¢’ fonction uniquement de x, ce qui
est exclu puisque I’on cherche une transformation a deux parametres. Il reste donc :

A(0) =1

Posons maintenant U = —V dans (2.24) :

L[Y=VA)] L AVAGY) + Vu(=V)
[1—Vu(V)]_ 1-Vu(v)

En se servant des propriétés de parité (2.20c) et (2.20b) :

2 {V[l - l(V)]} _22(V) = Vu(V)
L=-Vu®V) ] 1-VuV)

Introduisons une nouvelle fonction F (V) = 1 — A(V). Cette fonction est paire car F(-V) =
1-A(=-V)=1-A(V) =F(V),etesttelleque F(0) =1-21(0) =0:

S YEM 10 - F(V)]* - Vu()
[1-=Vu(V) | 1 =Vu(v)
L p[ YEV) ] _ 1+ F2(V)=2F(V) = Vpu(V)
[ 1-VuV)] 1 -Vuv)
p[ VEY) |_ | 1+F2(V)=2F(V) - Vpu(V)
[1=Vu(V) ] 1 =Vuv)
_ F2(V) =2F(V)
1 =VuV)
F(V)/2-1
=2FV) T~ vy AV

Par continuité de p en zéro et avec u(0) = 0, quand V tend vers zéro, u tend également vers
zéro, et 1 — Vu (V) tend vers 1. De méme, par continuité de F en zéro et avec F(0) = 0, quand v
tend vers zéro, F tend vers zéro, et F(V)/2 — 1 tend vers —1. Donc, lorsque V tend vers z€ro, le
probléme revient a résoudre :

F[VF(V)] = =2F (V) (2.25)

L’ équation de continuité de F en zéro s’écrit :
Ve, dn /IVI<n = [F(V)|<e&
On part avec Vo < et |[F(Vg)| < € « 1. On pose Fy = F(V). Avec (2.25) :

F[VoF(Vo)] = —2F(V0)
F(VoFy) = =2F,



On pose V| = VyF), donc V| < V, et ’'on se rapproche de zéro. On a donc :
F(Vl) = —2F0

Avec (2.25) :
F[V,F(V,)] = -2F(V,) = 2?F,

On pose V, = V| F(Vy),donc V, < V; et:
F(V3) = 2%F,
Apres p itérations on a :
F(V,) = (-2)PF,

|F (Vp) | diverge et devient supérieur a £. La fonction F ne peut donc pas tendre de fagon continue
vers 0. Elle est par conséquent constante autour de zéro, donc YV, et comme F(0) = O on a
F (V) = 0. Par conséquent :

A(V)=1
(2.24) devient,
1 +VuU)
1+ Up((V)
1+Upu(V)=1+VuU)
u(V) u(U)
vV U
= (Cste
soit,
u(V) =xV

oll % est une constante. A partir de (2.23a),

V+U

W= TTrevo

qui est la loi de composition des vitesses. A partir de (2.23b) :

y(W) = y(V)y (U)[1 + xVU]
( V+U

g ) = 7V U+ VU]
Pour U = -V, et avec la relation de parité (2.20a),

70) = y(V)y (=V)[1 - xV?]
=72 (V)[1 - xV?]

etsivV=0:

7(0) = 72(0)



(si ¥ (0) = 0 alors (2.21a) et (2.21b) sont nulles).
= 72(V)[1 - & V2]
1
vy (V) = —— (2.26)

V1 — V2

On conserve le signe positif seul car ¥ (0) = +1. La transformation (2.21) page 31 s’écrit :

—_
|

o= x—Vit
V1 — V2

y =y

[

7=z

v t—xVx
V1 — xV?2

Remarque 2.2.1

Lexistence de I’élément neutre est démontrée (et non postulée), puisque pour V = 0 on a la transformation identité :

b\<\
i

’

~<
1l

X
y
"=z

’

N
1]

t =t

Remarque 2.2.2

L'existence d’une transformation inverse peut étre démontrée (et non postulée). En effet, pour U = -V, (2.22a) et (2.22b) deviennent :
" _ _y-vay) ]
¥ =y (V)7 O =Vt [x = T ¢

,_ AV (V) + (V)
Y= =V (AN ANV + V)] [ - £

- 1-xV2 (x_ V-V Z)
T 1-xV2 1-1xV2
»_ lfchZ( 7xV—1ch>
T 1-xV2 1-xV2

t

soit :
”

X =X
l”=t

Remarque 2.2.3

On peut vérifier I’associativité des transformations, qui par conséquent forment un groupe.

2.2.9 Transformation de Lorentz-Poincaré

a) Pour x < 0 on pose x = —c~2 avec ¢ homogene 2 une vitesse. La loi de composition des
vitesses devient :
W V+U
1w
c2

SiV =U = calors W = 400, et la composition de deux vitesses finies donne une vitesse

infinie.



b) Pour x = 0 on retrouve la transformation de Galilée (1.3) page 8 :

x' =x-Vt
' =1t
¢) Pour x > 0 on pose x = ¢~2 avec ¢ homogene 2 une vitesse. La loi de composition des

vitesses devient :
_V+U

vu

w =
1+C—2

SiV =U = calors W = ¢, et c est donc une vitesse limite. y (V) défini par (2.26) page
ci-contre, devient tel que :

r =1
La transformation (2.21) page 31 s’écrit,
x' =y (x-Vi
Y=y
l4
7=z

" =y (t-Vx/c?)

appelée transformation spéciale de Lorentz. On retrouve la transformation de Galilée
lorsque ¢ = oo, ou, ce qui est équivalent, lorsque V « c.

Remarque 2.2.4

Les transformations de Lorentz forment un groupe, mais comme nous I’avons vu I’exigence d’une loi de groupe n’est pas
nécessaire pour les établir. Nous avons utilisé la linéarité des transformations, I’invariance par réflexion spatiale et I’hypotheése
de I’existence d’une loi de composition interne. La linéarité n’est en fait pas une contrainte pour la recherche des transformations
car elle correspond au choix le plus simple, celui que I’on fait a priori, avant que de chercher des transformations non linéaires.
Les deux autres hypotheses sont la traduction directe du principe de relativité appliqué a la loi de transformation des coordonnées
elle-méme. La composée de deux transformations de coordonnées ainsi que la transformation des coordonnées d’un référentiel
inversé doivent avoir la méme forme qu’une transformation de coordonnée seule.

2.2.10 Référentiels galiléens

Retour sur les propriétés des référentiels équivalents évoqués au § 2.2.1 p 25. Le passage d’un

référentiel équivalent a un autre se fait par la transformation de Lorentz-Poincaré. Cherchons le

mouvement de % dans %', autrement dit le mouvement du centre O(x = 0) en fonction de x” et
4

r,

x' = -yVt
{t’ t}/ = x ==Vt
=7

C’est un mouvement de translation rectiligne (y* = y et 7’ = z) uniforme (V est constante). Les
référentiels équivalents sont en translation rectiligne uniforme les uns par rapport aux autres, ce
sont des référentiels galiléens.
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