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Résumé

Démonstration des principales formules de trigonométrie
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1  IDENTITE DE PYTHAGORE

Théoreme 1.1. Théoréme de Pythagore
Le carré de I’hypothénus d’un triangle rectangle est égale a la somme des carrés des autres
cotés.
2 =a®+b?
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1 IDENTITE DE PYTHAGORE

Démonstration. Exprimons la surface totale de la figure ci-dessous :

S =c?
Or § est aussi la surface des quatre triangles et du carré central :
S=4x3ab+ (b-a)?

= 2ab + b? — 2ab + a?
= b? +d?
d’ou :
c? = a? + b? O]

Définition 1.1. Fonctions trigonométriques
Dans le triangle rectangle ci-dessous, on définit les fonctions trigonométriques sinus, cosinus
et tangente :

sin(a) 2

cos(a) &

QITOIN |

tan(a) 2

si bien que :
sin(a)
cos(a)

tan(a) =

Théoreme 1.2. Identité de Pythagore
cos2(a) + sin’(a) = 1

Démonstration. A partir du théoréme de Pythagore :

a’ +b% =c?

az b?

@<
2 2

cos2(a) + sin(a) = 1 O
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2 CERCLE TRIGONOMETRIQUE

1.1 Expression de sinus et cosinus en fonction de tangente

. sin(a) . sin(a)
sin(a) = sin(a) =
\/cosz(a) + sin?(a) . cos(a)y1 + tan?(a)
cos(a) = cos(a) cos(a) = !
Veos2(a) + sin?(a) Veos2(a) + sin(a)/ cos(a)
sin(a) = —tan(a)
\/1 + tan?(a)
cos(a) = !

\/1 + tan?(a)

2 CERCLE TRIGONOMETRIQUE

On pose ¢ # 0 pour s’assurer de I’existence du triangle. Par changement d’unité de longueur,
nous posons ¢ = 1 sans perte de généralité :
— sia=0alorsb=0eta =c.
— sia = % alorsa = 0, b = ¢, et tan(a) n’est plus définie.

Pour ¢ > % ou pour a < 0, le triangle n’est plus défini. Nous redéfinissons les fonctions

trigonométriques comme la projection perpendiculaire d’un segment de longueur unité sur les
axes de coordonnées. On obtient alors le cercle trigonométrique :

y
%(0,1)
sin(«a '
@ |
o cos(a) X
2.1 Parité des fonctions trigonométriques
cos(—a) = cos(a) (D
sin(—a) = —sin(a) 2)
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3 ADDITION DE DEUX ANGLES

_ sin(—a)
tan(—a) = cos(—a)
tan(—a) = —tan(a)

y
ar
5 a
Jr
5 + a
a
—-a X
2.2 Relations entre sinus et cosinus
cos(% + a) = —sin(a)

cos(5 — a) = sin(a)
sin(% + a) = cos(a)

sin(F — &) = cos(a)

3  ADDITION DE DEUX ANGLES

Théoreme 3.1.
cos(a + B) = cos(a) cos(pB) — sin(a) sin(fB)
cos(a — B) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(fB)

sin(a + B) = sin(a) cos(f) + sin(f) cos(a)

)
)
)
sin(a — B) = sin(a) cos(f) — sin(f) cos(a)
tan(a) + tan(f)
1 —tan(e) tan(p)
tan(a) — tan
tan(e = f) = 77 Ean)(a)tari(ﬁﬁ))

tan(a + B) =
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3 ADDITION DE DEUX ANGLES

|
|
|
J
|
I

cos(a + pB)

cos(fB) cos(a)

Démonstration. Sur la figure ci-dessus, on retrouve I’angle a car les droites sont perpendiculaires
deux a deux. Par conséquent :

cos(a + B) = cos(a) cos(pB) — sin(a) sin(fB)

3)
En remplacant g par —f :

cos(a — B) = cos(a) cos(—p) — sin(a) sin(—f)

= cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B)

En remplacant « par % — a dans la relation (3) :

COS[(% —a)+ B = cos(% —a)cos(B) — sin(% — a) sin(B)
sin(a — B) = sin(a) cos(f) — cos(a) sin(f)

En remplacant g par —f :

sin(a + B) = sin(a) cos(—f) — cos(a) sin(—f)
= sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f)

Pour la fonction tangente :

sin(a + B)

cos(a + )

_ sin(a) cos(B) + cos(a) sin(fB)

~ cos(a)cos(B) — sin(a) sin(B)

_ sin(a) cos(B)/[cos(a) cos(B)] + cos(a) sin(B)/[cos(a) cos(B)]

1 —sin(a) sin(B)/[cos(a) cos(B)]
_ tan(a) + tan(B)

~ 1 —tan(a) tan(pB)

tan(a + B) =

En remplacant g par —f :

_ tan(a) - tan(B)
tan(a — ) = 1 + tan(a) tan( ) )

L’identité (3) est la plus antisymétrique, c’est la seule a retenir.
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3 ADDITION DE DEUX ANGLES

3.1 Angle double

En posant f = a dans le théoreme 3.1 :

cos(2a) = cos(a) — sinz(a)
=2cos?(a) -1
=1- ZSinz(a)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
2tan(a)
P L
tan(2a) 1 — tan?(a)
Nous avons aussi :
( _ sin(a) _ 2cos(a)
an(a) = cos(a) 8 2 cos(a)
_ 2sin(a) cos(a)
2 cos2(a)
_ sin(2a)
an(e) = 1 os2a)
et:
( _ sin(a) _ 2sin(a)
an(a) = cos(a) = 2sin(a)
B 2sin2(a)
~ 2sin(a) cos(a)
_ I —cos(2a)
tan(e) = =G 2a)
En se servant des identités (1) :
cos(2a) = 1 __tan*(a)
{cos(Za) = cos?(a) — sinz(a) _ 1 +tan?(a) 1+ tan?(a)
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a) sin(2a) = tan(a) 1
\/1 + tan?(a) \/1 + tanZ (a)
1 — tan?(a)
cos(2a) = 1 + tan?(a)
. 2tan(a)
sin(2a) = 1 + tan?(a)

3.2 Transformation de produits en sommes
A partir du théoréme 3.1, on déduit :

[cos(a + B) + cos(a — B)]
[cos(a — B) —cos(a + B)]
[
[si

cos(a) cos(f

sin(a + f) +sin(a — B)]
sin(a + ) —sin(a — B)]

sin(a) cos(f

) =
sin(a) sin(f) =
) =
) =

l\)l>—‘ NI>—‘ NI'—* NI*—‘

sin( ) cos(a
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4 FORMULE DE DE MOIVRE

3.3 Réduction du carré
En posant a = g dans les identités précédentes :

cos2(a) = %[cos(Za) + 1]
1
2

sinz(a) = 3[1 -cos(2a)]
d’ou:
5 1 —cos(2a)
tan®(a) = cos(Ra) + 1

3.4 Transformation de sommes en produits

(y +6) et

(S

Dans les relations (4), en posant y = a + fets = a — f,c’est adire, a =
p=75(r~5),ona:

COS}/+COS5=2COS(}/;6)COS(Y;6)
cos 8 —cos y :ZSin(}/+5)sin(y_6)
2 2
siny+sin6:2sin(y+6)cos(}/—6)
2 2
siny—siné:25in(y;6)cos(y;6)

4  ForMULE DE DE MoOIVRE

Le développement en série de la fonction cosinus s’écrit :

x? x* X6

cosx=1—2—!+4—!

a+...

et celui de la fonction sinus s’écrit :

X ox X

It st

Le développement en série de la fonction exponentielle s’écrit :

sinx = x

2 3 4

S [FUP LS S A
R I TR TR

si bien que :
(ix)*  (x)?  (x)*

T TRY
2 .3 .4

e =1+ix+

_1 . X X X
= +lx——2! —l—3! +—4‘ + ...

2 4 3

X X . X
=logrrg i)

e* =cosx +isinx
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5 LOI DES COSINUS

5 Loi DES COSINUS

Théoreme 5.1. Dans le triangle quelconque :

b2 =a%2 +c2 = 2aCCOS(,B)

|
|
C |
b : h
|
|
ﬁ __0M3
a X
Démonstration. Nous avons : N
sin = -
(B =3
a+x
cos =
(B) ==
b% = h? + x2

[csin(B)]? + [ccos(B) — al?
c2sin?(B) + ¢2 cos?(B) — 2ac cos(B) + a?
=c2 +a® - 2accos(B) O

Remarque. Angle
Pour tout cercle, on remarque que la circonférence € est proportionnelle au diametre D. Le coefficient de
proportionnalité est noté sr et ’'on a :
€ =maD

€ =2mr

ou r est le rayon du cercle. Une longueur quelconque / d’un arc de cercle est par conséquent elle aussi proportionnelle
au rayon du cercle :
[=ar

On appelle a I’angle sous lequel on voit I’arc de longueur / depuis le centre du cercle. a est le rapport de deux
longueur, il n’a donc pas de dimension, mais il a une unité, le radian. Quand [/ = €, a = 2.
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