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Résumé

Le théorème central limite établit que la loi normale apparaît chaque fois que la grandeur
aléatoire observée peut être présentée comme la somme d’un nombre suffisamment grand
de composantes élémentaires indépendantes ou faiblement liées, dont chacune influe peu
sur la somme.
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1 VARIABLE ALÉATOIRE. ESPÉRANCE. MOMENTS. VARIANCE.

1 Variable aléatoire. Espérance. Moments. Variance.

Définition 1.1. On appelle variable aléatoire discrète 𝑋, une fonction qui associe à chaque
résultat d’une expérience, une valeur 𝑥𝑖 inconnue d’avance, parmi un ensemble de valeurs
possibles 𝑥1, … , 𝑥𝑛.

Définition 1.2. On appelle variable aléatoire continue 𝑋, une fonction qui associe à chaque
résultat d’une expérience, une valeur 𝑥 inconnue d’avance, sur un ensemble fini ou non de
valeurs possibles [𝑎, 𝑏].

Définition 1.3. On appelle espérance mathématique ou valeur moyenne de la variable
aléatoire discrète 𝑋, la somme des produits de toutes les valeurs 𝑥𝑖 possibles de cette va-
riable par les probabilités 𝑝𝑖 de ces valeurs. On la note 𝐸[𝑋] ou 𝑀[𝑋] ou 𝑚𝑥 ou encore ̄𝑥.
On a

𝐸[𝑋] 𝛥=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖

Dans le cas d’une variable aléatoire continue 𝑋, on a

𝐸[𝑋] 𝛥= ∫
+∞

−∞
𝑥𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Définition 1.4. On appelle moment initial d’ordre 𝑠 d’une variable aléatoire discrète 𝑋, la
fonction 𝛼𝑠[𝑋] définie par

𝛼𝑠[𝑋] 𝛥=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑠
𝑖 𝒫𝑖

Initial signifiant que le moment est calculé par rapport à l’origine des coordonnées. Dans
le cas d’une variable aléatoire continue 𝑋, on a

𝛼𝑠[𝑋] 𝛥= ∫
+∞

−∞
𝑥𝑠𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Par conséquent le moment d’ordre un, 𝛼1[𝑋], se confond avec l’espérance mathématique
𝐸[𝑋] de la variable aléatoire 𝑋

𝛼1[𝑋] 𝛥= 𝐸[𝑋]

Les moments permettent de caractériser la loi de probabilité 𝒫, en donnant sa position, son
degré de dispersion, et sa forme.

Définition 1.5. On appelle variable aléatoire centrée associée à 𝑋, et l’on note ̊𝑋, la diffé-
rence

̊𝑋 𝛥= 𝑋 − 𝐸[𝑋]
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2 INÉGALITÉ DE BIENAYMÉ-TCHÉBYCHEV

Définition 1.6. On appelle moment centré d’ordre 𝑠 d’une variable aléatoire discrète 𝑋, la
fonction 𝜇𝑠[𝑋] définie par

𝜇𝑠[𝑋] 𝛥=
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑚𝑥)𝑠 𝒫𝑖

Dans le cas d’une variable aléatoire continue 𝑋, on a

𝜇𝑠[𝑋] 𝛥= ∫
+∞

−∞
(𝑥𝑖 − 𝑚𝑥)𝑠𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Théorème 1.1. Pour toute variable aléatoire, le moment centré d’ordre un est nul.

Démonstration.

𝐸[ ̊𝑋] = 𝐸[𝑋 − 𝐸[𝑋]]
= 𝐸[𝑋] − 𝐸[𝑋]
= 0

Définition 1.7. On appelle variance de la variable aléatoire discrète 𝑋, son moment centré
d’ordre deux. On la note 𝑉[𝑋] ou 𝑉𝑥 ou 𝐷[𝑋] ou 𝐷𝑥.

𝑉[𝑋] 𝛥=
𝑛

∑
𝑖=0

̊𝑥𝑖
2 𝒫𝑖

Dans le cas d’une variable aléatoire continue 𝑋, on a

𝑉[𝑋] 𝛥= ∫
+∞

−∞
̊𝑥𝑖
2𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

De part sa définition, la variance est l’espérance mathématique du carré de la variable aléa-
toire centrée associée à 𝑋.

𝑉[𝑋] 𝛥= 𝐸[ ̊𝑋2]

2 Inégalité de Bienaymé-Tchébychev

Théorème 2.1. Soit 𝑋 une variable aléatoire d’espérance mathématique 𝐸[𝑋] et de va-
riance 𝑉[𝑋]. Pour tout réel positif 𝛼, la probabilité pour que 𝑋 s’éloigne de son espé-
rance mathématique d’une grandeur supérieure ou égale à 𝛼, a pour limite supérieure
𝑉[𝑋]/𝛼2 :

𝑃(|𝑋 − 𝐸[𝑋]| ⩾ 𝛼) ⩽ 𝑉[𝑋]
𝛼2

Démonstration. Effectuons d’abord la démonstration pour une variable aléatoire discrète, 𝑋,
dont la suite de répartition est donnée par :

𝑥1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛
𝑝1 𝑝2 𝑝3 … 𝑝𝑛
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2 INÉGALITÉ DE BIENAYMÉ-TCHÉBYCHEV

où 𝑝𝑖 = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) est la probabilité pour que la variable aléatoire 𝑋 prenne la valeur 𝑥𝑖. Soit 𝛼
un réel positif,

𝑃(|𝑋 − 𝐸[𝑋]| ⩾ 𝛼) = ∑
|𝑥𝑖−𝐸[𝑋]|⩾𝛼

𝑝𝑖

Or,

𝑉[𝑋] =
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝐸[𝑋])2𝑝𝑖

=
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝐸[𝑋]|2𝑝𝑖

Les termes de la somme étant positifs ou nuls, on a

𝑉[𝑋] ⩾ ∑
|𝑥𝑖−𝐸[𝑋]|⩾𝛼

|𝑥𝑖 − 𝐸[𝑋]|2𝑝𝑖

et puisque |𝑥𝑖 − 𝐸[𝑋]| ⩾ 𝛼, on a

𝑉[𝑋] ⩾ ∑
|𝑥𝑖−𝐸[𝑋]|⩾𝛼

𝛼2𝑝𝑖

∑
|𝑥𝑖−𝐸[𝑋]|⩾𝛼

𝑝𝑖 ⩽ 𝑉[𝑋]
𝛼2

𝑃(|𝑥 − 𝐸[𝑋]| ⩾ 𝛼) ⩽ 𝑉[𝑋]
𝛼2

Démonstration. Dans le cas où 𝑋 est continue, on note 𝑓 (𝑥) la densité de probabilité de 𝑋 :

𝑃(|𝑋 − 𝐸[𝑋]| ⩾ 𝛼) = ∫
|𝑥𝑖−𝐸[𝑋]|⩾𝛼

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Or,

𝑉[𝑋] = ∫
+∞

−∞
(𝑥𝑖 − 𝐸[𝑋])2𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

= ∫
+∞

−∞
|𝑥𝑖 − 𝐸[𝑋]|2𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Les termes de l’intégrale étant positifs ou nuls, on a

𝑉[𝑋] ⩾ ∫
|𝑥𝑖−𝐸[𝑋]|⩾𝛼

|𝑥𝑖 − 𝐸[𝑋]|2𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

et puisque |𝑥𝑖 − 𝐸[𝑋]| ⩾ 𝛼, on a

𝑉[𝑋] ⩾ ∫
|𝑥𝑖−𝐸[𝑋]|⩾𝛼

𝛼2𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

∫
|𝑥𝑖−𝐸[𝑋]|⩾𝛼

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 ⩽ 𝑉[𝑋]
𝛼2

𝑃(|𝑋 − 𝐸[𝑋]| ⩾ 𝛼) ⩽ 𝑉[𝑋]
𝛼2
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3 FONCTIONS DE VARIABLES ALÉATOIRES

3 Fonctions de variables aléatoires

Soit 𝑋 une variable aléatoire discrète de tableau de répartition suivant
𝑥1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛
𝑝1 𝑝2 𝑝3 … 𝑝𝑛

Soit 𝑍 une fonction de la variable aléatoire 𝑋

𝑍 = 𝜑(𝑋)

son tableau de répartition est alors le suivant

𝜑(𝑥1) 𝜑(𝑥2) 𝜑(𝑥3) … 𝜑(𝑥𝑛)
𝑝1 𝑝2 𝑝3 … 𝑝𝑛

Son espérance mathématique 𝐸[𝑍] est donnée par

𝐸[𝑍] = 𝐸[𝜑(𝑋)]

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝜑(𝑥𝑖)𝑝𝑖

Lorsque la variable aléatoire 𝑋 est continue, on a

𝐸[𝑍] = ∫
+∞

−∞
𝜑(𝑥)𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Lorsque 𝑍 est une fonction de deux variables aléatoires, 𝑋 et 𝑌

𝑍 = 𝜑(𝑋, 𝑌)

son tableau de répartition est le suivant

𝜑(𝑥1, 𝑦1) 𝜑(𝑥1, 𝑦2) 𝜑(𝑥1, 𝑦3) … 𝜑(𝑥1, 𝑦𝑛)
𝑝11 𝑝12 𝑝13 … 𝑝1𝑛

𝜑(𝑥2, 𝑦1) 𝜑(𝑥2, 𝑦2) 𝜑(𝑥2, 𝑦3) … 𝜑(𝑥2, 𝑦𝑛)
𝑝21 𝑝22 𝑝23 … 𝑝2𝑛

𝜑(𝑥3, 𝑦1) 𝜑(𝑥3, 𝑦2) 𝜑(𝑥3, 𝑦3) … 𝜑(𝑥3, 𝑦𝑛)
𝑝31 𝑝32 𝑝33 … 𝑝3𝑛

…
𝜑(𝑥𝑛, 𝑦1) 𝜑(𝑥𝑛, 𝑦2) 𝜑(𝑥𝑛, 𝑦3) … 𝜑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)

𝑝𝑛1 𝑝𝑛2 𝑝𝑛3 … 𝑝𝑛𝑛

où 𝑝𝑖𝑗 = 𝑃[(𝑋 = 𝑥𝑖)(𝑌 = 𝑦𝑗)] est la probabilité pour que le système (𝑋, 𝑌) prenne la valeur
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗). Son espérance mathématique 𝐸[𝑍] est donnée par

𝐸[𝑍] = 𝐸[𝜑(𝑋, 𝑌)]

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝜑(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)𝑝𝑖𝑗 (1)

Lorsque les variables aléatoires 𝑋 et 𝑌 sont continues, on a

𝐸[𝑍] = ∬
+∞

−∞
𝜑(𝑥, 𝑦)𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 (2)
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3 FONCTIONS DE VARIABLES ALÉATOIRES

3.1 Somme de deux variables aléatoires

Théorème 3.1. L’espérance mathématique d’une somme de deux variables aléatoires est
égale à la somme de leurs espérances mathématiques.

𝐸[𝑋 + 𝑌] = 𝐸[𝑋] + 𝐸[𝑌]

Démonstration. Soient 𝑋 et 𝑌 deux variables aléatoires discrètes. Avec l’équation (1) on a

𝐸[𝑋 + 𝑌] =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗)𝑝𝑖𝑗

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑥𝑖𝑝𝑖𝑗 +
𝑛

∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑦𝑗𝑝𝑖𝑗

=
𝑛

∑
𝑖=1

⎛⎜
⎝

𝑥𝑖

𝑛
∑
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗
⎞⎟
⎠

+
𝑛

∑
𝑗=1

(𝑦𝑗

𝑛
∑
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗)

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 +
𝑛

∑
𝑗=1

𝑦𝑗𝑝𝑗

= 𝐸[𝑋] + 𝐸[𝑌]

Démonstration. Soient maintenant 𝑋 et 𝑌 deux variables continues. Avec l’équation (2) on a

𝐸[𝑋 + 𝑌] = ∬
+∞

−∞
(𝑥 + 𝑦)𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

= ∬
+∞

−∞
𝑥𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + ∬

+∞

−∞
𝑦𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

= ∫
+∞

−∞
𝑥 (∫

+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦) 𝑑𝑥 + ∫

+∞

−∞
𝑦 (∫

+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥) 𝑑𝑦

= ∫
+∞

−∞
𝑥𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 + ∫

+∞

−∞
𝑦𝑓2(𝑦)𝑑𝑦

= 𝐸[𝑋] + 𝐸[𝑌]

Définition 3.1. On appelle covariance des variables aléatoires 𝑋 et 𝑌, l’espérance mathé-
matique du produit des deux variables aléatoires centrées ̊𝑋 et ̊𝑌 associées à 𝑋 et 𝑌. Elle
se note 𝐾𝑥𝑦

𝐾𝑥𝑦
𝛥= 𝐸[ ̊𝑋 ̊𝑌]

Théorème 3.2. La variance de la somme de deux variables aléatoires est égale à la somme
de leurs variances à laquelle s’ajoute la double covariance.

𝑉[𝑋 + 𝑌] = 𝑉[𝑋] + 𝑉[𝑌] + 2𝐾𝑥𝑦

Démonstration. Soit la variable aléatoire 𝑍 telle que

𝑍 = 𝑋 + 𝑌

En utilisant le théorème 3.1, on a

𝐸[𝑍] = 𝐸[𝑋 + 𝑌]
= 𝐸[𝑋] + 𝐸[𝑌]
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Donc

𝑍 − 𝐸[𝑍] = 𝑋 − 𝐸[𝑋] + 𝑌 − 𝐸[𝑌]
̊𝑍 = ̊𝑋 + ̊𝑌

Par définition de la variance

𝑉[𝑍] = 𝐸[ ̊𝑍2]
= 𝐸[( ̊𝑋 + ̊𝑌)2]
= 𝐸[ ̊𝑋2 + ̊𝑌2 + 2 ̊𝑋 ̊𝑌]
= 𝐸[ ̊𝑋2] + 𝐸[ ̊𝑌2] + 2𝐸[ ̊𝑋 ̊𝑌]
= 𝑉[𝑋] + 𝑉[𝑌] + 2𝐾𝑥𝑦

Définition 3.2. Les variables aléatoires 𝑋 et 𝑌 sont dites indépendantes si la loi de répar-
tition de chacune d’elles ne dépend pas des valeurs prises par l’autre.
La probabilité d’un système de variables aléatoires discrètes indépendantes est égale au
produit des probabilités des variables du système

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃[(𝑋 = 𝑥𝑖)(𝑌 = 𝑦𝑗)]
= 𝑃[(𝑋 = 𝑥𝑖)]𝑃[(𝑌 = 𝑦𝑗)]
= 𝑃𝑖𝑃𝑗

La densité de probabilité d’un système de variables aléatoires continues indépendantes est
égale au produit des densités des variables du système

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑦)

Théorème 3.3. La covariance 𝐾𝑥𝑦 de variables aléatoires 𝑋 et 𝑌 indépendantes est nulle.

Démonstration. Considérons des variables aléatoires discrètes

𝐾𝑥𝑦 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑥𝑖 − 𝑚𝑥)(𝑦𝑗 − 𝑚𝑦)𝑃𝑖𝑗

d’aprés la définition (3.2) des variables indépendantes

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃𝑖𝑃𝑗

Donc,
𝐾𝑥𝑦 =

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑚𝑥)𝑃𝑖

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑦𝑗 − 𝑚𝑦)𝑃𝑗

Ces sommes sont respectivement le moment centré d’ordre un de 𝑋 et de 𝑌, elles sont nulles
d’après le théorème 1.1, et

𝐾𝑥𝑦 = 0

Démonstration. Considérons maintenant des variables aléatoires continues

𝐾𝑥𝑦 = ∬
+∞

−∞
(𝑥 − 𝑚𝑥)(𝑦 − 𝑚𝑦)𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
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4 THÉORÈME CENTRAL LIMITE

d’aprés la définition (3.2) des variables indépendantes

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑦)

Donc,
𝐾𝑥𝑦 = ∫

+∞

−∞
(𝑥 − 𝑚𝑥)𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 ∫

+∞

−∞
(𝑦 − 𝑚𝑦)𝑓2(𝑦)𝑑𝑦

Ces intégrales sont respectivement le moment centré d’ordre un de 𝑋 et de 𝑌, elles sont nulles
d’après le théorème 1.1, et

𝐾𝑥𝑦 = 0

3.2 Produit de deux variables aléatoires

Théorème 3.4. L’espérance mathématique du produit de deux variables aléatoires 𝑋 et 𝑌
est égale au produit de leurs espérances mathématiques plus la covariance

𝐸[𝑋𝑌] = 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌] + 𝐾𝑥𝑦

Démonstration. D’après la définition (3.1) de la covariance

𝐾𝑥𝑦 = 𝐸[ ̊𝑋 ̊𝑌]
= 𝐸[(𝑋 − 𝐸[𝑋])(𝑌 − 𝐸[𝑌])]
= 𝐸[𝑋𝑌 − 𝑋𝐸[𝑌] − 𝐸[𝑋]𝑌 + 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]]
= 𝐸[𝑋𝑌] − 𝐸[𝑋𝐸[𝑌]] − 𝐸[𝐸[𝑋]𝑌] + 𝐸[𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]]
= 𝐸[𝑋𝑌] − 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌] − 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌] + 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]
= 𝐸[𝑋𝑌] − 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]

4 Théorème central limite

4.1 Fonction caractéristique

Définition 4.1. On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire discrète 𝑋,
l’espérance mathématique de la fonction exp (𝑖𝑡𝑋)

𝑔(𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑘𝑝𝑘

= 𝐸 [𝑒𝑖𝑡𝑋]

On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire continue 𝑋, la transformation
de Fourier de sa densité de probabilité 𝑓 (𝑥)

𝑔(𝑡) = ∫
+∞

−∞
𝑒𝑖𝑡𝑥𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

= 𝐸 [𝑒𝑖𝑡𝑋]
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Théorème 4.1. Si deux variables aléatoires 𝑋 et 𝑌 sont liées par la relation

𝑌 = 𝑎𝑋

où 𝑎 est un facteur non aléatoire, leurs fonctions caractéristiques sont liées par la relation

𝑔𝑦(𝑡) = 𝑔𝑥(𝑎𝑡)

Démonstration.

𝑔𝑦(𝑡) = 𝐸 [𝑒𝑖𝑡𝑌]
= 𝐸 [𝑒𝑖𝑡𝑎𝑋]
= 𝐸 [𝑒𝑖(𝑎𝑡)𝑋]
= 𝑔𝑥(𝑎𝑡)

Théorème 4.2. La fonction caractéristique d’une somme de variables aléatoires indépen-
dantes est égale au produit des fonctions caractéristiques des composantes.

Démonstration. Soient 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, des variables aléatoires indépendantes de fonctions ca-
ractéristiques 𝑔𝑥1

, 𝑔𝑥2
, … , 𝑔𝑥𝑛

, et de somme

𝑌 =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑋𝑘

La fonction caractéristique de 𝑌 s’écrit

𝑔𝑦(𝑡) = 𝐸 [𝑒𝑖𝑡𝑌]

= 𝐸 [𝑒𝑖𝑡 ∑𝑛
𝑘=1 𝑋𝑘]

= 𝐸 [
𝑛

∏
𝑘=1

𝑒𝑖𝑡𝑋𝑘]

Les variables aléatoires 𝑋𝑘 étant indépendantes, les fonctions 𝑒𝑖𝑡𝑋𝑘 le sont également et l’on peut
utiliser le théorème 3.4

𝑔𝑦(𝑡) =
𝑛

∏
𝑘=1

𝐸 [𝑒𝑖𝑡𝑋𝑘]

=
𝑛

∏
𝑘=1

𝑔𝑥𝑘
(𝑡)
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4.2 Fonction caractéristique de la loi normale

Théorème 4.3. La fonction caractéristique de la loi normale d’espérance mathématique
𝑚𝑥 nulle et de variance 𝜎2 s’écrit

𝑔(𝑡) = 𝑒−𝑡2𝜎2/2

Démonstration. Soit une variable aléatoire continue 𝑋 répartie suivant la loi normale, d’espé-
rance mathématique 𝑚𝑥 nulle, et de variance 𝜎2. Sa densité de probabilité 𝑓 (𝑥) s’écrit

𝑓 (𝑥) = 1

𝜎√2𝜋
𝑒−𝑥2/(2𝜎2)

Sa fonction caractéristique s’écrit

𝑔(𝑡) = 1

𝜎√2𝜋
∫

+∞

−∞
𝑒𝑖𝑡𝑥𝑒−𝑥2/(2𝜎2)𝑑𝑥

= 1

𝜎√2𝜋
∫

+∞

−∞
𝑒𝑖𝑡𝑥−𝑥2/(2𝜎2)𝑑𝑥

On utilise la formule suivante

∫
+∞

−∞
𝑒−𝐴𝑥2±2𝐵𝑥−𝐶 𝑑𝑥 = √𝜋

𝐴 𝑒−(𝐴𝐶−𝐵2)/𝐴

On identifie : 𝐴 = 1/(2𝜎2), 𝐵 = 𝑖𝑡/2, et 𝐶 = 0. D’où

𝑔(𝑡) = 1

𝜎√2𝜋
√2𝜋𝜎2 𝑒−(𝑡2/4)2𝜎2

= 𝑒−𝑡2𝜎2/2

4.3 Somme de deux lois normales

Théorème 4.4. La somme de deux lois normales est une loi normale.

Démonstration. Soient 𝑋 et 𝑌 deux variables aléatoires continues indépendantes dont les densi-
tés de probabilité se répartissent selon des lois normales

𝑓 (𝑥) = 1

𝜎𝑥√2𝜋
𝑒−𝑥2/(2𝜎2

𝑥)

𝑓 (𝑦) = 1

𝜎𝑦√2𝜋
𝑒−𝑦2/(2𝜎2

𝑦)

D’après la définition 4.1, leurs fonctions caractéristiques s’écrivent

𝑔𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑡2𝜎2
𝑥/2

𝑔𝑦(𝑡) = 𝑒−𝑡2𝜎2
𝑦/2
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D’après le théorème 4.2, la fonction caractéristique 𝑔𝑧(𝑡) de leur somme est égale au produit des
fonctions caractéristiques

𝑔𝑧(𝑡) = 𝑔𝑥(𝑡) × 𝑔𝑦(𝑡)

= 𝑒−𝑡2𝜎2
𝑥/2 × 𝑒−𝑡2𝜎2

𝑦/2

= 𝑒−𝑡2(𝜎2
𝑥+𝜎2

𝑦)/2

qui, d’après le théorème 4.3, est la fonction caractéristique d’une loi normale d’espérance ma-
thématique 𝑚𝑧 nulle et de variance 𝜎2

𝑥 + 𝜎2
𝑦 .

4.4 Théorème central limite

Théorème 4.5. Soient 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, des variables aléatoires indépendantes de même
loi de répartition, d’espérance mathématique 𝑚𝑥 et de variance 𝜎2. Lorsque 𝑛 augmente
indéfiniment la loi de répartition de la somme

𝑌𝑛 = 1
√𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

𝑋𝑘

tend vers la loi normale.

Démonstration. Notez bien que le facteur 1/√𝑛 est nécessaire pour la démonstration, mais que
la convergence de 𝑌𝑛 vers la loi normale entraîne celle de la somme des variables aléatoires
∑𝑛

𝑘=1 𝑋𝑘. Nous allons utiliser les fonctions caractéristiques et nous admettrons sans démonstra-
tion que la convergence des fonctions caractéristiques entraîne celle des lois. D’après le théorème
4.1, la fonction caractéristique de 𝑌𝑛 est égale à

𝑔𝑦𝑛
(𝑡) = 𝑔1/√𝑛 ∑𝑛

𝑘=1 𝑋𝑘

= 𝑔∑𝑛
𝑘=1 𝑋𝑘

( 𝑡
√𝑛

)

D’après le théorème 4.2, la fonction caractéristique de 𝑌𝑛 est égale au produit des fonctions
caractéristiques des 𝑋𝑘

𝑔𝑦𝑛
(𝑡) = [𝑔𝑥 ( 𝑡

√𝑛
)]

𝑛
(3)

La fonction caractéristique de chaque 𝑋𝑘 s’écrit

𝑔𝑥 ( 𝑡
√𝑛

) = ∫
+∞

−∞
𝑒𝑖𝑥𝑡/√𝑛𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Effectuons un développement limité au voisinage de zéro, à l’ordre 3

𝑔𝑥 ( 𝑡
√𝑛

) = 𝑔𝑥(0) + 𝑔′
𝑥(0) ( 𝑡

√𝑛
) + [𝑔″

𝑥 (0)
2 + 𝑜 ( 𝑡

√𝑛
)] 𝑡2

𝑛 (4)

où lim
𝑡/√𝑛→0

𝑜 ( 𝑡
√𝑛

) = 0

Calculons chacun des termes

𝑔𝑥(0) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

= 1
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En dérivant on a

𝑔′
𝑥 ( 𝑡

√𝑛
) = ∫

+∞

−∞
𝑖𝑥𝑒𝑖𝑥𝑡/√𝑛𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

= 𝑖 ∫
+∞

−∞
𝑥𝑒𝑖𝑥𝑡/√𝑛𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

en posant 𝑡/√𝑛 = 0 on a

𝑔′
𝑥(0) = 𝑖 ∫

+∞

−∞
𝑥𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

= 𝑖𝑚𝑥

On ne restreint pas la généralité en transférant l’origine au point 𝑚𝑥, on a alors 𝑚𝑥 = 0, et

𝑔′
𝑥(0) = 0

En dérivant une deuxième fois

𝑔″
𝑥 ( 𝑡

√𝑛
) = − ∫

+∞

−∞
𝑥2𝑒𝑖𝑥𝑡/√𝑛𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

en posant 𝑡/√𝑛 = 0
𝑔″

𝑥 (0) = − ∫
+∞

−∞
𝑥2𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

et comme on a posé 𝐸[𝑋] = 0, d’après la définition 1.7 l’expression précédente n’est rien d’autre
que l’opposée de la variance

𝑔″
𝑥 (0) = −𝜎2

En substituant ces résultats dans l’équation (4), lorsque 𝑡/√𝑛 → 0

𝑔𝑥 ( 𝑡
√𝑛

) = 1 − [𝜎2

2 − 𝑜 ( 𝑡
√𝑛

)] 𝑡2
𝑛

puis dans l’équation (3)

𝑔𝑦𝑛
(𝑡) = {1 − [𝜎2

2 − 𝑜 ( 𝑡
√𝑛

)] 𝑡2
𝑛 }

𝑛

Prenons le logarithme de cette expression

ln 𝑔𝑦𝑛
(𝑡) = 𝑛 ln {1 − [𝜎2

2 − 𝑜 ( 𝑡
√𝑛

)] 𝑡2
𝑛 }

On pose

𝜒 = [𝜎2

2 − 𝑜 ( 𝑡
√𝑛

)] 𝑡2
𝑛

et l’on a
ln 𝑔𝑦𝑛

(𝑡) = 𝑛 ln {1 − 𝜒}

Lorsque 𝑛 tend vers l’infini, 𝜒 tend vers 0, et ln(1 − 𝜒) tend vers −𝜒

lim𝑛→+∞ ln 𝑔𝑦𝑛
(𝑡) = lim𝑛→+∞ 𝑛(−𝜒)

= lim𝑛→+∞ 𝑛 [−𝜎2

2 + 𝑜 ( 𝑡
√𝑛

)] 𝑡2
𝑛

= −𝑡2𝜎2

2 + lim𝑛→+∞ 𝑡2 𝑜 ( 𝑡
√𝑛

)
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Or lim𝑡/√𝑛→0 𝑜(𝑡) = 0, donc

lim𝑛→+∞ 𝑜 ( 𝑡
√𝑛

) = 0

donc

lim𝑛→+∞ ln 𝑔𝑦𝑛
(𝑡) = −𝑡2𝜎2

2
d’où

lim𝑛→+∞ 𝑔𝑦𝑛
(𝑡) = 𝑒−𝑡2𝜎2/2

qui, d’après le théorème 4.3, est la fonction caractéristique de la loi normale d’espérance mathé-
matique nulle, et de variance 𝜎2.

5 Les lois des grands nombres

Les lois des grands nombres affirment la convergence en probabilité des variables aléatoires
vers des grandeurs constantes, lorsque le nombre d’expériences augmente indéfiniment.

5.1 Théorème de Tchébychev

Soit une variable aléatoire 𝑋, fournissant lors de 𝑛 expériences indépendantes, les valeurs
𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛. Afin d’utiliser le théorème 3.1, nous allons considérer que ces valeurs sont les ré-
sultats d’une unique expérience réalisée sur chacune des 𝑛 variables aléatoires indépendantes
𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, de même loi de répartition que la variable aléatoire 𝑋.
Plutôt que de considérer la somme de ces variables aléatoires, nous considérerons la moyenne
arithmétique de ces variables, autrement dit la somme divisée par 𝑛. Soit donc la variable aléa-
toire 𝑌 définie comme la moyenne arithmétique de ces 𝑛 variables aléatoires

𝑌 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖

Son espérance mathématique s’écrit

𝐸[𝑌] = 𝐸 [1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖]

= 1
𝑛 𝐸 [

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖]

Avec le théorème 3.1 on a

𝐸[𝑌] = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸[𝑋𝑖]

= 1
𝑛 𝑛 𝐸[𝑋]

= 𝐸[𝑋]
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La variance de 𝑌 s’écrit

𝑉[𝑌] = 𝐸[ ̊𝑌2]

= 𝐸 ⎡⎢
⎣
(1

𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

̊𝑋𝑖)
2
⎤⎥
⎦

= 1
𝑛2 𝐸 ⎡⎢

⎣
(

𝑛
∑
𝑖=1

̊𝑋𝑖)
2
⎤⎥
⎦

= 1
𝑛2 𝑉 [

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖]

Avec le théorème 3.2 et le théorème 3.3 on a

𝑉[𝑌] = 1
𝑛2

𝑛
∑
𝑖=1

𝑉[𝑋𝑖]

= 1
𝑛 𝑉[𝑋]

Théorème 5.1. Pour un nombre d’expériences suffisamment grand, la moyenne arith-
métique des valeurs observées d’une variable aléatoire converge en probabilité vers son
espérance mathématique

∀𝛿 > 0, ∀𝜀 > 0, ∃𝑛 tel que 𝑃 (∣1𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 𝐸[𝑋]∣ ⩾ 𝜀) < 𝛿

Démonstration. Appliquons à 𝑌 l’inégalité de Bienaymé-Tchébychev en posant 𝛼 = 𝜀

𝑃(|𝑌 − 𝐸[𝑌]| ⩾ 𝜀) ⩽ 𝑉[𝑌]
𝜀2

En appliquant les résultats trouvés précédemment sur l’espérance et la variance de 𝑌

𝑃 (∣1𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 𝐸[𝑋]∣ ⩾ 𝜀) ⩽ 𝑉[𝑋]
𝑛𝜀2

et l’on pose 𝛿 = 𝑉[𝑋]/(𝑛𝜀2). Nous pouvons toujours choisir 𝑛 suffisamment grand pour avoir
l’inégalité ci-dessus, aussi petit que soit 𝜀.

5.2 Théorème de Tchébychev généralisé

On peut généraliser la loi des grands nombres au cas de variables aléatoires de loi de répar-
tition différentes.
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Théorème 5.2. Soient 𝑛 variables aléatoires indépendantes 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, de lois de
répartition différentes, d’espérances mathématiques 𝐸[𝑋1], 𝐸[𝑋2], … , 𝐸[𝑋𝑛], et de va-
riances 𝑉[𝑋1], 𝑉[𝑋2], … , 𝑉[𝑋𝑛]. Si toutes les variances ont même limite supérieure 𝐿

∀𝑖, 𝑉[𝑋𝑖] < 𝐿

pour un nombre d’expériences suffisamment grand, la moyenne arithmétique des valeurs
observées des variables aléatoires 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, converge en probabilité vers la moyenne
arithmétique de leurs espérances mathématiques

∀𝛿 > 0, ∀𝜀 > 0, ∃𝑛 tel que 𝑃 (∣1𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸[𝑋𝑖]∣ ⩾ 𝜀) < 𝛿

Démonstration. Soit la variable aléatoire 𝑌 telle que

𝑌 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖

Appliquons à 𝑌 l’inégalité de Tchébychev :

∀𝛿 > 0, ∀𝜀 > 0, ∃𝑛 tel que 𝑃 (|𝑌 − 𝐸[𝑌]| ⩾ 𝜀) < 𝑉[𝑌]
𝜀2

𝑃 (∣1𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸[𝑋𝑖]∣ ⩾ 𝜀) <
∑𝑛

𝑖=1 𝑉[𝑋𝑖]
𝑛2𝜀2

𝑃 (∣1𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸[𝑋𝑖]∣ ⩾ 𝜀) < 𝐿
𝑛𝜀2

et l’on pose 𝛿 = 𝐿/(𝑛𝜀2). Nous pouvons toujours choisir 𝑛 suffisamment grand pour avoir
l’inégalité ci-dessus, aussi petit que soit 𝜀.

5.3 Théorème de Markov

On peut généraliser la loi des grands nombres au cas des variables aléatoires dépendantes.

Théorème 5.3. Théorème de Markov
Soient 𝑛 variables aléatoires dépendantes 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, de lois de réparti-
tion différentes, d’espérances mathématiques 𝐸[𝑋1], 𝐸[𝑋2], … , 𝐸[𝑋𝑛], et de variances
𝑉[𝑋1], 𝑉[𝑋2], … , 𝑉[𝑋𝑛]. Si

lim𝑛→∞
1
𝑛2

𝑛
∑
𝑖=1

𝑉[𝑋𝑖] = 0

la moyenne arithmétique des valeurs observées des variables aléatoires 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛,
converge en probabilité vers la moyenne arithmétique de leurs espérances mathématiques

∀𝛿 > 0, ∀𝜀 > 0, ∃𝑛 tel que 𝑃 (∣1𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸[𝑋𝑖]∣ ⩾ 𝜀) < 𝛿

Démonstration. Soit la variable aléatoire 𝑌 telle que

𝑌 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖
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Appliquons à 𝑌 l’inégalité de Tchébychev :

∀𝛿 > 0, ∀𝜀 > 0, ∃𝑛 tel que 𝑃 (|𝑌 − 𝐸[𝑌]| ⩾ 𝜀) < 𝑉[𝑌]
𝜀2

𝑃 (∣1𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸[𝑋𝑖]∣ ⩾ 𝜀) <
∑𝑛

𝑖=1 𝑉[𝑋𝑖]
𝑛2𝜀2

On pose 𝛿 = 1
𝑛2𝜀2 ∑𝑛

𝑖=1 𝑉[𝑋𝑖]. Par hypothèse, on peut toujours choisir 𝑛 suffisamment grand
pour avoir lim𝑛→∞ 𝛿 = 0, aussi petit soit 𝜀.
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