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Résumé

Le théoréme central limite établit que la loi normale apparait chaque fois que la grandeur
aléatoire observée peut étre présentée comme la somme d’un nombre suffisamment grand
de composantes élémentaires indépendantes ou faiblement liées, dont chacune influe peu
sur la somme.
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1  VARIABLE ALEATOIRE. ESPERANCE. MOMENTS. VARIANCE.

Définition 1.1. On appelle variable aléatoire discrete X, une fonction qui associe a chaque
résultat d’une expérience, une valeur x; inconnue d’avance, parmi un ensemble de valeurs
possibles xq, ..., x,.

Définition 1.2. On appelle variable aléatoire continue X, une fonction qui associe a chaque
résultat d’une expérience, une valeur x inconnue d’avance, sur un ensemble fini ou non de
valeurs possibles [a, b].

Définition 1.3. On appelle espérance mathématique ou valeur moyenne de la variable
aléatoire discrete X, la somme des produits de toutes les valeurs x; possibles de cette va-
riable par les probabilités p; de ces valeurs. On la note E[X] ou M[X] ou m, ou encore X.
Ona

n
A
E[X]12) xp,
i=1
Dans le cas d’une variable aléatoire continue X, on a

EX12 [ xf(x)dx

Définition 1.4. On appelle moment initial d’ordre s d’une variable aléatoire discrete X, la
fonction « ([X] définie par
n
A
a,[X18 ) x$ P,
i=1
Initial signifiant que le moment est calculé par rapport a I’origine des coordonnées. Dans
le cas d’une variable aléatoire continue X, on a

o (X124 [ xf (x)dx

Par conséquent le moment d’ordre un, a[X], se confond avec I’espérance mathématique
E[X] de la variable aléatoire X

Les moments permettent de caractériser la loi de probabilité %, en donnant sa position, son
degré de dispersion, et sa forme.

Définition 1.5. On appelle variable aléatoire centrée associée a X, et ’on note X, la diffé-
rence
X4 Xx-E[X]
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Définition 1.6. On appelle moment centré d’ordre s d’une variable aléatoire discrete X, la
fonction u [X] définie par

ﬂs[X] é Z(xi _mx)s gji
i=1

Dans le cas d’une variable aléatoire continue X, on a

1 [Xx] 4 f: (x; — m,)’f (x)dx

Théoreme 1.1. Pour toute variable aléatoire, le moment centré d’ordre un est nul.

Démonstration.

= E[X] - E[X]
=0 0

Définition 1.7. On appelle variance de la variable aléatoire discrete X, son moment centré
d’ordre deux. On la note V[X] ou V, ou D[X] ou D,.

vix]12Y P,
i=0

Dans le cas d’une variable aléatoire continue X, on a

Vix] 4 f: 22F (x)dx

De part sa définition, la variance est I’espérance mathématique du carré de la variable aléa-
toire centrée associée a X.
V[X] 2 E[X?]

2  INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV

Théoreme 2.1. Soit X une variable aléatoire d’espérance mathématique E[X] et de va-
riance V[X]. Pour tout réel positif a, la probabilité pour que X s’éloigne de son espé-
rance mathématique d’une grandeur supérieure ou égale a a, a pour limite supérieure
VIX]/a?:

ViX]

a2

P(X - E[X]| 2 a) <

Démonstration. Effectuons d’abord la démonstration pour une variable aléatoire discrete, X,
dont la suite de répartition est donnée par :

X1 X2X3 e Xy
P1P2P3 - Pn
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ou p; = P(X = x;) est la probabilité pour que la variable aléatoire X prenne la valeur x;. Soit
un réel positif,
PIX-EX]lza)= > p
x;—E[X][za

Or,

VX]

Y (x; — E[X1)%p;

i=1

= I — E[X1Pp;
i=1

Les termes de la somme étant positifs ou nuls, on a

VIX1> ) k- EX]Pp;

k~E[X][>a a

P(lx - E[X][ > a) <

Démonstration. Dans le cas ou X est continue, on note f (x) la densité de probabilité de X :

P(X - E[X]| > a) = ﬁx._E[X]|>af<x)dx

Or,
+o00 2
VIXT= [ (x - EIXDf (x)dx
+00
= [ - EIXIPf (x)dx
Les termes de I’intégrale étant positifs ou nuls, on a

VIXT2 [ sg i = EIXIPS ()

et puisque |x; — E[X]| > a,ona
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3  FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES

Soit X une variable aléatoire discrete de tableau de répartition suivant
X1 Xp X3 ..o Xy
P1P2P3 - Pn

Soit Z une fonction de la variable aléatoire X

Z = ¢X)
son tableau de répartition est alors le suivant

p(x1) ¢(xz) @(x3) ... 9(x,)
pr P2 P3 .- DPpn

Son espérance mathématique E[Z] est donnée par

E[Z] = El¢(X)]

n

Y ox)p;

=1

~.

Lorsque la variable aléatoire X est continue, on a

E(Z] = [~ p)f (0dx
Lorsque Z est une fonction de deux variables aléatoires, X et Y
Z=9X,)Y)
son tableau de répartition est le suivant

@(x1,y1) @(x1,y2) @(x1,y3) - @(x1,Y,)

P11 P12 P13 -+ Pin
¢(x2,y1) ¢(X2,y2) (p(xz,y3) (P(XZ’yn)
P21 P22 P23 -+ DPap
©(x3,y1) @(x3,¥2) ¢(x3,¥3) ... 9(x3,y,)
P31 P32 P33z .- DP3p

O (X 91) QX Y2) @ (X, ¥3) -0 @(X,Y5)
Pni Pn2 Pn3 Pnn

ou p; = P[(X = x;)(Y = y;)] est la probabilit€ pour que le systtme (X,Y) prenne la valeur
(x;,y;). Son espérance mathématique E[Z] est donnée par

E[Z] = E[¢(X,Y)]

Y o y)py (1)

j=1

n
.:1.

~

Lorsque les variables aléatoires X et Y sont continues, on a
+o0
E[Z] = [[" " pCey)f (x,y)dxdy ©)
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3.1 Somme de deux variables aléatoires

Théoreme 3.1. L’espérance mathématique d’une somme de deux variables aléatoires est
égale a la somme de leurs espérances mathématiques.

E[X +Y] = E[X] + E[Y]

Démonstration. Soient X et Y deux variables aléatoires discretes. Avec I’équation (1) on a

E[X+Y] =

'M=
M=

~
I

—_
~.
I

—_

(x +yj)pl]

Xipy + Z Z Yipij

i=1j=

Il
g
M=

~
Il

—_
I

—_

J

(xl ip,]) Z (y, Zp,])

J j=1 i=1

I
M=

N
—

XiPi T YiPj
1

i=1 j=
= E[X] + E[Y] O

I
M:

Démonstration. Soient maintenant X et Y deux variables continues. Avec 1’équation (2) on a

EIX +Y] = [[ 77+ y)f (. y)ddy
= [ xfeyydxdy + 77 v (x.y)dxdy
= [ x (D reyay)axs [Ty ([ peydx) dy

= f_+: xfy (x)dx + f_+: Yo (y)dy
= E[X] + E[Y] O

Définition 3.1. On appelle covariance des variables aléatoires X et Y, I’espérance mathé-
matique du produit des deux variables aléatoires centrées X et Y associées a X et Y. Elle
se note K,

o o

K., 2 E[XY]

Théoréme 3.2. La variance de la somme de deux variables aléatoires est égale a la somme
de leurs variances a laquelle s’ajoute la double covariance.

VIX + Y] = VIX] + V[Y] + 2K,y

Démonstration. Soit la variable aléatoire Z telle que
Z=X+Y
En utilisant le théoréeme 3.1, on a
E[Z] =E[X + Y]
= E[X] + E[Y]
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Donc

Par définition de la variance

Définition 3.2. Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si la loi de répar-
tition de chacune d’elles ne dépend pas des valeurs prises par I’autre.

La probabilité d’un systeme de variables aléatoires discretes indépendantes est égale au
produit des probabilités des variables du systeme

Pij =P[(X =x;)Y = yj)]
= P[(X = x)]P[(Y = y;)]
= PP,

La densité de probabilité d’un systeme de variables aléatoires continues indépendantes est
égale au produit des densités des variables du systeme

Sxy) =f1(x0)f()

Théoréme 3.3. La covariance K, de variables aléatoires X et Y indépendantes est nulle.

Démonstration. Considérons des variables aléatoires discrétes

n n
K, = Z Z(x,- —my) (y; — my)P;;
i=1j=1

d’aprés la définition (3.2) des variables indépendantes
Donc,

n n
ny = Z(xi - mx)PiZ(yj - my)Pj
i=1 j=1

Ces sommes sont respectivement le moment centré d’ordre un de X et de Y, elles sont nulles
d’apres le théoreme 1.1, et
K., =0 ]

Démonstration. Considérons maintenant des variables aléatoires continues
+ o0
ny - ff—m (x —my)(y - my)f(X,y)dxdy
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d’aprés la définition (3.2) des variables indépendantes

fy) =f1x0)f2 ()

Donc, . .
Koy=[ x=-mafidx [ (y-m)pHydy

Ces intégrales sont respectivement le moment centré d’ordre un de X et de Y, elles sont nulles

d’apres le théoreme 1.1, et

Ky =0

3.2 Produit de deux variables aléatoires

Théoreme 3.4. L’espérance mathématique du produit de deux variables aléatoires X et Y
est égale au produit de leurs espérances mathématiques plus la covariance

E[XY] = E[X]E[Y] +K,,

Démonstration. D’apres la définition (3.1) de la covariance

4  THEOREME CENTRAL LIMITE

4.1 Fonction caractéristique

Définition 4.1. On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire discrete X,
I’espérance mathématique de la fonction exp (itX)

n
g(t) =) e™py

:[leitX]

ey iken

On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire continue X, la transformation
de Fourier de sa densité de probabilité f (x)

g(1) = f_+: e"Xf (x)dx
— E[eitX]
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Théoreme 4.1. Si deux variables aléatoires X et Y sont liées par la relation
Y =aX

ou a est un facteur non aléatoire, leurs fonctions caractéristiques sont liées par la relation

8y(1) = gylar)

Démonstration.

gy(t) — E[eitY]
— E[eitaX]
— E[ei(at)X]
=g, (at) [

Théoreme 4.2. La fonction caractéristique d’une somme de variables aléatoires indépen-
dantes est égale au produit des fonctions caractéristiques des composantes.

Démonstration. Soient X, X5, ..., X,,, des variables aléatoires indépendantes de fonctions ca-
ractéristiques 8x,»&xys v &x,» €L de somme

n
Y =) X
k=1
La fonction caractéristique de Y s’écrit

gy(l) :E[eitY]
:E[eitzzzlxk]

= E - ith]
Jig

Les variables aléatoires X, étant indépendantes, les fonctions e/’*« le sont également et 1’on peut
utiliser le théoréme 3.4

gy(t) — ]—[ E[eith]
k=1

~[Ten® =
k=1
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4.2 Fonction caractéristique de la loi normale

Théoreme 4.3. La fonction caractéristique de la loi normale d’espérance mathématique
m, nulle et de variance o? s’écrit

gty =e 772

Démonstration. Soit une variable aléatoire continue X répartie suivant la loi normale, d’espé-
rance mathématique m, nulle, et de variance o2. Sa densité de probabilité f (x) s écrit

F) = e

a\2r

Sa fonction caractéristique s’écrit

1 +oo . 2 2
g(t) — eitXp—x /(2o )dx
o2 f_oo
1

f+w eitx—x2/(202)dx

— 00

a2

On utilise la formule suivante

J«+oo e_Ax2isz—C dx = \lge—(AC—B%/A

On identifie : A = 1/(202), B = it/2,et C = 0. D’ou

g(t) = ! V252 e~ (1714207
ov2r
— e—t20‘2/2 D

4.3 Somme de deux lois normales

Théoreme 4.4. La somme de deux lois normales est une loi normale.

Démonstration. Soient X et Y deux variables aléatoires continues indépendantes dont les densi-
tés de probabilité se répartissent selon des lois normales

RS T
o N2
f = — L ek

o N2n

D’apres la définition 4.1, leurs fonctions caractéristiques s’écrivent
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D’apres le théoréme 4.2, la fonction caractéristique g, (¢) de leur somme est égale au produit des
fonctions caractéristiques

g(1) = g (1) x g, (1)

2.2
— o 170%/2  17y/2

_ 1 (03+03)/2

qui, d’apres le théoreme 4.3, est la fonction caractéristique d’une loi normale d’espérance ma-
thématique m, nulle et de variance 0% + 073 O

4.4 Théoreme central limite

Théoréme 4.5. Soient X{,X,, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme
loi de répartition, d’espérance mathématique m, et de variance . Lorsque n augmente
indéfiniment la loi de répartition de la somme

5/-

n
Y, = nkZiXk

tend vers la loi normale.

Démonstration. Notez bien que le facteur 1/ vn est nécessaire pour la démonstration, mais que
la convergence de Y,, vers la loi normale entraine celle de la somme des variables aléatoires
ZZ:l X. Nous allons utiliser les fonctions caractéristiques et nous admettrons sans démonstra-
tion que la convergence des fonctions caractéristiques entraine celle des lois. D’apres le théoreme
4.1, la fonction caractéristique de Y,, est égale a

8y, =81 myr x,
t
= st 0 ()

D’apres le théoreme 4.2, la fonction caractéristique de Y,, est égale au produit des fonctions

caractéristiques des X,
t n
8,0 = |2 (=) | 3

La fonction caractéristique de chaque X}, s’écrit

g (=)= [T e wa

yn
Effectuons un développement limité au voisinage de zéro, a I’ordre 3
! ’ ! 8”(0) t 12
x—:x0+x0(—)+x +(—)— 4
g(m)g()g()mlz o(=)|% @
ou lim o(i) =0
t/va-0 \vn

Calculons chacun des termes

8:(0) = [ fx)dx
— 1
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En dérivant on a
t o .
g (—) = f_+ ixe™ I If (x)dx
+0o0 .
= if_ xeXVf (x)dx

en posant¢/vn =0 on a

g0 =i [ xf(x)dx
=1im,

On ne restreint pas la généralité en transférant ’origine au point m, on a alors m, = 0, et
8:(0)=0

En dérivant une deuxieéme fois
t +0oo R
& (=) == [ e

en posant ¢/vn =0
+o00
gv(0) = — f B X2 (x)dx

etcomme on a posé E[X] = 0, d’apres la définition 1.7 I’expression précédente n’est rien d’autre
que I'opposée de la variance
gx(0) = —o?

En substituant ces résultats dans I’équation (4), lorsque ¢/ vn — 0

() [5 ()
8x N 2 mlln

o? t
8y, (1) = {1 - [7 _O(E

Prenons le logarithme de cette expression

o? t\] 22
ll’lgyn([) = nln{l - [7 _O(E)] ;}

puis dans I’équation (3)

On pose

etl’on a
Ing, (t) =nln{l - x}

Lorsque n tend vers I’infini, y tend vers 0, et In(1 — y) tend vers — y

nglpwlngyn(t) = lim n(-y)

n—-4+oo
. o2 ( t ) 12
= lim n{-—+o(—||—
n=+oo 2 yn) | n
t2o2

=-S5+ im0 ()
2 n-+oo Jn
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Or lim,, 5,9 0(#) = 0, donc

n—+oo ‘/ﬁ
donc
2.2
. tco
n1—1>1:|—noo lngyn(t) - _T
d’ou
: _ ,—1252)2
n1—1>1-+l—loo g)’n (t) =

qui, d’apres le théoreme 4.3, est la fonction caractéristique de la loi normale d’espérance mathé-

matique nulle, et de variance o2. U

5 LES LOIS DES GRANDS NOMBRES

Les lois des grands nombres affirment la convergence en probabilité des variables aléatoires
vers des grandeurs constantes, lorsque le nombre d’expériences augmente indéfiniment.

5.1 Théoréme de Tchébychev

Soit une variable aléatoire X, fournissant lors de n expériences indépendantes, les valeurs
X1,X2, ..., X,. Afin d’utiliser le théoréme 3.1, nous allons considérer que ces valeurs sont les ré-
sultats d’une unique expérience réalisée sur chacune des n variables aléatoires indépendantes
X1, X5, ..., X,, de méme loi de répartition que la variable aléatoire X.

Plutdt que de considérer la somme de ces variables aléatoires, nous considérerons la moyenne
arithmétique de ces variables, autrement dit la somme divisée par n. Soit donc la variable aléa-
toire Y définie comme la moyenne arithmétique de ces n variables aléatoires

1 n
Y Z;Xi

Son espérance mathématique s’écrit

Avec le théoréme 3.1 on a

IS
=
I
!
M
s
>

I
!
S
IS
>
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La variance de Y s’écrit

VIYl= o ) VIX;]

Théoreme 5.1. Pour un nombre d’expériences suffisamment grand, la moyenne arith-
métique des valeurs observées d’une variable aléatoire converge en probabilité vers son
espérance mathématique

1 n
V8 >0, Ve >0, Intel queP(‘E ;X,. — E[X]

>s)<6

Démonstration. Appliquons a Y I’inégalité de Bienaymé-Tchébychev en posant ¢ = ¢

V[Y]

P(Y -E[Y]| > &) < —
&

En appliquant les résultats trouvés précédemment sur I’espérance et la variance de Y

VI[X]
ne?

1 n
P (‘E ;X — E[X]

>8)<

et ’'on pose § = V[X]/(ne?). Nous pouvons toujours choisir n suffisamment grand pour avoir
I’inégalité ci-dessus, aussi petit que soit ¢. [

5.2 Théoréme de Tchébychev généralisé

On peut généraliser la loi des grands nombres au cas de variables aléatoires de loi de répar-
tition différentes.
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Théoréme 5.2. Soient n variables aléatoires indépendantes X, X,, ..., X,,, de lois de

répartition différentes, d’espérances mathématiques E[X ], E[X5], ..., E[X,,], et de va-
riances VX1, V[X5], ..., V[X,,]. Si toutes les variances ont méme limite supérieure L
Vi, V[X,] < L

pour un nombre d’expériences suffisamment grand, la moyenne arithmétique des valeurs
observées des variables aléatoires X1, X5, ..., X,,, converge en probabilité vers la moyenne
arithmétique de leurs espérances mathématiques

1 & 1 &
Z - 1| =
V8 >0, Ve >0, Intel que P(‘n;X’ ni;E[Xl] 8)<5
Démonstration. Soit la variable aléatoire Y telle que
1 n
Y=- ZXi
i=1
Appliquons a Y I’inégalité de Tchébychev :
Y
V8 >0,VYe >0, dntelque P(|Y —E[Y]|>¢) < V[Z]
&
1 & 1 Yy VIX]
P(‘E ;Xi - E;E[X,-] > g) < ln2g2
i= i=
1 & 1 & L
PI-Y X, - YEX]>e|<—=
(‘nzl o 2 FIXD s) ="

et I'on pose 8§ = L/(ne?). Nous pouvons toujours choisir n suffisamment grand pour avoir
I’inégalité ci-dessus, aussi petit que soit €. [

5.3 Théoreme de Markov

On peut généraliser la loi des grands nombres au cas des variables aléatoires dépendantes.

Théoreme 5.3. Théoréme de Markov

Soient n variables aléatoires dépendantes X,, X,, ..., X,, de lois de réparti-
tion différentes, d’espérances mathématiques E[(X,], E[X5],...,E[X,,], et de variances
VIXi1,VIX5],....V[X,]. Si

n—>oo

.1
lim n—zi;\/[xi] =0

la moyenne arithmétique des valeurs observées des variables aléatoires X1,X,, ..., X,,
converge en probabilité vers la moyenne arithmétique de leurs espérances mathématiques

1 & 1 &
V& >0, Ve > 0, 3n tel que P(‘ﬁ;Xi—ﬁi;E[Xi]

>£)<6

Démonstration. Soit la variable aléatoire Y telle que
1 n
Y=- ; X;
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Appliquons a Y I’inégalité de Tchébychev :

V6 >0,Ve >0, dntelque P(|Y —E[Y]|>¢) < V[il]
£
1 & 1 & Y VX

1
On pose § = ) Z:.lzl V[X;]. Par hypothese, on peut toujours choisir n suffisamment grand

pour avoir lim,,_, ., 8 = 0, aussi petit soit &. [
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