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Résumé

Démonstration de la formule de James Stirling, In(n!) = nlnn — n.
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1  RESULTATS PRELIMINAIRES

N =

1.1 Fonction Pi de Gauss

Théoreme 1.1.

+0oo
fo x"e *dx = n!

Démonstration. On intégre par parties en posant : u = x", u’ = nx""1, v/ = e™*,v = —e7*:

+Oon—x [y ,—x]t® _ +eo n-1,_,-x
fo x"e dx = [-x"e™] fO nx""' (—e *)dx

+0oo
= —[x"e™]™ +n fo x"le=*dx
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1 RESULTATS PRELIMINAIRES

On réitere Iintégration par parties sur le dernier terme :

f(:oo x"e¥dx = — [x"e*]{T —n [x"‘le‘x]goo +nn-1) f(;roo X" 2e7Xdx
= —[(«" + nx"1) e‘x]goo +nn-1) f(;oo X" 2e~Xdx
=- {[x” +nx™ Vv nn—-1Dx"2 4+ ...

+nn-1)x-x[n-(n- 1)]x]e‘x}gOO + n! f(;oo e *dx

+0o0
:n!f e *dx
0
— + o0
=n![-e™],
=n! O]

1.2 Intégrale de Gauss

Théoréme 1.2. e
f edx = V7T

— 00

Démonstration. 1/2
+00 +oo T
[ e dx = ( [ e dex | e‘yzdy)
-0

— 00 — 00

Les coordonnées cartésiennes x et y étant indépendantes,

f+oo —dy = [J~+oo J-+oo e_(x2+y2)dxdy]1/2

—00

Passons en coordonnées polaires,

Xx=pcosf
y = psinf

Nous avons donc,
x? +y2 = p2cos? 6 + p? sin” 6
_ 2
=p

Cherchons I’expression de 1’élément de surface d2s(p, ) qui remplacera celui en coordonnées
cartésiennes dxdy. Le vecteur position s’écrit :

OM =xi+yj
= pcosfi+ psinbj

et les vecteurs de base,

_00OM
e, = a3
= cos 0i + sin 6j
JdOM
‘0= 756

—psin0i + pcos 0j
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Nous en déduisons leurs normes,

ol = \/0082 6 + sin” 6
=1

e

legll = \/p2 sin® 6 + p2cos? 6
=p

Pour construire 1’élément de surface d2s, prenons une variation le long de la coordonnée p,

o0M
=e,dp
et une variation le long de la coordonnée 6,
d0OM
SOM = TR deo
= 69 d0

puis prenons la norme de leur produit vectoriel :

d2s = lle , dp xeqydo|
=pdpdo

L’espace est parcouru dans son ensemble pour p variant de 0 a +oo et pour 8 variant de 0 a 27,
si bien que

Jreran ([ 2 e panan)
N
1 » 17 12
- e P
{237[ 2e ]0 }
=Jr O

2  DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE STIRLING

Théoreme 2.1.

n\" 1 1
| — — I _
n! 2.7Tl’l(e) [1+12n+0(n2)]

Démonstration. D’apres le théoreme (1.1) :

+00
n! = fo x"e*dx
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2 DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE STIRLING

On commence par sortir n”*! de 1’intégrale grace au changement de variable x = ns, dx = nds.
Les bornes d’intégration restent inchangées.

=
I

f(:oo (ns)"e ™ nds

1+
=n"" f s"e™"ds
0
On regroupe les termes sous 1’exponentielle,
+
n! = g+l fo ° e (Ins=s) q¢

dans le but futur de sortir e de I’intégrale. Pour pouvoir utiliser le développement en séries
enticres de la fonction logarithme népérien on effectue le changement de variable s = 1 + w.

3 4

2
1n(1+x):x—%+x

3

G
Tt

n! :nn+1 f+1oo en[ln(l+w)—(1+w)]dw

2 03 At WS w6 W7 w8 W9 10 11 12
n+l T° ”(W_T+T_T+T_?+T_T+T_W+T_W+ —1-w
-n e dw
+oo n(_l__+w_3_w_4+w_5_w_6+w_7_w_8+w_9_w_m wil wi2 )
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 o
_nn+1 | e dw
1 + o0 —nw2 nw3 —nw4 nw5 7nw6
:n’”f e"xe 2 xe 3 xe 4 xe 5 xe ©
-1
}’lW7 *nWS nW9 *nWIO nwl 1 —nw12
xe 7 xe 8 xe 9 xe 10 x e 11 x e 12 X xdw
1 +0o0 —nwz nw3 —nw4 nw5 —nw6
=p"t e‘”fl € 2 xe3 xe 4 xe 5 xe ©
I’LW7 *}’IWS nt *nWIO }’LW11 —}’LW12
xe 7 xe 8 xe 9 xe 10 xe 11 xe 12 x...xdw

et nous avons sorti e~ de I'intégrale. Dans I’intégrale, on développe en série entiere les fonctions
exponentielles, excepté la premiere.
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5 50 ' 750
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X(l_ 10 " 200 _ 6000 +>
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* (1 12 T 288 10368 ' )
X ..xdw
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+ + ot
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n4wl2
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2 DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE STIRLING

Pour intégrer I’exponentielle dans I’intégrale, on effectue le changement de variable v = \/g w,

d’ouw = \/g vetdw = \/g dv. La borne d’intégration inférieure, w = —1, devient v = — %
w3 n (2)3/2 3
—_ = = - Vv
3 3\n
2 (2
_ 4143
3 nv
nw? _n (2)2 4
5 ~3\n) "V
T n

2_19n2+£ WO = 2_19n n3 (2)9/2 9
9 180 162 - 180 162
(-2 G
w5 81

n 45952 B ﬁ 10 n L 459~ 45952 32 10
W 10 © 4200 72 P

10 " 4200 ~ 72
(_ﬁ L6812 i) 10
Sn* 17513  9n?
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no 932 31n*\ . _(n 93n2 31n3 (2)“/2 .
<t on Y =la-onm tTion o v
11~ 840 ' 1440 9 " 1440 ) \n
16 \/7 744JZ+2\/Z "
5 210 V7 A5\ )

( n 74302 n3 74302  n3 n* ) y 64 12

n
~12 T 70080 ~ 108 1944) ( _2 10080 ~ 108 ' 1944

( 1486 16 8 ) b
+ v
3n5 315n% 2703 | 243n2

LN EN ' + 8> + ... | dy
81 \n On?  243n2

ou les termes suivants sont en =% avec k > 2.

nt =2 (%) (fj;e-vzdw \Ff‘/_v e d
— EI—\/—V e dy + = ‘lif ‘/—v eV dy

de la forme,

n
n’:mz a1l + arly + azls + aqsdls + asls + agl,
e 111 242 3143 444 515 616

+a717 + 0‘818 + 61919 + 0110110 + alllll + )
avec,
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2 DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE STIRLING

On calcule chaque intégrale en faisant tendre n vers I’infini. Pour la premiere on utilise le
théoréeme (1.2) :

I = ‘[_72 eV dy
2
= fj: e dy

=V

+0o0 2
I, :f Ve Vdv
—0o

=0
car la fonction dans /, est impaire. De méme I, = 17 = Iy = 0.
+0o
I; = f vre v dy
—00

2

- _1,-
’Z_ 2€ 9

+ 0o
Iz = {[—%\ﬁe‘”z] + % f_; vze‘vzdv}

:% f_+oo v2e ™ dy

RN . 2
On intégre par parties : y = v3,y" = 3v2, 7/ = ve™”

On integre de nouveau par parties :

y=vy =17 =ve" z= —%"_vz,
3 1 2 T 4o 2
13 —E{[—Eve :|_OO+§‘I‘—OO e dv
3
=2 /7
+oo
I5 = f_ Voe vV dy
On integre par parties : y = v5,y" = 5v4, 7/ = v, z = —%e‘vz,

+00
2 5 p+ee 2
Ve ] + QJ. Vvie™v dv}

+ o0 2
Ig =I voe v dy
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2 DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE STIRLING

+ o0 2
Ig = I vBe v dv
—oo

o . 2 _
On intégre par parties 1 y = v7,y’ = Tv0, 7/ =ve ™", z = —%e v,

+00
I3 = {[—%ﬂe“’z] + % f:;o v6e‘V2dv}

:% f_+oo Voe vV dy
7 15
=3x g T

105

=16 V7

+0oo >
Lo = f 10" dy
— o0

. < . . _ .9 ’ _ 8 ’ —v2 __l —v2
On inteégre par parties : y = v7,y" = N°, 7' =ve ™,z = 3¢ ",

_ 19—v2 e 9 R S
Lo _{[_EV e ]_OO + Ef_w Ve dv}
:g Jtroo Ve v dy
5 105
2716
945
"3

Jar

On intégre par parties 1 y = v,y = 11010, 7/ = ye™" 7 = —%e“’z,
I = {[—lv“e_vz]Jroo + % _+: vloe‘vzdv}
—12—1 f_:o 1077 qy
_121 y 9;i25 /e
_1063495 s

Par conséquent,
n n
n! = V2n (E) ((1111 + (1313 + a515 + a616 + (XSIS + (110110 + alllll + )

= 2n(§)n(ﬁ—%x§ﬁ+ixgﬁ—ixgﬁ

4 On 8 3n2 8
47 105 4 945 8 10395
MET e TR el S G Ve we Rl ﬁ*"')

s 3 5 5 329 105 385
_“2””(E> (1_E+&_ﬁ+32n2_8n2+72n2+"’)

:m—m(g)”‘(l Ly )

+m+ 288n2

= m(’g)n [1 + L +o<i)] avec}i_)rgoo(i) =0

12n n2 n2

Ce qui acheve la démonstration.
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2 DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE STIRLING

A partir du théoréme 2.1 p.3 nous obtenons directement la formule de Stirling :

In(n!) zln(\/ﬁ) +nln<g)

~ %ln(27rn) +nlnn—nlne

In(n!) = nlnn—n
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