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Résumé

Ellipses, paraboles et hyperboles sont des coniques. Ce sont des courbes planes résultant
de l'intersection d’un plan et d’un cone de révolution.
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1 DEFINITIONS D’UNE ELLIPSE

1  DEFINITIONS D’ UNE ELLIPSE

Il existe plusieurs définitions équivalentes d’une ellipse. Nous partons d’une définition et
montrons 1’équivalence avec les autres.

1.1 Définition bifocale d’une ellipse

Définition 1.1. Définition bifocale
Soient F et F’ deux points du plan. Lellipse de foyers F et F’ est ’ensemble (&) des points
M du plan tels que :

MF + MF’" = Cs¢

ou C*¢ > (.

(&)

B/

FiG 1 — Une ellipse

A,A’, B, B’ sont les sommets de I’ellipse. MF et MF’ sont les rayons focaux du point M. Le
grand axe A’A est appelé axe focal car il passe par les foyers. Soient 2a sa longueur et 2b celle du
petit axe. On pose les coordonnées des foyers, F(c,0) et F'(—c,0), si bien que la distance focale
s’écrit :

FF' =2c
Nous posons la définition suivante :
Définition 1.2. Excentricité
c
e=—
a
est appelée excentricité de 1’ellipse.

— Sic > aalorse > 1, ’ensemble (&) est vide
— Sic =aalors e = 1, ’ensemble (&) se réduit au segment [FF']

2 sciences-physiques.neocities.org
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— Sic = 0alors e = 0, ’ensemble (&) est un cercle, les foyers sont confondus et MF = a
est le rayon du cercle
Nous posons que le cercle est un cas particuliers d’ellipse :

a>c>0 (1)
1. Lorsque M esten A :

MF + MF' =(a—c¢) + (a+c¢)
=2a )

ce qui fixe la constante égale a la longueur 2a du grand axe.

2. Lorsque M est en B, avec (2) :

MF = MF’

=da

MF = BF étant I’hypothénus du triangle M Fo rectangle en o, d’apres le théoreme de
Pythagore :
a? =b% +c? 3)

1.2 Définition cartésienne

Théoreéme 1.1. L’'équation cartésienne d’une ellipse centrée en 0(0,0), de demi-petit axe
b et de demi-grand axe a situé sur l’axe des abscisses, s’écrit :

AR | @)

aveca = b > 0.

Démonstration. Soient M (x,y) un point de I’ellipse (&) :

Y

M(x,y)

F’ 0 F

Fic 2

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle de la figure 2 :

MF? = (x = ¢)? +?
MF'? = (x + ¢)? + y?

sciences-physiques.neocities.org 3
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1 DEFINITIONS D’UNE ELLIPSE

MF? - MF'? = x> = 2xc + ¢? +y> = (x? + 2xc + % +)?)
(MF + MF') (MF - MF') = —4xc

2
MF - MF’ = -2¢
a
Par hypothese :
MF + MF’" = 2a
MF - MF’ = -2X¢
a
MF=a-% (62)
= e
MF'=a+; (6b)
2
MF? = (a- =)
a
= 2
MF? = (a+2)
a
2 2.2
(x—c)2+y2:(a—)£) x2—2xc+cz+y2:a2—2xc+x§
e = 5 2
xc
(x+c)2+y2:(a+;) x2+2xc+cz+y2=a2+2xc+)%
a
2.2
= x2+cz+y2=a2+)%
a
x%2a? + c?a® + y*a? = a* + x*c?
22 (a? =) +a*y? = a? (a® - c?)
On pose b? = a® — ¢2,
X262 + a2y? = g2p?
2 2
X Y
— 4+ =— =1 ]
a? b2

Remarque. Sic = 0 alors a = b, nous obtenons I’équation cartésienne d’un cercle de rayon a :

Si a = c alors b = 0 et I’équation cartésienne ne permet pas de retrouver le segment [FF'].

Nous avons montré que (1.1) p. 2 implique (4) p. 3. Montrons que (4) implique (1.1).

Théoréme 1.2. L’ensemble (&) des points M (x,y), d’équation

2 2
X_+y_:1
a? b2

(7)

ou a et b sont des constantes, forme une ellipse.

4 sciences-physiques.neocities.org
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| DEFINITIONS D’UNE ELLIPSE

Démonstration. Par hypothese :

Posons c tel que b* = a® — ¢ :

$2 (az _ Cz) +a2y? = @2 (az _ Cz)

2.2
x2+cz+y2=a2+x—§
a
En soustrayant et en additionnant 2xc,
2.2 5
x2—2xc+cz+y2=a2—2xc+)% (x—c)2+y2:(a—)£)
a N a
x2c? > o xc\2
)c2+2)cc+c2+yz:612+2xc+—2 x+c)+y =(a+;)
a
2
MF2=(a—E) MF:i(a_)E)
a - a
MF’2=<a+E)2 MF’=i(a+E)
a a
MF + MF" = +2a
= e = MF + MF’' =2a [
MF + MF' = +—

Il en résulte que les théoremes 1.1 p. 3 et 1.2 p. 4 sont équivalents a la définition bifocale et
peuvent servir de définition pour I’ellipse.

1.3 Définition monofocale d’une ellipse

Théoreme 1.3. L'ensemble (&) des points M d’une ellipse de foyer F (c,0) suit la relation

MF
MH =€ ®)

ou l’excentricité est telle que 1 > e > 0, et ou H est la projection orthogonale de M sur la
droite (D) d’équation x = a®/c.

sciences-physiques.neocities.org
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1 DEFINITIONS D’UNE ELLIPSE

(&)

a2

c
FiG 3 — Une ellipse et I’une de ses deux directrices

Démonstration. Soit (D) la droite verticale d’équation x = a?/c, appelée directrice de I’ellipse

associée au foyer F. Soit M (x,,, ys,) un point de I’ellipse de foyer F'(c, 0). Par hypothese, d’apres
(6a) p. 4,

MF = aq - "M%
a

_cfe

“alc M

- SMH

a

MF
W e D

Remarque. Sic = 0, alors e = 0 et la définition monofocale ne permet pas de retrouver un cercle. Si
a = ¢, alors e = 1 et nous verrons que la définition monofocale donne I’équation d’une parabole et non du
segment [FF’].

Nous avons montré que (2) p. 3 implique (8) p. 5, montrons que (8) implique (7) p. 4.

Théoréme 1.4. Soit F(c,0) un point du plan, et soit (D) : x = a*/c une droite du plan.
L’ensemble (&) des points M du plan tels que

MF
MH~ ¢
oue = claesttelle que 1 > e > 0, et ou H est la projection orthogonale de M sur la droite

(D), forme une ellipse.

6 sciences-physiques.neocities.org
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2 DEFINITIONS D’UNE HYPERBOLE

Démonstration.

MF ¢
MH a
)
MF? = — MH?
a
2 /.2 2
¢t (a
(x—c)2+y2=a—2(?—x)
2.2
x2—2xc+c2+yz=az—2xc+—2
a

x2a2 + c2a2 + y2a2 = Cl4 + XxX“C

x2 ((12 _ C2) +y2a2 = g2 <a2 _ C2)

1 > edonc a > c, on pose b? = a® — c2,

X2b2 +y2a2 — a2b2
2 2
X y _
a_2 + b_2 =1 ]

Il en résulte que pour 1 > e > 0, les théoremes 1.3 p. 5 et 1.4 p. 6 sont équivalents aux
définitions bifocale et cartésienne, et peuvent servir de définition de 1’ellipse.

2  DEFINITIONS D’ UNE HYPERBOLE

2.1 Définition bifocale d’une hyperbole

Définition 2.1. Soient F et F’ deux points du plan. L’hyperbole de foyers F et F’ est
I’ensemble (7°) des points M du plan tels que :

IMF — MF'| = C5¢

ou C*¢ > (.

sciences-physiques.neocities.org 7
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2 DEFINITIONS D’UNE HYPERBOLE

() (")

FiG 4 — Une hyperbole

A et A" sont les sommets de I’hyperbole. MF et MF’ sont appelés rayons focaux du point M.
On pose les coordonnées des foyers, F(c,0) et F'(—c,0), si bien que la distance focale s’écrit :

F'F =2¢
Supposons M au sommet A, nous avons,

MF’ — MF = AF’ — AF
=AA" + A'F’ — AF

Par symétrie, A’F’ = AF,

MF’ — MF = AA’
= +2a
IMF — MF’| = 2a )]

ce qui fixe la constante égale a la distance 2a entre les sommets A(a,0) et A’ (—a,0).

— Le signe positif, MF — MF" = 2a correspond a la branche (#”) de I’hyperbole pour
laquelle x €] — oo, —a]

— le signe négatif, MF — MF’ = —2a correspond a la branche (.%#”) pour laquelle x €
[a, +oo]

— Sia>c,|MF' = MF| > F’F ce qui est impossible, (77) = @

— Sia =c,|MF' — MF| = F'F, I’ensemble () est la droite (FF’) privée du segment
ouvert |FF’[

— Sia=0,MF" = MF,’ensemble () est la droite des ordonnées

Théoreme 2.1. L’équation cartésienne d’une hyperbole centrée en 0(0,0), d’axe focal sur
’axe des abscisses, s’écrit :

2o (10)

ou a et b sont des constantes.

8 sciences-physiques.neocities.org
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2 DEFINITIONS D’UNE HYPERBOLE

Démonstration. Par hypothese

MF — MF’" = 2a

IMF — MF’| = 2a = ,
MF - MF" = -2a
La figure 2 p. 3 est valable ici encore. Les relations

MF? = (x —=¢)? +y?
MF? = (x +¢)? +y?

donnent

MF? - MF'? = x> = 2xc + ¢® + y* — (x* + 2xc + ¢? + y?)
(MF + MF') (MF — MF') = —4xc

— D’une part, nous avons

(MF + MF’) (MF — MF’) = —4xc MF + MF’ = - =€
= a
MF - MF'" =2a MF - MF’ =2a
MF =a - ’%
= (11)
MF' = —a - ’%
— d’autre part, nous avons
’ / ’ 2xc
(MF + MF") (MF — MF") = —4xc MF + MF =
=
MF -MF’ = -2a MF - MF’ = -2a
MF = —a + %
= (12)
MF' =a+ XS
a
Les équations (11) et (12) donnent,
xc\?2 xc\?2
MFZ:(a——) (x—c)2+y2:(a——)
a N a
2 _ xe\? 2,2 xc\?
MF —(a+a) (x+c)+y —(a+a)
2.2
x2 —2xc +c? +y? =a2—2xc+)%
g N = x% (a® - c?) + a*y* = a* (a® - ¢?)
x2 +2xc + % +y? :a2+2xc+)%
a
Comme ¢ > a, on pose
-b* =a* - ¢? (13)
qui est I’homologue pour I’hyperbole de la relation (3) p. 3 pour Iellipse.
—2h2 + a®y? = —a?h?
2 2
x_2 _Y O
a? b2

sciences-physiques.neocities.org 9
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2 DEFINITIONS D’UNE HYPERBOLE

Nous avons montré que (9) p. 8 implique (10) p. 8, montrons que (10) implique (9).

Théoreme 2.2. L’ensemble () des points M tels que

2 y2

;—ﬁzl (14)

ou a et b sont des constantes, forme une hyperbole.

Démonstration. Par hypothese

2y |
a2
X262 — g2y? = g2p2

Posons c tel que b? = a? — 2 :

%2 (a2 — %) —a*y? = a? (a2 - ¢?)
2a? - x2¢% - a®y? = a* — a?c?
2.2
x“c
w2 _ g 2 =22
a
En soustrayant et en additionnant 2xc,
2.2
x“c 2
)62—2xc+c2+yz=c12—2xc+—2 (x—c)2+y2=(a—)£)
a N a
2 2,2 2 x*c? 2 442 xc)?
X+ 2xc+ct+y  =a”+2xc+ — (x+c)"+y =(a+z)
a
5 xc\2 xc
MF? = (a=7) MF=zx(a-7)
= =
2 xc
MF’2:(a+E) MF’:J_r<a+—)
a a
MF + MF’ = +2a
= e = IMF — MF'| =2a O

MF + MF' = +=—

a

Il en résulte que (10) p. 8 est équivalente a (9) p. 8 et peut servir de définition de 1’hyperbole.

2.2 Définition monofocale d’une hyperbole

Théoréme 2.3. Soit (D) : x = a?/c une droite du plan et soit F (c,0) un point du plan. Soit

e =c/a > 1, et H la projection orthogonale de M sur (D). L'ensemble () des points M
tels que
MF

MH ~
forme une branche d’hyperbole, de foyer F, de directrice (D), et d’excentricité e.

e

10 sciences-physiques.neocities.org
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2 DEFINITIONS D’UNE HYPERBOLE

Y
(D)
M
F(c,0)
0 i X
K | Ata,0)
()
FiG 5 — Une branche d’hyperbole
Démonstration.
MF ¢
MH ~ a
c2
MF? = — MH?
a
2 (2 2
(x—c)"+y- = a—z(?—x)
2.2
x2 —2xc + 2 +y%2 =a% - 2xc + 5
a
x2a? + c?a® + y*a® = a* + x*c?
x2 (a2 _ c2) +y2a? = a2 (a2 _ Cz)
e > 1 donc a < c, on pose b tel que a* — ¢? = b2,
“2h? +y2a% = —a?h?
x_2 _ ﬁ =1 [
a2 b2

Remarque. Avec la droite (D) : x = —a?/cetle foyer F’(—c, 0) nous obtenons la seconde branche
d’hyperbole d’équation

Nous avons montré que pour e > 1, (8) p. 5 implique (10) p. 8. Montrons que pour e > 1,
(10) implique (8).

Théoreme 2.4. L’ensemble () des points M d’une branche d’hyperbole de foyer F(c,0)
et de sommet A(a,0) suit la relation

MF
MH

=ée

avece =c/a > 1.

sciences-physiques.neocities.org 11
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3 DEFINITION D’UNE PARABOLE

Démonstration. Par hypothese

2 y2—1
a? b2
3202 4 y2a? = —a2b?
$2 (az _Cz) +2a2 = @2 (az _Cz)
x2a® + c?a? + y?a® = a* + x*c?
2.2
)cz—2xc+c2+y2=az—2xc+—2
a
2
2 /.2
s 5, _C°(a
X—0)"+y " =—=|——-x
( )T +Yy a2(c )
c2
MF? = — MH?
a2
MF
—— =e
MH
etcomme c > a, e > 1. O]

Remarque. A partir de la relation
MF' = ‘a + ’f|
a
on obtient I’équation de la seconde branche d’hyperbole,

MF’

MH "¢

Il en résulte que pour e > 1, la relation (8) est équivalente a I’équation (10) et peut servir de
définition de I’hyperbole.

3  DEFINITION D’ UNE PARABOLE

Définition 3.1. L’ensemble (%) des points M (x,y) du plan dont les coordonnées vérifient
I’équation
y = ax?

avec a # 0, est une parabole de sommet o et d’axe de symétrie 1’axe des ordonnées.

12 sciences-physiques.neocities.org
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3 DEFINITION D’UNE PARABOLE

a>0

FiG 6 — Une parabole

Cherchons 1’équation de la parabole d’axe de symétrie 1’axe des abscisses. Considérons le
repere (0,1, J) avec I = j, et J = —1, dans lequel on a M (X, Y) avec,

X=y
Y =—x

L’équation de (<) dans (o, 1,J) s’écrit,

|
=
S

(15)

h.<
\S]
|
A=}

"
I+
Sixl

Y

(D)

a>0
F
1 } X
I

FiG 7 — Une parabole

Théoréme 3.1. Soit (D) une droite du plan et soit F un point du plan n’appartenant pas a
(D). Soit e = 1, et H la projection orthogonale de M sur (D). L’ensemble (£?) des points

M tels que
MF

MH ~
forme une parabole de foyer F, de directrice (D), et de sommet équidistant de F et de (D).

e

sciences-physiques.neocities.org 13
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4 EQUATION COMMUNE AUX TROIS CONIQUES

Démonstration.
MF =MH
MF? = MH?
Supposons le foyer de coordonnées F'(c,0), et soit (D) la droite verticale d’équation x = —c,
alors,

(x—c)2+y2 = (x+c)2
y2 = 4ex

Dans le cas particulier de la parabole, on appelle p = 2¢ le parametre et I’on a,
y* = 2px 0

Nous avons montré que pour e = 1 la relation (8) implique (15). Montrons que pour e = 1 la
relation (15) implique (8).

Théoreme 3.2. L'ensemble (Z?) des points M d’une parabole suit la relation
MF _

MH ™€

avece = 1.
Démonstration.
y? = 2px
2 2
(-840 = x4 )
MF? = MH?
MF =MH [

4  EQUATION COMMUNE AUX TROIS CONIQUES

A partir des chapitres précédents, nous pouvons poser une définition commune aux trois
coniques.

Définition 4.1. Soient F un point du plan, (D) une droite du plan ne passant pas par F, H
la projection orthogonale de M sur (D) et e un réel positif. (¢) est I’ensemble des points

M du plan tel que
MF

MH ~
avec e < 1 pour une ellipse, e = 1 pour une parabole, et ¢ > 1 pour une hyperbole.

e

Rapportons le plan a un repere orthonormé (S, 1, j), S étant le sommet de la conique. Etant
donnés le foyer F'(d, 0) et la droite directrice (D), cherchons 1’équation de la conique.

14 sciences-physiques.neocities.org
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4 EQUATION COMMUNE AUX TROIS CONIQUES

(D) y

(¢)

d/e

FiG 8 — Une conique

Soit K la projection orthogonale de F sur (D). Lorsque M passe au sommet S, H est en K, et
nous avons

SF _
SK
SK =

Qe ®

par conséquent, le sommet S étant toujours entre le foyer F et la droite (D), nous avons K (—g’, 0)
donc H(—g,y), et,

MF? = 2MH?

d 2

(x—d)2+y2=ez(x+g)

x2 = 2xd + d? + y? = e®x? + 2xde + d?
y2 = (e2 = 1)x% + 2xd(e + 1)

Pour retrouver 1’équation de la parabole pour e = 1, on pose p = d(e + 1) le parametre, et I’on a
y? = 2px + (2 — 1)x? (16)

qui est I’équation commune aux trois coniques, exprimée dans un repere ayant pour centre le
sommet de la conique.

Quelle est I’expression du parametre p en fonction de a et de b ?
Cherchons 1’équation de I’ellipse dans le repere (A’,1i,j) de centre A’(—a,0). A partir de
I’équation de I’ellipse,

2 2
x_ + y_ =1
a? b2
effectuons le changement de variables :
Y=y
X=x+a

sciences-physiques.neocities.org 15
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4 EQUATION COMMUNE AUX TROIS CONIQUES

Nous obtenons,
a2Y? + b2 (X — a)® = a2b?
a’Y? + b?2X? - 2Xab? + a*b? = a*b?
2 2
y2=22x_ b—2X2
a a
b2
=2-X+(e2-1)X?
a

par conséquent, pour une ellipse

b2
pP=-7

Pour un cercle, a = b et e = 0, si bien que
p=a

L’équation (16) donne

y2 = 2ax — x2

y2 + (x —a)? =a?

qui est I’équation d’un cercle de rayon a et de centre 0(0,0), exprimée dans le repere (A, 1, j).
De méme, cherchons 1’équation de 1’hyperbole dans le repere (A, i, j) de centre A(a,0). A

partir de I’équation de I’hyperbole,

X y _
2 !
effectuons le changement de variables :
Y=y
X=x-a

Nous obtenons,

b2 (X +a)* — a?Y? = a?b>
b2X2 + 2Xab? + a®b? — a?Y? = a2b?

I
Q|
Q
)
j‘
oyl
)

I
-
+
|

donc,
b2
Y2=2—X+ (2 -1)X?
a
par conséquent, pour une hyperbole nous avons encore

b2

P=

16 sciences-physiques.neocities.org
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5 REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES

5  REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES

5.1 Représentation paramétrique d’une ellipse

Tout point M (x,y) de I’ellipse (&) vérifie I’équation

ol a et b sont des constantes. Or, Vo € [0,27[,
2 2
cos” @ +sin“ ¢ =1

On effectue le changement de variables

2

X a2

a—z—cos ¢ . {xziacosgp N X =acos ¢
2 = + bsin = bsin
Z—2=Sm2¢ y=xbsing y ¢

(17)

Réciproquement, montrons que tout point M (x,y) du plan dont les coordonnées vérifient (17) est

un point de I’ellipse (&)

2
— cac2
X =acos ¢ a_z_COS(p x2 y2
. = 2 = —+—:1
y = bsin ¢ Y o a? b2
3 = sin"g

Définition 5.1. Anomalie excentrique
L’angle ¢ est appelé anomalie excentrique.

Les égalités (17) constituent une représentation paramétrique de 1’ellipse (&), de parametre ¢.
A tout point M (x,y) € (&), on peut associer un réel unique ¢ vérifiant (17), et réciproquement.

Posons tan(¢/2) =t, (17) devient

x_al—ﬂ

1 +122
2t

=b

Y 1+¢2

qui est une autre représentation paramétrique de ’ellipse (&), de parametre 7.

=0 = t=0 s M(a,0) =A
@ =u/2 S t=1 S M@O,b) =B
Q=T =9 t = +oc0 = M(-a,0) = A’
¢ =3m7/2 = =-1 = M(,-b) =B

sciences-physiques.neocities.org

(18)

17


http://sciences-physiques.neocities.org

5 REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES

5.2 Anomalie excentrique

Définition 5.2. Soit I’ellipse (&) d’équation

avec a > b > 0. On appelle cercle principal de I’ellipse, le cercle (4]) de centre o et de

rayon a, d’équation

24y =a?

On appelle cercle secondaire de I’ellipse, le cercle (%, ) de centre o et de rayon b, d’équation

x2+y2=p2

(¢1)

=T ()

FiG 9 — Anomalie excentrique ¢

Soit M (x,y) un point de (&),

x? +y? =a?
R =a -
2
— a2 _ .2 Y
=a°-a (l—b—z)
_@2
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5 REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES

et soit M5 (x5, y,) un point de (%,) de méme ordonnée que M, y, =y

x%+y%:b2
x5 =b*-y3
2
—p2op21-2
(-2
_b o
612

Donc, nous avons M (x,y), M (x, %y) et M, (gx, y).
Effectuons le produit vectoriel :

OMIXOMZZ( _%;X)
0

Les points o, M| et M, sont alignés. Si 1’on pose (0x,0M;) = ¢, alors, les cercles (47) et (%5)

étant de rayons respectifs a et b,

{xlzacosqo {x:acosqo

Vo = bsin ¢ y =bsing

ce qui donne une interprétation géométrique de I’anomalie excentrique.

5.3 Représentation paramétrique d’une hyperbole

Tout point M (x,y) de I’hyperbole (7¢) vérifie I’équation

=l (19)
Yo € [0,20] :
cos? ¢ + sin? =1
Vo # 2k+1)5, ke Z
cos? 9 —tan® ¢ = 1
On effectue le changement de variables :
2 _ 1 a a
az cos? ¢ N Y= Cos ® N ~cos¢ (20)
Z_zztanz(P y=+btan ¢ y = btan ¢

Ces relations impliquent qu’a tout point M (x,y) de I’hyperbole (.7¢’), on puisse associer un
unique réel ¢ (dans un intervalle [0, 2s7[ diminué des multiples impaires de %) vérifiant (20).

Définition 5.3. Anomalie excentrique
L’angle ¢ est appelé anomalie excentrique.

sciences-physiques.neocities.org
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Réciproquement, montrons que tout point M (x, y) du plan dont les coordonnées vérifient (20)
est un point de 1’hyperbole (77")

2 1
a —_— =
T Cos e N a>  cos’ ¢ = x_z_y_z_l
2 27 2 T
- y a b
y = btan ¢ > — tan2 ¢

Les égalités (20) constituent une représentation paramétrique de 1’hyperbole (7¢°) d’équation
(19).
Posons tan % = t, les égalités (20) donnent

1+¢2
Y=aiTg
o 201
=bh
Y 1-1¢2

qui est une autre représentation paramétrique de 1’hyperbole (7). Les restrictions suivantes sont
équivalentes,

p# 2k+ )T, keZ o t¢{-1,+1)

Toutefois,
tan%=t=>(p7é(2k+1)ﬂ,keZ

donc le sommet A’ (—a, 0) n’est pas obtenu par (21) quand r € R — {~1, +1}. Cependant, quand
t — oo, le point M tend vers A”.

6 COORDONNEES POLAIRES

6.1 Coordonnées polaires centrées sur o

FiG 10 — Coordonnées polaires centrées sur o
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6 COORDONNEES POLAIRES

Théoreme 6.1. En coordonnées polaires (p, a) de centre o, ’équation d’une ellipse
centrée en 0(0,0), de demi-petit axe b, d’excentricité e, et dont [’axe focal est situé sur

’axe des abscisses, s’écrit : )
p=——— (22)
V1 —e2cos? a

Démonstration. On part de 1’équation cartésienne de 1’ellipse,
2 )2
) + o) =1
at b
p2x2 + a®y? = a2b?

On effectue le changement de variables :

X = pcosa )
. = b? p? cos? a + a’p? sin® @ = a2b>
y = psina
On a alors
5 a’b?
p- = ;
b2 cos? a + a2 sin® a
b2
=72
b—2 cos2 a + (1 —cos? a)
a
b2
(—2 - 1) cosca + 1
a
Nous avons,
c
e=—
a
_1./2 2
=2 a —b
_ b?
=4/1 =
si bien que,
p* = i
1 —e2cos?a
b
p=——
V1 —e2cos? a
car b > 0.

Nous avons montré que (4) p. 3 implique (22) p. 21. Montrons que (22) implique (4).

Théoreme 6.2. En coordonnées polaires (p, a) de centre o, I’équation
b
V1 — e2cos? a

est celle d’une ellipse centrée en 0(0,0), de demi-petit axe b, d’excentricité e, et dont [’axe
focal est situé sur ’axe des abscisses.

p:
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6 COORDONNEES POLAIRES

Démonstration.
b
p =
V1 —e2cos? a
p? = i
1 —e2cos?a
b2
= 2
1- (1—%)c0s2a
b2
= - >
sin® a + % cos? a
a2 p?sin® a + b%p? cos? a = a?b?

On effectue le changement de variables :

= b2x2 + a?y? = a?b? = Ty o1o

X = pcosa 2 2
y=psina az b2

6.2 Coordonnées polaires entrées sur le foyer F

FiG 11 — Coordonnées polaires centrées sur F

Définition 6.1. Anomalie vraie
L’angle 6 est appelé anomalie excentrique.

Théoreme 6.3. En coordonnées polaires (p,0) de centre F, I’équation d’une ellipse
centrée en o(—c,0), de demi-petit axe b, d’excentricité e, et dont [’axe focal est situé sur

’axe des abscisses, s’écrit® :

_ P
P = T¥ecos (23)

a. Voir Le probleme de Kepler.pdf
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6 COORDONNEES POLAIRES

Démonstration. Cherchons I’équation cartésienne de ’ellipse dans le repere (F, 1, j). A partir de
I’équation (4) dans le repere (o, 1, j),

2 2
X y—l

— 4 = =
a*? b2
p2x2 + a2y? = a2h?
on effectue le changement de variables suivant :
X=x-c
Y=y

b2 (X +¢)? + a?Y? = a?p?
b2X2 +2b2Xc + b%c? + a2Y? = 42b?

On passe en coordonnées polaires :

= p2=X2+Y2 et Y?2=p2-p?cos?h

X =pcosf
Y =psiné

b?X? +2b°Xc + a’Y? = b* (a® - ¢?)
b%p? cos? 6 + 2b%cp cos O + a®p? — a®p? cos? O = b*

On effectue le changement de parametres,

p?cos? 0 (b? — a®) + 2b%aep cos 0 + a* p? = b*

b? b? b*
p2cos?f| —= —1|+2=—epcosh + p? = =
a? a a?

On pose p = b?/a appelé paramétre de 1’ellipse,

p2 =p? +e2p?cos? O —2pepcos b
= (p2 — epcos 6)2
p=1(p*—epcost)
Le rayon étant positif,
2 _
p=p-—epcosl
p(l+ecosf)=p

_ 14
P = T¥ecos -
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6 COORDONNEES POLAIRES

Nous avons montré que 1’équation (4) implique 1’équation (23). Réciproquement, montrons
que I’équation (23) implique I’équation (4).

Théoreéme 6.4. En coordonnées polaires (p, 0) de centre F, I’équation

_ p
P = T¥ecos

est celle d’une ellipse centrée en o(—c,0), de demi-petit axe b, d’excentricité e, et dont
I’axe focal est situé sur I’axe des abscisses.

Démonstration.

p+epcosh =p
On effectue le changement de variables :
]1 /2

p=[y+x-0?
pcosfd =x—c

[y2 + (x — c)2]1/2 +e(x—c)=p

YH@x-o?=[p-ex-0o)]’
y2 +(x—c)% - [p2 —2pe(x —c) + e%(x — c)2] =0
y2+(1-e?)(x—c)2=p?+2pe(x—c) =0
Soit e I’excentricité et p le parametre, tels que
b2
e= - = 24)
b2
p=— (25)
Avec ces définitions, nous avons :
) b2 ) ) b4 2
y +;(x —2xc+c )—a—2+2;e(x—c) =0
a’y? + b%x? — 2b%xc + b*>c? — b* + 2b%aex — 2b%aec = 0
En remarquant que ae = ¢ = Va2 — b2,
a’y? + b’x?> —b* —b%*c? =0
a2y2 + b2x% = b* + b2 (a? - b?)
a2y? + b2x2 = a2b?
22
a_2 + b_2 =1 ]
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7 SURFACE TOTALE D’UNE ELLIPSE

Remarque. Lorsque I’excentricité est nulle nous obtenons un cercle. Il y a deux fagon de le voir : I’équation
(23) devient p = p qui est I’équation d’un cercle de rayon p. En partant de I’expression de 1’excentricité :

b2
1—Z=0

b2
21!
a=>b

le demi-grand axe et le demi-petit axe sont égaux, nous avons bien un cercle.
Lorsque I’excentricité tend vers 1’unité, le rapport b/a tend vers zéro et I’ellipse n’est plus fermée. La

définition e = \/ 1 — b2/a? que nous avons prise pour I’excentricité ne s’applique que pour un cercle ou une
ellipse.

Remarque. Lexcentricité e et le paramétre p sont indépendants : fixer la valeur de I’un ne fixe pas
la valeur de I’autre. Il en va de méme en coordonnées cartésiennes pour les longueurs a et b des demi-
axes. Par conséquent, les deux relations (24) et (25) sont nécessaires pour que les ellipses d’équations
b%2x? + a®y? = a’b? et p = p + pecos O soient identiques.

7  SURFACE TOTALE D’ UNE ELLIPSE

Théoreme 7.1. La surface d’une ellipse est donnée par,

S =usmab

Démonstration. On part de 1’équation cartésienne de 1’ellipse :

2 2
x_+y_:1
a’? b2
y2_1 x2
2oz
2
y) = £b|1- >

On integre la fonction y(x) sur le quart supérieur droit de I’ellipse pour obtenir le quart de la
surface totale S. La variable x varie alors de 0 a a, et y(x) reste positive :

S a
7= fo y(x)dx
2
= ["o\1 - dx
0 a2
On pose t = x/a, d’ou dx = adt,

S:4abf01\/1—t2dt
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7 SURFACE TOTALE D’UNE ELLIPSE

On pose ¢t = sinf, d’ou dt = cos 6 d0,

2
S = 4ab foﬁ/ \/1 —sin? 0 cos O do

2
= 4ab foﬁ/ cos2 0do

2
_ b a/ 1+cos20d0
0 2

2 2
_ 2ab(f0”/ do + fo’” 00526‘d6)
On pose ¢ = 260, d’ou df = %da,
S =2ab ([0]3/2 + % foﬁ cosada)

=2ab (5 + 3[sina]7)

=g ab O]
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