o.castera@free.fr
sciences- physiques.neocities.org

Physique Vol. 4
Tenseur Métrique

Olivier Castéra

Le 15 avril 2026


mailto:o.castera@free.fr
http://sciences-physiques.neocities.org




Table des matieres

1 Tenseur métrique

1.1 Définition . . . . . . . . . .
1.2 Tenseur métrique et composantes . . . . . . . . . . o Lo i e e e e
1.3 Les différentes notations du produit scalaire . . . . . . ... ... ... .....
1.4 Notation matricielle des covecteurs . . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.5 Tenseur métrique dual . . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.6 Différentielle du déterminant du tenseur métrique . . . . . . . ... .. ... ..
1.7 Tenseur métrique €t NOIME . . . . . . . . . . v v v v v it e e e
1.8 Tenseur métrique etbases . . . . . . . . . . . ... e

1.8.1 Baseorthonormée . . . .. ... .. ... ... .. .. .. ... ...

1.8.2 Base orthogonalenonnormée . . . . . .. ... .. ... ... .....

1.8.3 Baseobliquenormée . . . . . . . . . ... .. o

2 Espaces riemanniens
2.1 Lesdifférents espaces . . . . . . . . ...
2.2 Propriétés du tenseur métrique . . . . . .. ... Lo o e

3 Formes linéaires

3.1 Formes et formes linéaires . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ...
3.2 Expression analytique d’une forme linéaire . . . . . .. ... ... ... ....
3.3 Espace vectoriel dual d’un espace vectoriel . . . .. ... .. ... .......
34 Basedualed’unebase . . . ... ... ...
3.5 Baseréciproque . . . . . ... e e e
3.6 Indépendance linéaire des vecteurs réciproques . . . . . . . . . ... ... ...
3.7 Composantes contravariantes dans la base réciproque . . . . . . .. ... .. ..
3.8 Composantes covariantes dans la base réciproque . . . . . . . .. ... ... ..
3.9 Transformation des composantes en bases réciproques . . . . . . . ... .. ..

3.9.1 Transformation des composantes contravariantes . . . . . . ... .. ..

3.9.2 Transformation des composantes covariantes . . . . . . . . ... .. ..

3.9.3 Transformation des vecteurs de base de la base réciproque . . . . . . ..

4 Formes bilinéaires
4.1 Définition d’une forme bilinéaire . . . . . . . . . ... L oL
4.2 Expression analytique d’une forme bilinéaire . . . . . ... .. ... ... ...
4.2.1 Expression analytique d’une forme bilinéaire symétrique . . . . . . . . .
4.2.2 Expression analytique d’une forme bilinéaire antisymétrique . . . . . . .
4.3 Forme quadratique associée a une forme bilinéaire symétrique . . . . . . . . ..
4.4 Expression analytique d’une forme quadratique . . . . . . ... ... ... ...

00 N A =

11
11
11
11
14
15

17
17
18

21
21
26
27
28
29
30
35
36
37
37
37
38



4.5 Matrices et formes bilinéaires . . . . . . . . . .. 43

5 Produit de Kronecker 47
5.1 Propriétés du produit de Kronecker . . . . .. ... ... ... ... ..... 47
5.2 Formes bilinéaires . . . . . . . . . ... L 50

6 Espaces vectoriels pré-euclidiens 51
6.1 Définitions . . . . . . . .. 51
6.2 Signature d’un espace vectoriel pré-euclidien . . . . . ... ... ... ... .. 52
6.3 Angle entre deux vecteurs . . . . . . . .. ... 55

6.3.1 Espace vectoriel euclidien . . . . ... ... ... ... ......... 56
6.3.2 Espace vectoriel pseudo-euclidien . . . . . ... ... ... ... ... 60

7 Espaces ponctuels 63
7.1 Définitions . . . . . . ... e 63
7.2 Repere et coordonnées d’unpoint . . . ... ... oL 63
T3 Distance . . . . . ..o e e e e 64
7.4 Dérivée et diftférentielle d’un vecteur et d’un point . . . . . .. ... ... ... 67

8 Gradient 71
8.1 Différentielle d’'un champ de scalaires . . . . . . . ... ... ... .. ..... 71
8.2 Définition du gradient d’un champ de scalaires . . . . . . ... ... ... ... 72
8.3 Représentation du gradient . . . . . . . ... .. L L L 80
8.4 Base réciproque de labase naturelle . . . . . . ... ... ... ... ... 80

9 Algebre tensorielle 83
9.1 Introduction . . . . . . . . . L 83
9.2 Composantes deux fois contravariantes . . . . . . . .. . ... ... ... ... 86
9.3 Produit tensoriel . . . . . ... L L L 87

9.3.1 Produit tensoriel de deux vecteurs . . . . . ... ... ... ..., 87
9.3.2 Expression analytique du produit tensoriel . . . . . . .. ... ... ... 88
9.3.3 Eléments d’un espace produit tensoriel . . . . .. ... ......... 90
9.3.4 Produit tensoriel de deux espaces identiques . . . . . ... ... .. .. 91
9.3.5 Non commutativité du produit tensoriel . . . . . . ... ... ... ... 91
9.3.6 Associativité du produit tensoriel . . . . .. ... ..o oL 92
9.3.7 Produit tensoriel de plusieurs espaces . . . . . . ... ... ... .. .. 93
9.4 Produitscalaire . . . . . . . . . .. 93
9.4.1 Produit scalaire d’un produit tensoriel par un vecteur de base . . . . . . . 93
9.4.2 Composantes deux fois covariantes d’un tenseur d’ordre deux . . . . .. 95
9.4.3 Produit scalaire de deux tenseurs contravariants d’ordre deux . . . . . . . 95
95 Base . . . . . 96
9.5.1 Base duale d’un espace produit tensoriel . . . . ... .. ... ... .. 96
9.5.2 Composantes mixXtes . . . . . . . . . . . ... e 96
9.5.3 Changementdebase . . .. .. ... .. ... ... ... ... .. ... 98
9.6 Transformation des composantes d’untenseur . . . . . . . . ... ... ..... 99
9.6.1 Transformation des composantes contravariantes . . . . . . ... .. .. 99
9.6.2 Transformation des composantes covariantes . . . . . . . . . .. .. .. 101
9.6.3 Transformation des composantes mixtes . . . . . . . . . . . ... .. .. 104
9.7 Définition d’untenseur . . . . . . . .. ... Lo 107

ii



0.8 Letenseur métrique . . . . . . . . . ..o e e e e e 111

9.9 Symétrie et antisymétrie des tenseurs . . . . . . ... Lo oL 113
9.9.1 Tenseurs deux fois contravariant ou deux fois covariant . . . . . . .. .. 113

9.9.2 Symétrie des tenseurs mixtes . . . . . . . . ... ... ool 113

9.9.3 Décompositiond’untenseur . . . . . . . .. ... 114

9.10 Opérations surles tenseurs . . . . . . . . . . o . v vt e e 115
9.10.1 Propriétés des lois de composition tensorielles . . . . . . .. .. .. .. 115

9.10.2 Combinaison linéaire de tenseurs . . . . . . . . .. ... ... ..... 116

9.10.3 Classification des tenseurs . . . . . . . . . . . ..o o 117

9.10.4 Multiplication tensorielle . . . . . . ... ... ... ... ... .. 117

9.10.5 Contraction des composantes . . . . . . . . . . v v v vt e 117

9.10.6 Multiplication contractée . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 119

9.10.7 Produit complétement contracté . . . . . .. ... ... 121

9.11 Equations tensorielles . . . . . . . . . ... 122
9.11.1 Changement de systeme de coordonnées . . . . . . .. ... ...... 122

9.11.2 Regles surlesindices . . . . . ... ... ... .. ... ........ 123

10 Annexes 125
10.1 Théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt . . . . . ... ... ... .. 125
Index 127

iii






TENSEUR METRIQUE

1.1 Définition

L’expression analytique du produit scalaire de deux vecteurs fait apparaitre le produit scalaire
de tous les vecteurs de base pris deux a deux, e; - ;. Nous pouvons former une matrice carrée
symétrique a partir de ces produits scalaires.

Définition 1.1 : Tenseur métrique

La matrice [gi j] définie par ses composantes g;; telles que
.. déf
Vi, j gij=e ¢

est appelée tenseur métrique ou tenseur fondamental, noté G.

On retrouve les propriétés du produit scalaire. On ajoute le fait que les composantes du tenseur
métrique sont fonction des coordonnées lorsqu’elles ne sont pas rectilignes puisque les vecteurs de
base varient d’un point a I’autre (donc dans les espaces pré-euclidiens en coordonnées curvilignes,
et dans tous les espaces ayant une courbure intrinseéque).

Pour un espace donné, les composantes du tenseur métrique dépendent

a) du choix du systeme de coordonnées
b) puis du choix de la base dans ce systeme de coordonnées, principalement la :
« base tangente normée
« base réciproque non normée de la base tangente normée
 base naturelle
« base réciproque de la base naturelle

Exemple 1.1 : Métrique et tenseur métrique du plan euclidien

La métrique de I’espace euclidien de dimension deux, c.-a-d. le plan euclidien aussi noté R?,
s’écrit :



« en coordonnées rectangulaires (x, y) : ds? = dx? + dy?
« en coordonnées polaires (p, 0) : ds* = dp? + p2d6?

En représentation matricielle et en notation li co, le tenseur métrique de 1’espace vectoriel
euclidien E, a pour expression :

« dans la base rectangulaire orthonormée (i,j) :

i-i 0 10
G =G
0 j-j 01

« dans la base polaire orthonormée (e, eg) :

e, e 0 —G 1
0 €g - €y 01

« dans la base naturelle polaire (e,, €g) en coordonnées polaires (o, ) :

c e, e, 0 e 1 0
0 e5-¢€ 0 p?

« dans la base naturelle polaire (e, €g) en coordonnées rectangulaires (x, y) :

e, e, 0 _G 1 0
0 €g - €g 0 x2+y2

Dans la base naturelle d’un systeme de coordonnées, tenseur métrique et métrique dans le
méme systeme de coordonnées sont intimement liés.
Exemple 1.2 : Tenseur métrique de I’espace euclidien en coordonnées sphériques

Dans la base naturelle du systeme de coordonnées sphériques, le tenseur métrique de 1’espace
vectoriel euclidien E5 a pour composantes en coordonnées sphériques :

e e, 0 0 1 0 0
G| 0 e-e¢g 0 [=G|lo r? 0
0 0 ey ey 0 0 r?sin*(6)

La métrique de I’espace vectoriel euclidien E5 en coordonnées sphériques s’écrit :

ds? = dr? 4 r2d6 + r? sin?(8)d¢>

Exemple 1.3 : Tenseur métrique et métrique d’une sphére

A la surface d’une sphere de rayon r, plagons-nous dans la base naturelle (eg, e4) associée



aux coordonnées sphériques (6, ¢), o1 O est la colatitude et ¢ la longitude. A partir de la
métrique de la sphere, le tenseur métrique a pour composantes en coordonnées sphériques :

e € €p- e, r 0

ey € €€y 0 r%sin%(6)
ou r est constant. La métrique de 1’espace courbe E, en coordonnées sphériques s’écrit :

ds? = r2d8 + r? sin?(6)d¢?

Exemple 1.4 : Métrique de ’espace-temps

La métrique de I’espace-temps en convention de genre temps est donnée dans le Vol. 5 Rela-
tivité restreinte. Lorsque le s? est positif, nous sommes dans 1’espace-temps de I’observateur,
dans son futur absolu ou dans son passé absolu. Lorsque le s? est négatif, nous sommes
en dehors de ’espace-temps de I’observateur. Les événements dont le s? avec 1’événement
origine est négatif, n’existent pas pour I’observateur a I’origine (a ce moment précis et a cet
endroit précis, ils existeront pour I’observateur plus tard, le temps que 1’information arrive).

Au § 9.8 page 111 nous montrons que les composantes de la matrice G se transforment de
facon a rendre invariante la distance entre deux points par changement de coordonnées, donc
par changement de base. Un tenseur est un objet mathématique qui a une existence propre
indépendante du systeme de coordonnées dans lequel on le représente. Toutes les matrices ne
sont pas des tenseurs, tous les tenseurs a deux indices peuvent étre représentés sous forme de
matrices. Nous verrons au § 4.5 page 43 que la représentation matricielle des tenseurs a des
limites que n’a pas la notation indicielle.

Exemple 1.5 : Tenseur métrique associé aux coordonnées cartésiennes

Soit (ex, ey) la base d’un systeme de coordonnées cartésiennes de I’espace vectoriel euclidien
E,. Le tenseur métrique a pour composantes :

€x-€x €x-€y e?c ”ex””ey” COS(exa ey)

G =G ,
€x €y €y-6 ”ex””ey” cos(€ey, ey) €y
La symétrie du produit scalaire implique la symétrie des g;; quelle que soit la base :
Vl,] ei'ej:ej'ei
8ij = 8ji
Grace au tenseur métrique le produit scalaire s’écrit :

u-v=guv (1.1)

En utilisant la non dégénérescence (Vv, u - v = 0 = u = 0) du produit scalaire :
SiVo, u-v=0, alorsu=0
& Sivv/, gjulv/ =0, alorsu' =0

= SiVj, gju'=0,alorsu' =0



guu' + gt + -+ gu" =0
1 2 n
u +gHu“+ -+ u'=0
= Si 812 82 En2 alorsu! =u?=...=u"=0

glnu1 + gnzuz + e+ gnnun =0

gn 8n - 8m (W 0 u' 0
g2 g2 v g || W 0 u? 0

= S = alors =
| 81n 8n2 ° 8nn| u" 0 u" 0

La condition nécessaire et suffisante pour que g;ju'v’ soit non dégénérée est que le déterminant
de la matrice carrée G soit non nul :

240 (1.2)

1.2 Tenseur métrique et composantes

En utilisant les définitions des composantes covariantes et contravariantes :
V] uj =u- ej
=D (u'e) ¢
i
= Z u'(e; - ¢)
i
— i
=8
i

Les g; j permettent de passer des composantes contravariantes aux composantes covariantes,
autrement dit d’abaisser les indices :

Vi ou=gul (1.3)

Ces relations sont des relations entre composantes. Si i et j varient de 1 a 3, I’écriture indicielle
condense trois relations, comme le ferait une écriture vectorielle. Nous retiendrons que le tenseur
métrique prend en entrée un vecteur écrit en composantes contravariantes, et donne en sortie le
méme vecteur écrit en composantes covariantes. Il permet de changer la variance d’un vecteur.

Exemple 1.6 : Tenseur métrique et composantes

Soit u un vecteur d’un espace vectoriel euclidien E,. Pour la premiere composante covariante,

U =u-e
= (ule; + u%e,) - e;
=u'(e; - ) + u’(e; - €;)
=g u' + gy u?



et pour la seconde composante covariante :

U=u-e,
= (ule; + u’e,) - e,
=ul(e; - e;) + u’(e, - e,)

= gpu' + gpu?

En écriture matricielle nous avons le systeme :

ul + g ut=u ul u
{811 L 821 . 1 N 811 821 )= 1 (1.4)
U T8&xU” =1U; 812 8xn|\u U,
1.3 Les différentes notations du produit scalaire

Avec le tenseur métrique le produit scalaire s’écrit, d’apres la relation (1.1) page 3 :

u-v=guv

Notation 1.1

On trouve aussi la notation e
c
u-v =g(u,v)

qui montre explicitement que le tenseur métrique prend en entrée deux vecteurs et donne en
sortie un scalaire.

En utilisant (1.3) page précédente et par symétrie du produit scalaire :

u-v=uv (1.5)
= uly
Le tenseur métrique n’apparait plus dans 1’expression du produit scalaire et tous les termes sont
précédés d’un signe positif,
u-v=uv +uv? + . w0
mais chaque terme est algébrique, c.-a-d. positif, négatif ou nul.

Exemple 1.7 : Vecteurs orthonormés

Dans le champ de bases naturelles polaires (e,, eg) de 1'espace vectoriel euclidien E,,



montrons que les champs de vecteurs u et v donnés en composantes contravariantes

p
3/5
3 4 u
u—ge‘o-l';e@ 4/5p
v—_—4e +ie = < 4
— 5 P 50 0 v —4/5

sont normés et orthogonaux.

« la base naturelle polaire est orthogonale non normée :

u-u—(ée +ie>-<§e +ie> [P = e, e, + ——e;-e
T\5 P T 550 5P T 5,0 T o5 PP T 52 076
—4 3 -4 3 Z_E . L .
v-v—<?ep+§e@)-<?ep+§ee> ol = < e €0 + 5552 80 " €0
9 16
2 2
uf = =+ —
lul”= 55+ 3502 {||u||=1
16 9 ||v||=1
2 2
o2 = — + ——

Effectuons le produit scalaire :

3 4 -4 3
u-v=<—ep+—e@)-<—ep+—e9>
5 5p 5 5p

12 12
= —_—— —pz

25  25p2
=0
« en passant dans la base rectangulaire :

u= 2 [cos(0)i + sin(B)j] + é [—p sin(0)i + cos(6)j]

v= _?4 [cos(O)i + sin(O)j] + % [—p sin(O)i + cos(6)j]

u(®) = % [3cos(8) — 4sin(0)]i + %

v(0) =

3sin(B) + 4 cos(9)]j

[—4cos(0) — 3sin(O)]i + - [—4sin(0) + 3cos(0)]j

wn | =

1
5
|| = 2—15 (9 cos? 6+16 sin® 6—24 cos O sin 649 sin® 6416 cos? 6+24 cos O sin 6)

v]|? = 21—5 (16 cos? 6+9 sin® 6424 cos 6'sin 6416 sin® 6+9 cos? 6—24 cos O sin 6)

1
lul* = - (9 + 16) {||u|| —1
ol =1

1
Jol? = —-(19+9)



Effectuons le produit scalaire :

u-v= %(—1200529+1251n26+7cosesin9

—125sin% 6 + 12 cos2 6 — 7 cos Osin 6)

f
0 3/5
lul®> = (35 4
< 5 Sp)[ )02] 4/Sp>
[oI? = (~4/5 3/50)

1
0
1 0] /(-4s
| e[

=0

« en notation matricielle avec uTAu = q; juiuj :

{”u”Z = gijuiuj
lo]* = gijv'v?

)
3/5
u|? = (3/5 4/5p>( ) = 2 4 160
4/ 25 " 250 el =
= = =
_ 2_16 9 vl =1
: s o] = 55 + 52
ol = (-4/5 ¥sp) 25 " 25p
\ 3p/s

Effectuons le produit scalaire :

u-v =g uv

1 0|[-45
N
=(3/5 4/5p) _4/5)

30/s

12 120
= —— 4+ —

25  25p
=0



14 Notation matricielle des covecteurs

Nous pouvons écrire le produit scalaire sous forme de multiplication matricielle :

Ul

U2
— 1 2 n
U Uy ... Uy = U0 + UU° + - + UL

n

v
et donc représenter les covecteurs par des matrices lignes. La symétrie du produit scalaire devient :

1 1

U u
v? u?
(u1 U, ... un) . =(U1 U ... Un> .
" u"

En revanche, I’écriture matricielle de I’égalité 1.4 page 5 n’est plus possible car on aurait

1
u

811 821 . =(u1 u2> (1.6)

812 822 | \U

qui ne respecte pas la notation que 1’on a choisi pour la multiplication matricielle. Au chapitre 4
page 39 nous changeons de notation matricielle pour le tenseur métrique.

Remarque 1.1

Un covecteur n’est pas la transposée d’un vecteur car leurs composantes ne se transforment pas de la méme fagon par changement de base :

(ul uz)i(ul uz)

1.5 Tenseur métrique dual

Cherchons I’expression des composantes contravariantes d’un vecteur en fonction de ses com-
posantes covariantes. Nous devons résoudre (inverser) le systéme des n équations linéaires a n
inconnues u/ (1.3) page 4 : .
Vi gijuf = U;
D’apres (1.2) page 4 le déterminant g de la matrice G est non nul, par suite le syst¢me admet une
solution unique. La méthode de résolution de Cramer donne alors :
Vi ow=> C”gG) u;

i

En posant,
vij ghs C”;g(G)

1.7



nous obtenons les relations cherchées :
Vi oul =gy (1.8)

ot les g/ sont les éléments de la matrice inverse de la matrice G, appelé tenseur dual ou tenseur
conjugué du tenseur métrique. Il permet de passer des composantes covariantes aux composantes
contravariantes, autrement dit d’élever les indices. La notation avec deux indices supérieurs sera
justifiée au § 9.8 page 111.

G étant symétrique, il en est de méme de [g/]. De plus les déterminants de matrices inverses
sont inverses 1’un de 1’autre :

GGl=1
det(GG™) = det
detG xXdetG™1 =1

N |
det[g''] = 2
Les relations (1.3) page 4 et (1.8) de la présente page nous donnent :
Vk Up = 8k juj
Vi gfu = gg
Ul = gikgkju j
Par conséquent
vi,j  g*g =6 (1.9)
qui exprime en notation indicielle que les matrices sont inverses 1’une de I’autre.

Remarque 1.2

Concernant la notation des indices :

iky . — §i.
{g s st.=51=6l

s
8kjg™ =6;'

Pour un espace a n dimensions :
n n
ik — i
Z & 8ki = Z 5;
Avec la convention de sommation sur les indices répétés :

g%gn = &
=6l +6%+ -+ 6!
=n
Notez que §;; = 1 d’apres la définition du symbole de kronecker.

Exemple 1.8 : Tenseur métrique dual dans la base naturelle polaire

Dans la base naturelle polaire de 1I’espace vectoriel euclidien E,, le tenseur métrique a pour



composantes :

e,-e, e, -e 1 O
ppp@_G

e e, €€ 0 p?

Les éléments du tenseur métrique sont fonction des coordonnées, par exemple ici ggg = p>.

On les appelle des fonctions métriques. Le déterminant du tenseur métrique polaire vaut :

g=1xp*>-0x0
:pz

Le dual du tenseur métrique dans la base naturelle polaire a pour composantes :

2
. 1|p” O
[g7] = =
P10 1
1 0
— (1.10)
0 1/p?

Exemple 1.9 : Tenseur métrique dual a la surface d’une sphére

A la surface d’une sphére de rayon  le tenseur métrique a pour composantes en coordonnées
sphériques :

r2 0

0 r2sin%(0)

G

Le déterminant du tenseur métrique vaut :
g = r*sin®(6)

Le dual du tenseur métrique s’écrit :

2 cin2
iy 1 resin“(6) 0
8] = ——=
r4 sin“(0) 0 r2
1/r? 0

0 1/[r?sin*(9)]

10



1.6 Différentielle du déterminant du tenseur métrique

La différentielle du déterminant du tenseur métrique s’écrit (Cf. Vol. 1 Notion d’espace) :
dg =) dg;; C;;(G)
U

(1.7) page 8 donne I’expression du cofacteur :

dg = gg'/dg;;
Orgdx* = ggld, g;;dx*
kg = 88"0kgij

1.7 Tenseur métrique et norme

Le carré de la norme d’un vecteur (Cf. Vol. 1 Notion d’espace) peut s’écrire grace au tenseur

métrique.
Définition 1.2 : Norme d’un vecteur

Le carré de la norme d’un vecteur a pour expression

||u||2 = gijuiuj

Nous avons également :
|lu? = gijuiuj

= w;u’

1.8 Tenseur métrique et bases

1.8.1 Base orthonormée
Définition 1.3 : Base orthogonale

Une base (e, e,, ..., e,) d’un espace vectoriel euclidien E,, est orthogonale ssi ses vecteurs

11



sont orthogonaux deux a deux :
Vl;é], ei~ej=0
Vi#j, g;j=0

G est donc diagonale. L'inverse d’une matrice diagonale étant diagonale :

Vi#k, gk=0
Les relations (1.9) page 9 pour i = j deviennent :
Vi=1,...,n gikgki =1 sans sommer sur i
Les termes non diagonaux étant nuls, i = k :
Vi=1,...,n giigii =1 sans sommer sur i

soit, dans toute base orthogonale :

g11=yyg22=—

Définition 1.4 : Base orthonormée

(1.11)

(e;) est une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien ssi ses vecteurs sont normés

et orthogonaux deux a deux :
Vl,] ei-ej=5ij
8ij = 0ij

Dans toute base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien, les composantes covariantes et
contravariantes sont confondues. En effet, en partant des relations (1.3) page 4 et avec la déf. 1.4

ci-dessus :
Vi u; = g;ju
= 51' juJ
= ul
Il est souvent avantageux de se placer dans une base orthonormée.

Théoréme 1.1 : Théoréme de Gram-Schmidt

Tout espace vectoriel pré-euclidien admet des bases orthonormées.

La démonstration est donnée en annexe 10.1 page 125.

Exemple 1.10 : Tenseur métrique dans une base orthonormée

Dans I’espace vectoriel euclidien E; de la physique newtonienne, plagons-nous dans la base
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orthonormée (i, j, k). Le tenseur métrique a pour composantes :

i-i i-j i-k 100
Glj-i jj j-k|=Glo 1 0
k-i k-j k-k 00 1

Exemple 1.11 : Tenseur métrique dans une base pseudo-orthonormée

Placons-nous dans 1’'une des deux bases canoniques, c.-a-d. les plus simples, (e, e, e, e3)
de I’espace-temps de la relativité restreinte :

e(1,0,0,0) ey (i,0,0,0)
e,(0,1,0,0) e,(0,1,0,0)
) ou
e,(0,0,i,0) e,(0,0,1,0)
e5(0,0,0,1) e;(0,0,0,1)
ot i est le nombre imaginaire tel que i2 = —1. Dans la premiére base canonique, de convention

de genre temps, le tenseur métrique a pour composantes :

ey e, e;-e; ey-e, e;-e; 1 0 0 O

ej-e, e -e e -e, e -e3 0 -1 0 O
n =7

e, e, e,-e e,-e ée,-é¢€;3 0 0 -1 0

_e3 €y €e3-e; e3-e e3'e3_ _0 0 0 —1_

L’espace-temps de la relativité restreinte est pseudo-euclidien (en coordonnées rectangulaires
son tenseur métrique est diagonal et ses composantes valent £1). Sa base canonique est
pseudo-orthonormale. Calculons le tenseur dual du tenseur métrique en inversant sa matrice
représentative :

_ -1 _ -

1 0 0 0 1 0 0 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0
= (1.12)
0 0 -1 0 00 -1 0
0 0 0 —1] 0 0 0 -—1]

Le tenseur métrique de 1’espace-temps de la relativité restreinte est égal a son dual.
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1.8.2 Base orthogonale non normée

Dans une base orthogonale non normée, les composantes covariantes et contravariantes ne sont
pas confondues. Soit (e;, e,) une base orthogonale non normée d’un espace vectoriel euclidien
E,, telle que |le;|| = 3 et ||e,|| = 1 (Fig. 1.1).

u,=ull_____________

|

u |

e, :
|

% : :
0] ul e; 51
Fic. 1.1 — Base orthogonale non normée
Pour avoir,

u=ule, +u’e,

la composante contravariante u' est divisée par 3 pour compenser la multiplication par 3 de la
norme du vecteur de base e;. Elle varie contrairement (contra-variante) a la norme de son vecteur
de base e;.

La composante covariante u;, telle que

ul =u- 61
est multipliée par 3 en méme temps que le vecteur de base e;. Elle varie comme (co-variante) la
norme de son vecteur de base e;.

Bien que la base soit orthogonale u # u;e; + u,e,, car lors d’'un changement de base la
composante covariante u; et le vecteur de base e; sont multipliés dans le méme rapport, ne
laissant pas invariant u;e; + u,e,. En utilisant (1.3) page 4 nous avons :

— 1

U = 8nu

=(e;-e)u!

— 2,1

= lex"u

= 9ul
La composante g;; = e, - e;, et de fagon générale toutes les composantes g;;, est covariante au
carré puisqu’elle varie comme ||e;||?. Nous la dirons deux fois covariante.

Remarque 1.3

Par abus de langage, nous dirons par exemple qu’un « tenseur est deux fois covariant » alors que ce sont ses composantes qui le sont.

’écriture en composantes deux fois covariantes du tenseur métrique permet 1’invariance du
produit scalaire par changement de base, de deux vecteurs écrits en composantes contravariantes.
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Pour la seconde composante :

— 2
Uy = 82U
= (e;-e)u’
— 2,2
= [lex|"u
= u2
Le tenseur métrique s’écrit :
e, -e e-6e 9 0
e,-e e-e, 01

1.8.3 Base oblique normée

Fic. 1.2 — Base oblique normée

Le tenseur métrique s’écrit :
e -e e -e 1 cos(a)
e,-e e, -ée COS(OC) 1
Son déterminant vaut

g =1-—cos*(a)

= sin’(a)
et son inverse s’écrit :
.. 1 —
[gU] _ 1 cos(a)
)
sin®(a) | — cos(ar) 1

Pour les bases obliques non normées, prenons un exemple :
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Exemple 1.12 : Tenseur métrique et son dual dans une base oblique non normée

Soit {e;(2,0), e;(—1, 3)} une base de I’espace vectoriel euclidien E,. Le tenseur métrique
s’écrit :

i1 =€ € gn =4

=e -e =-2 4 =2
812 1€ N 812 =~ G
81 =6€-€ g1 =-2 -2 10
8 =€ € g» =10

Cette base est oblique (termes rectangles) et non normée. Déterminons les composantes du
tenseur dual du tenseur métrique, [g"/]. L’inverse d’une matrice vaut un sur le déterminant
fois la transposée de la comatrice :

1
M1 = detM[Com(M)]T

Or:

g=4%x10—-(-2) x(-2)
=36

La comatrice de toute matrice symétrique est symétrique. Ici elle a pour composantes :

10 2
com G

2 4
Toute matrice symétrique étant égale a sa transposée (com G)T =comG, et :

P
g:

Nous pouvons aussi déterminer le tenseur dual du tenseur métrique grace aux relations (1.9)
page 9 :

g8 + g128% = 81 4gtl — 2021 =1 gl =5/18

g8’ +gpg? =483 4gl2 — 22 =0 g2 =1/18
11 21_51 = ) 11+10 21=0 = 21:1/18

8218 18228 =03 g g g

82187 + 8287 = 6% —2g'? +10g” =1 g2 =1/9



ESPACES RIEMANNIENS

2.1 Les différents espaces

Les espaces proprement riemanniens regroupent les espaces euclidiens (plats) et non euclidiens
(courbes). La métrique proprement riemannienne est une forme différentielle quadratique définie
positive. Les espaces pseudo-riemanniens regroupent les espaces pseudo-euclidiens (plats), et
pseudo-riemanniens courbes. La métrique pseudo-riemannienne est une forme différentielle
quadratique indéfinie.

Les espaces riemanniens regroupent les espaces proprement riemanniens et pseudo-riemanniens.

Dans le systeme de coordonnées (x'), leurs métriques s’écrivent :

ds® = g;;(x")dx'dx/

Une variété munie d’un tenseur métrique est appelée variété riemannienne ou pseudo-riemannien-
ne. Les variétés généralisent donc les espaces riemanniens en levant la contrainte sur I’écriture
de la métrique. Le tableau suivant récapitule les différents espaces :

Variété Proprement r. | Proprement r. Pseudo-riemann. | Pseudo-riemann.
ou Pré-euclidien Pré-euclidien

espace Euclidien Non-euclidien Pseudo-euclidien | Pseudo-r. courbe
Métrique déf. positive | déf. positive indéf. indéf.

Signature + + + et - + et -
Représentation | plat courbe plat courbe

Sys. de coord. | rectiligne curviligne rectiligne curviligne
Coefficients constants f(x) constants f(x)

Application Méca class. Méca. analytique | RR RG

Exemple plan sphere e. de Minkowski | trajec. Mercure



Par « métrique » on entend forme quadratique associée au tenseur métrique ou bien matrice
représentative du tenseur métrique. Les coeflicients de la métrique sont les composantes du
tenseur métrique.

2.2 Propriétés du tenseur métrique
Propriété 2.1 : Tenseur métrique d’un espace riemannien

1) les composantes g; j(xi) sont différentiables de classe G2 (leurs dérivées partielles
secondes par rapport aux coordonnées existent et sont continues)

2) les g;;j sont symétriques : g;; = g;ji

3) la matrice G est telle que sa forme quadratique différentielle associée est une distance :
g;jdx'dx/ doit étre invariante par changement de coordonnées

4) définie : Vu, gju'u/ =0=>u =0
5) positive : Yu, g;u'ul >0
Lorsque G est définie positive, le déterminant g et les termes diagonaux g;1, 255 --- » 8up SONL

tous positifs. Dans les espaces pseudo-riemanniens les propriétés 4) et 5) sont remplacées
par la propriété moins restrictive :

4) la matrice G est inversible (ssi son déterminant est non nul : g # 0). Elle est dite non
singuliere ou définie

Remarque 2.1

G est symétrique. Supposons que ce ne soit pas le cas et décomposons le tenseur métrique en une partie symétrique et une partie
antisymétrique :
.. 1 1
Vi,j o gij =3 (8ij+8&ji) + 5 (81— &ji)
La contribution a ds? de la partie antisymétrique est nulle,

% (gij — gji) dxidx/ = : (gijdxidxj - gjidxidxf)

2
= % (gijdxidxj b gijdxjdxi)
= % (gijdxidx — g;;dxidx/)
=0

et la métrique est symétrique.

La métrique d’un espace riemannien étant symétrique, calculons le nombre d’éléments différents
de la matrice G, appelés composantes indépendantes du tenseur métrique. Comptons les éléments
diagonaux plus les éléments de la partie triangulaire supérieure de la matrice. Cela représente la
moitié des n? éléments, plus la moitié restante des n éléments diagonaux, soit

2

n nn+1
" _nn+1)

n
2 2

éléments différents.
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Remarque 2.2

Si la matrice G

« est définie et positive, ’espace est dit proprement riemannien : pour tout vecteur v non nul,
8ij vivi >0
getgi1, 822, -+ » &nn sont tous positifs. De plus, G~! est aussi définie positive. On peut faire le rapprochement avec la définition

d’un espace (proprement) euclidien.

« n’est pas définie positive, la métrique peut étre positive, négative ou nulle, elle est indéfinie et 1’espace est dit pseudo-riemannien.
On peut faire le rapprochement avec la définition d’un espace pseudo-euclidien.

Remarque 2.3

Un espace riemannien existe en lui-méme et n’a nul besoin d’étre plongé dans un espace de dimension supérieure pour étre représenté.

Exemple 2.1 : Matrice représentant un tenseur métrique

Montrons que le champ de matrice suivant est le tenseur métrique d’un espace riemannien :

x)¥-1 1 o0
1 (X2)2
0 0o -

On suppose que la métrique associ€e a cette matrice est invariante par changement de
coordonnées.

a) les éléments de la matrice sont des polyndmes en x! et x2, donc de classe €2

b) la matrice est symétrique

¢) par hypothese la métrique associée est invariante par changement de coordonnées

d g = % {(x®*[(x")? — 1] — 1}. On suppose que [(x')* —1] — 1 # 1 pour que la
matrice soit inversible.

Calculons la longueur de la courbe paramétrée € : Vi =1,2,3 x! = x!(p) :

xl=2p-1
e : {x*=2p? (0<p<gl)
x3=p’

Le carré de la dérivée de la distance élémentaire s’écrit :

£<E)2_ dx! dx/
dp) ~%idp dp

(L) - (o (e
dp/ — \dp dp

En notation matricielle :
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, @2p—-1)2-1 1 0l 2
ds 2
() = e 3)| 1 @) of|w
64
0 o = 3p?
= 64p° + 64p* + 16p?

donce = 1.
ds\? 3 2
— | = 4
(dp> (89 +4)
ds 3
_dp =8p° +4p

Pour1>p>0:

1 1
F:/ ds:/ (8p3+4p)dp=[2p4+2p2](1)=4
0 0
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FORMES LINEAIRES

3.1 Formes et formes linéaires

Définition 3.1 : Forme

Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Une forme X est une application de E dans K.

Une forme est une application qui prend en entrée un vecteur et donne en sortie un scalaire.
C’est une application qui a la particularité d’avoir pour ensemble d’arrivée le corps de 1’espace
vectoriel de départ.

Exemple 3.1 : Norme d’un vecteur

Soit E = R" un espace vectoriel euclidien de dimension n, et soit v un vecteur de E de
composantes (0!, v?, ..., v"™). L'application qui & un vecteur associe sa norme est une forme
linéaire (Cf. la déf. 1.2 page 11 de la norme d’un vecteur) :

¥ RP->R

v, 0%, ., 0" e R(V) = o] = 4/ gijvivd

Le scalaire obtenu est positif ou nul.

La définition qui suit d’une forme linéaire est une alternative a la définition donnée dans le Vol. 1
Notion d’espace, 1’équivalence entre les deux définitions est démontrée par le th. 3.2 page 26.

Définition 3.2 : Forme linéaire



Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Une forme linéaire X est une application linéaire
de E dans K.

Si I’on reprend la définition d’une application linéaire (Cf. Vol. 1 Notion d’espace), alors la forme
linéaire X est une application de E dans K
X . E->K
v X(v)=«a

qui est linéaire, c.-a-d. V(u, v) € E?, Va € K :

« additive : X(u @ v) = X(u) + x(v)

« homogene de degré un : X(a © u) = ax(u)

Remarque 3.1

On dit aussi qu’a tout vecteur d’un espace vectoriel, la forme linéaire associe, ou fait correspondre, un scalaire de son propre corps.

Remarque 3.2

Les deux conditions de linéarité peuvent étre remplacées par la seule condition suivante :

V(u,v) e E2, Vae K, X(a@u®v) = ax(u)+ x(v)

Notation 3.1

L’ensemble des formes linéaires de 1’espace vectoriel E sur le corps K est noté £L(E, K).

X prend en entrée un vecteur et donne en sortie un scalaire, en conservant les deux opérations de
base d’un espace vectoriel, I’addition vectorielle et la multiplication par un scalaire.

Nous dirons que X préserve les opérations de combinaison linéaire des vecteurs car peu importe
que X soit appliquée avant ou apres I’addition vectorielle ou la multiplication par un scalaire.

Exemple 3.2 : Application i *™ projection

Soit 7r; I’application i“™ projection, qui prend en entrée un vecteur et donne en sortie sa
l
1°M® composante :

T . R" - R
v 7m;(V, Vg ..., Uy) = U

L’application projection possede les propriétés de linéarité d’une application linéaire :

a) additivité : soient u,v,w € E3telsque w =u @ v,

mi(u) + m;(v) = u; + v
= wi
= my(w)

= mi(u @ v)
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b) homogénéité de degré un : soit u,v € E? etsoita € Rtelsque v = a Q u,

ar;(u) = au;
=;
= 7;(v)
=rmi(a O u)

Par conséquent, 7; est une forme linéaire.

Exemple 3.3 : Forme linéaire dans un espace vectoriel de dimension 2

Soit E = R? un espace vectoriel de dimension 2, et soit v un vecteur de E de composantes
(v!, v?). L application,
¥:R2-5R
v(v!,v?) » %(v) = 20! + 302
est une forme linéaire sur R2. En effet, ¥ prend en entrée un vecteur et donne en sortie

un scalaire (sous la forme d’un polyndme homogeéne de degré un des variables v! et v?).
Vérifions les deux conditions de linéarité :

a) additivité : soient u, v, w € E3 tels quew=udu,

X(u @ v) = X(w)
= 2w! + 3w?
= 2(u! +vl) + 3(u? + v?)
= 2u' + 3u? 4+ 20! + 30v?
= X(u) + X(v)

b) homogénéité de degré un : soient u,v € E2 etsoitax € Rtelsqueu = a @ v,

X(x O v) =x(u)
= 2ul + 3u?
= 2(av!) + 3(av?)
= a(2v! + 3v?)
= aXx(v)

Exemple 3.4 : Produit scalaire avec un vecteur donné

Soit @ un vecteur donné d’un espace vectoriel E sur le corps R. Le produit scalaire avec le
vecteur a, noté f,, prend en entrée un vecteur u de E et donne en sortie un scalaire de R :

fw=a-u

= a'x;

De plus, le produit scalaire possede les propriétés de linéarité de la définition d’une applica-
tion linéaire :
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a) additivité : soient u,v,w € E3telsque w = u @ v,

fw)+ fp(v)=a-u+a-v
=a-(uév)
—a-w

= fl(u®v)
b) homogénéité de degré un : soient u,v € E? et soitax € Rtelsque v = a © u,

af,(u) = ala - u)
=a-(x®u)
=a-v
= fa(v)
= fal@a @ u)

Par conséquent, f, est une forme linéaire. Reprenons 1’expression (1.5) page 5 du produit
scalaire :
u-v=uyv

Nous pouvons I’écrire
ti(v) = u;vt

ou @ prend en entrée un vecteur et donne en sortie un scalaire. Notons que par symétrie du
produit scalaire :
a(v) = o(u)

Le produit scalaire avec un vecteur donné est une forme linéaire, en revanche le produit
scalaire lui-méme est une forme bilinéaire (Cf. ex. 4.1 page 40).

Exemple 3.5 : Dérivée en un point

Soit C*([a, b], R) I’espace vectoriel des fonctions de [a, b] dans R indéfiniment dérivables
et de dérivées continues. Soient x, € [a, b] et n € N. La dérivée n°™ en x,,

C® >R
) = f"(xo)

qui a toute fonction f(x) de C* associe sa dérivée n™ en x, est une forme linéaire.

Exemple 3.6 : Intégrale définie

Soit C([a, b], R) I’espace vectoriel des fonctions de [a, b] dans R continues. L’intégrale
définie,

C-R

b
) / o
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qui a toute fonction f(x) de C associe son intégrale définie de a a b est une forme linéaire.

Exemple 3.7 : Norme, carré de la norme et forme quadratique

Soit E = R un espace vectoriel euclidien de dimension 7, et soit v un vecteur de E de
composantes (0!, v?, ..., V™). L application qui & un vecteur associe sa norme est non linéaire.
En effet, soient u,v € E? :

¥ :RTPS R
(udv)=|udv|
# [lul + vl
# X(u) + x(v)

L’ application qui a un vecteur associe le carré de sa norme est une forme quadratique :

¥R SR

v(vh,v?, ..., ") P X(v) = |v]* = g;juv)

Elle est non linéaire. En effet, soient u,v € E? :

X:R"> R
X(u®v)=lud vl
# ul® + ol?
# X(u) + x(v)

Remarque 3.3
Une forme est définie de maniére intrinséque, le scalaire associ€ a tout vecteur ne dépend pas de la base choisie. Le scalaire associé a u est
déterminé de fagon définitive, nous dirons que X () est un scalaire intrinséque. Ainsi, dans le cas ol I’on associe au vecteur u la valeur de

I’une de ses composantes u! dans une base donnée, on garde cette valeur y compris lorsque 1’on change de base. Autrement dit, on ne
refait pas I’association du vecteur avec sa nouvelle valeur de composantes.

Montrons I’équivalence avec de la déf. 3.2 page 21 d’une forme linéaire avec la définition donnée
au Vol. 1 Notion d’espace.

Théoreme 3.1

Tout polynéme homogéne de degré un des n variables v',V?, ..., 0" est une application
linéaire qui au vecteur v(v', V2, ..., ™) de I’espace vectoriel E sur le corps des réels fait
correspondre un réel.

Démonstration. C’est la généralisation a R" de 1’ex. 3.3 page 23.
Soit a;v! + ayv? + -+ + a,,v" un polyndme homogene de degré un, il existe une application %
telle que :
X:R"->R
Va; € R, v(l,v?...,0") - %(v) = a;0! + a,v? + - + a, V"
Va; € R, u(ul,u?,...,u") - %(u) = qyu' + ayu? + -+ + a,u”
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Alors cette application est linéaire :

A0 udv) =a(Aut + o) + a,(Au? +v?) + - + a,(Au" + V")
= Aa,u! + a;vt + Aa,u? + a0? + - + Aa,u + a, Ut
= Ax(u) + x(v) ]

Réciproquement :
Théoreme 3.2

Toute forme linéaire de R™ dans R peut s’écrire comme un polynéme homogéne de degré un
par rapport d n variables v', V%, ..., U". Pour toute une forme linéaire X :

X:R"> R
v(vh,v?, ..., ") B %(v) = ayut + av? + - + a,V"

ou Vi a; € R.

Démonstration. Dans la base (e;, e,, ... ,e,) de R™, soit le vecteur v(v?, v?, ..., v"). En utilisant
I’additivité puis ’homogénéité,
#(v) = %(vle; ® ve, @ --- D v"e,)
= x(vle)) + x(v%ey) + -+ + X(V"e,,)
= v'x(e;) + v’%(e,y) + -+ + V" X(e,,)
= aq,u! + ayv? + -+ + a, V"

= aiv’

ou I’on a posé Vi X(e;) = a; € R. O

3.2 Expression analytique d’une forme linéaire
Dans la base (e;) de I’espace vectoriel E, soit u un vecteur :

(w) = x(u'e;)
= u'%(e;)
= uiai (31)
ou I’on a posé Vi X(e;) = a; € R. La forme linéaire X(u) est donc parfaitement déterminée par

les n scalaires a;, sa décomposition €tant unique. Ainsi on peut déterminer une forme linéaire
1
par correspondance des vecteurs de base avec des scalaires déterminés.
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33 Espace vectoriel dual d’un espace vectoriel

Considérons I’ensemble des formes linéaires définies sur le [K-espace vectoriel E. Pour en faire
un espace vectoriel adoptons pour cet ensemble les deux lois de composition :

1) addition vectorielle

La somme de deux formes linéaires est une forme linéaire :

#(u) + y(u) = ula; + u'b;
= > ul(a; + by)
i
= u'c;
= Z(u)
2) multiplication par un scalaire
La multiplication par un scalaire d’une forme linéaire est une forme linéaire :
ax(u) = a(u'a;)

= (aa)u’

= biu‘

= j(u)
Ces deux lois de composition vérifient les propriétés d’un espace vectoriel (Cf. Vol. 1 Notion
d’espace). Par conséquent, I’ensemble des formes linéaires munies de ces deux lois forment un
espace vectoriel appelé dual ', dont les formes linéaires de E en sont les vecteurs. Un espace

vectoriel et son dual sont isomorphes. Ils ont méme structure et les regles de calcul y sont
analogues, on peut y définir des mesures de longeurs et d’angles (donc un produit scalaire).

Notation 3.2
L’espace duale de E est noté E* ou £L(E, K) ou hom(E, K).

Remarque 3.4

L’espace dual de ’espace dual, appelé espace bidual et noté E** est assimilable a I’espace vectoriel de départ E.

1. «dual » signifie « deux » .
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34 Base duale d’une base

Soit u un vecteur d’un espace vectoriel E, et soit la forme linéaire e* telle que :
Vi o efl(u) =ul

C’est I’applicaton projection de 1’ex. 3.2 page 22. Cette forme linéaire donne en sortie la i
composante contravariante du vecteur qu’elle prend en entrée. On a :

u= uiei
= e*l(u) e

D’apres (3.1) page 26, pour toute forme linéaire X :

#(u) = ulg;
= q;e*(u)
% = a;e*!

La forme linéaire X se décompose d’une fagcon unique sur I’espace des formes linéaires e*'. Les
n formes linéaires e*! constituent donc une base de 1’espace vectoriel dual E*, et les a; sont les
composantes de la forme linéaire dans cette base.

De plus
Vj e*l(u) = e*(ule;)
Vj u =ule*i(e;)
donc :

Vi,j eti(e) = 8]

Définition 3.3 : Base duale d’une base
La base (e*!,e*2, ..., e*") de E* telle que

q déf i
Vi,j  eti(e) = 8!

est appelée base duale de la base (eq, e,, ..., e,,) de E. Labase (e}, e,, ... , e,,) de E est appelée
base antéduale de la base (e*l, e ..., e*") de E*.

Exemple 3.8

Soit la base (e, e,) de R? telle que :

Cherchons les composantes a; et b; des vecteurs e*1(ay, a,) et e*2(by, b,) de 1a base duale
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(e*1,e*?). D’apres la déf. 3.3 des bases duales, les formes linéaires sont telles que :

e*l(e)) =1 e*1(2,1) =1 2a, +a, =1 a; = -1

e*l(e,) =0 e*1(3,1) =0 3¢, +a, =0 a, =3
*2( 2) N *2( ) N 1+ a;  ]%

e (e1)=1 e (2,1):1 2b1+b2:1 b1:1

e*?(e,) =0 e*2(3,1) =0 3b;+b,=0 b, = =2

Donc les vecteurs de la base duale sont e*1(—1, 3) et e*2(1, —2).

3.5 Base réciproque
Définition 3.4 : Base réciproque

La base (¢, ... , €,) de 1’espace vectoriel E,,, telle que
def
Vl,] e; - EJ é 61]

est appelée base réciproque de la base (e, ..., e,) de E,,.

Si la base (e;) est la base formée par les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées, alors sa
base réciproque ¢; est la base formée par les vecteurs perpendiculaires aux hypersurfaces de
coordonnées.

Remarque 3.5

Une base est confondue avec sa base réciproque si elle est orthogonale et normée. Normée car avec e - €1 = 1, si e; = 2 alors €; = 1/2.

Cette définition est proche de la déf. 3.3 page précédente ci-dessus de la base duale. Cependant
on reste dans I’espace E et on utilise un produit scalaire. Dans les espaces définis sans produit
scalaire, donc sans métrique, la base réciproque s’appelle base duale, et les covecteurs s’ appellent
des formes linéaires ou vecteurs duaux.

Soit B la matrice changement de base (¢;) — (e;) :
Vi e = ZBij €
Vi, k ei-ekziBijej-ek
J
gik = ZBi i Ojk
J
8ik = Bik

Par conséquent :
Viooei=) 84
J

Le tenseur métrique G permet de passer des vecteurs d’une base réciproque a ceux de la base
d’origine. Nous voyons que cette relation qui s’appliquait a des composantes, relations (1.3)
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page 4, s’applique ici a des vecteurs. Par analogie, les vecteurs de la base réciproque seront notés
avec un indice supérieur, ce qui permettra I’emploi de la convention de sommation sur les indices
répétés. En remplagant ¢; par e/, la dernicre relation s’écrit

Vi e = g” ej
et la déf. 3.4 page précédente devient :

L déf g
Vi,j e -el =6 (3.2)

Avec (1.9) page 9 :
Vi,j e-el=6

k i kj
gixe e =gy g

Vk,j  ek.el=gki

justifiant I’emploi d’indices supérieurs pour I’écriture du tenseur métrique réciproque. Soit A la
matrice changement de base (e;) — (e') :

Vi ei=ZAijej
J

: .ok — e - ek
Vi, k el-e _ZA”ef e
J

g =2 A8
gk = /;ik
Le tenseur métrique [g*/] permet de passer d’une base 2 sa base réciproque :
Vi el=gle (3.3)

Si la base d’origine n’est pas orthonormée, les vecteurs de la base réciproque ne sont pas de
norme unité :

Vi,j e-el=6
Vi e-e=1

le;ll lle*]| cos (e;, e') =

; 1
et = l
lle; |l cos (e, e')
3.6 Indépendance linéaire des vecteurs réciproques

Soit (e;, e,, ..., e,) une base de E,. Pour démontrer que les vecteurs réciproques (e!, e?, ..., e")
forment aussi une base de E,,, nous devons montrer qu’ils sont linéairement indépendants :
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Posons /ljej = 0. Soit u = u'e; un vecteur de 1’espace vectoriel E,, :
el -u=Lel - ule;
0-u=2Au'(e - e)
— 1is)
0 = 4u's;
= Aul
0 = Au
Cette égalité devant étre vérifiée quels que soient les u/, tous les A; sont nuls et les vecteurs el
sont linéairement indépendants.

Exemple 3.9 : Base réciproque d’une base quelconque

Soit (e;, e,) la base d’un espace vectoriel euclidien E,, telle que :

€ (%)
2 4

ou les vecteurs de base sont exprimés dans la base orthonormée (i, j). Déterminons sa base
réciproque (e!, e?).

a) en utilisant la définition de la base réciproque (3.2) page précédente.

Posons el(a, b) et e?(c,d) :

{el-e1=1 {a+2b=1 {a=1—2b {a=—2 -2

=> =>
el-e;=0 3a+4b=0 3-2b=0 b=3/2 3/2

et.e;=1 c+2d=0 c=-2d c=1 1
, = = = > e
ec-e; =0 3c+4d =1 -2d=1 d=-1/2 -1/2

b) en se servant du tenseur dual du tenseur métrique (3.3) page ci-contre :

5 11 1] 25 -1
= lg'l=7
11 25 411 5

25 (1 11 (3 -2

el = glle, + g%, = = _ —
4\2/ 41\a 3/2
11 /1 5(3 1

e’ = g’le, + g%e, = -2+ 70 )=

2 4 —1/2
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Exemple 3.10 : Base réciproque d’une base orthogonale

Soit {e, (a,0,0),e,(0,b,0),e;(0,0,c)} une base de I’espace vectoriel euclidien E;. Déter-
minons sa base réciproque. Soit e! (x7, X,, X3) :

e -el=1 (a,0,0) - (x1,%5,x3) =1 ax; =1 x, =1/a
ez'e1=0 = (O,b,O)‘(xl,XZ,X3)=O = bx2=0 = x2=0
e;-el =0 (0,0,¢) - (x1,%5,%3) =0 cx3 =0 xX;3=0

. 1 ~ 1 1

Par conséquent el = (—, 0, O). De méme on trouve e = (0, " O) ete’ = (0, 0, —). Lorsque
a C
la base est orthonormée, a = b = ¢ = 1, elle se confond avec sa base réciproque.

Exemple 3.11 : Base réciproque d’une base normée

Soit (e, e,) une base normée de 1’espace vectoriel euclidien E,, telle que (e, e;) = 70°.
Construisons sa base réciproque.

a) en utilisant la définition de la base réciproque (3.2) page 30 :

ere=1l le!| ! ! 1,064
e = = ~ 1,
el-e,=0 lle;|| cos (e;,el)  cos(20)
2
e‘-e;=0 5 1 1
=> e’ll = = ~ ]_, 064
{ez ey =1 el lle,|| cos (e,, e2) — cos(20)
b) en se servant du tenseur métrique (3.3) page 30 :
1 cos(70) . 1 1 —cos(70)
G > [gi=—
cos(70) 1 sin“(70) | — cos(70) 1

e' =g'le; +g'%,
e;  cos(70) e
sin2(70)  sin%(70)

e = g?le, + g%,
cos(70 e
= 2( ) e + R 22
sin“(70) sin“(70)




En exprimant e, et e, dans la base orthonormée (i, j) :
) 1 1 cos(70) [ cos(70)
e = -
sin*(70) \ o/ sin®(70) \ sin(70)
1
—cos(70)/ sin(70)
o = cos(70) (1 4 1 cos(70)
sin*(70) \o/  sin®(70) \ sin(70)

_ 0
- 1/ sin(70)

FiG. 3.1 — Bases réciproques

Exemple 3.12

Base réciproque de la base naturelle polaire (e, €g)
a) en utilisant la définition de la base réciproque (3.2) page 30 :

ef.e, =1 1

> |ef=——==1 = e°=e,
e’ ey =0 el
ef-e,=0 o 11 o €
) > == > =2
e’-eg=1 leall P

b) en se servant du tenseur dual du tenseur métrique en coordonnées polaires (1.10)

page 10 :
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ep = gppep + gpeee

:eP

e® = g%e, + g%,
= eg/p?

Exemple 3.13

Base réciproque de la base (e, €1, e,, €3) de la relativité restreinte

« en utilisant la définition de la base réciproque (3.2) page 30. Pour le vecteur réciproque
e? porté par la coordonnée temporelle :

cep=1
-e; =0
e, =0
-e3=0

En convention de genre temps :

Pour le vecteur réciproque el porté par la premiére coordonnée spatiale :

'eo=0

—

'e1:1
‘e2=0

R 0 / N

'e3=0

el'e1=—1

e, =—e

De méme e’ = —e, et &> = —e;.
« d’apres (1.12) page 13 le tenseur métrique en relativité restreinte est égal a son inverse :
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3.7 Composantes contravariantes dans la base réciproque

A partir de la définition des composantes contravariantes (Cf. Vol. 1 Notion d’espace), dans la
base réciproque :

OM = ulg;

uj =u (3.4)

et

(ﬁ/f = uiei

Exemple 3.14 : Composantes contravariantes dans la base réciproque

En reprenant I’exercice 3.11 page 32, représentons les composantes contravariantes du
vecteur u = OM dans la base réciproque (e', e?) non normée (Fig. 3.2) :

Fic. 3.2 — Composantes contravariantes dans la base réciproque
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3.8 Composantes covariantes dans la base réciproque

A partir de la définition des composantes contravariantes (Cf. Vol. 1 Notion d’espace) dans la
base d’origine :

OM = ule;
Vj OM- g =ule; - ¢
=u'e; - e/
= uiéij
u; = u (3.5)

et

Vi OM - el = yi

Exemple 3.15 : Composantes covariantes dans la base réciproque

En reprenant I’exercice 3.11 page 32, représentons les composantes covariantes du vecteur
u = OM dans la base réciproque (e!, e?) non normée (Fig. 3.3) :

2
u2 = u_t ) M
/
2 p: !
=) e e, //
/
€ /
0] /
/
€ =e! u; = u!

Fic. 3.3 — Composantes covariantes dans la base réciproque
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3.9 Transformation des composantes en bases réciproques

3.9.1 Transformation des composantes contravariantes

Soient deux bases d’un espace vectoriel E3, chacune ayant une base réciproque. Avec (3.4)
page 35 :

Vi=1,2,3 u=u
_ A
_Ai uj/
30
=Y Al u/ (3.6)
j=1

Les composantes contravariantes dans la base réciproque se transforment de facon identique aux
composantes covariantes dans la base d’origine. Si les bases sont naturelles :

2!

>\ 9x
Vi=1,2,3 ul = v
Z oxt
Jj=1
3.9.2 Transformation des composantes covariantes

Soient deux bases d’un espace vectoriel E5. Avec (3.5) page ci-contre :

v1=1,2,3 u;

!
4

Ul
Bji/uf
3
2, By
j=1

J

Les composantes covariantes dans la base réciproque se transforment de fagon identique aux
composantes contravariantes dans la base d’origine. Si les bases sont naturelles :

3

dx!
v1=1,2,3 uizZ—.,uj;
j=1 0%/

37



3.9.3 Transformation des vecteurs de base de la base réciproque

Soient (¢;) et (¢jr) les bases réciproques respectives des bases (e;) et (ej). Soient A la matrice

changement de base (e;) — (ej:), et A’ la matrice changement de base (e;) — (e;). Avec (3.6)
page précédente :

i=1

uey = ule;
3
;!
utey = ( )
i=1 i
3 3
il !
Yu u' g ( )
A

Vi= 1, 2, 3 €

Il
||M= lle “M“’

En changeant de notation, ¢; devient e’ :
] : P
Vi=1,2,3 e’ =A]l- e/
Par conséquent :

Vk=1,2,3  Bfe =BfAle/
_ skaj
_5je

:ek

Vk =1,2,3 = Ble!

1

Les vecteurs de base de la base réciproque se transforment de fagcon « contraire » (par la matrice
inverse de la transposée) aux vecteurs de base de la base d’origine.

Si (e;) et (ej;) sont des bases naturelles :

15

Vie123 el = o (3.7)
oxJ
k

Vk=1,23 ek=9% o (3.8)
oxt’
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FORMES BILINEAIRES

4.1 Définition d’une forme bilinéaire

Définition 4.1 : Forme bilinéaire

Soit E un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire est une application qui a deux vecteurs u
et v de E? associe un scalaire de son propre corps R,

B:E’>R
u,v- B(u,v) =«

qui est linéaire pour chacun de ses arguments. V(u, v, w) € E3, V1€ R :
a) B est linéaire pour son premier argument,
« additive : B(u @ v, w) = B(u, w) + B(v, w)
« homogene de degré un : B(A ® u,v) = AB(u, v)
b) B est linéaire pour son second argument :
« additive : B(u,v @ w) = B(u,v) + B(u, w)
« homogene de degré un : B(u,1 ® v) = A1B(u, v)

Les formes bilinéaires généralisent les formes linéaires, en ce sens qu’elles prennent en entrée
deux vecteurs plutdt qu’un seul. On appelle les formes linéaires des une-formes, et les formes
bilinéaires des deux-formes, ce qui permet de généraliser aux n-formes qui prennent en entrée n
vecteurs et donnent en sortie un scalaire.

Définition 4.2 : Forme bilinéaire symétrique

B est une forme bilinéaire symétrique ssi :

Yu,v B(u,v) = B(v,u)



Exemple 4.1

Le produit scalaire euclidien est une forme bilinéaire symétrique. En effet :

E2 5 R
Uvr-L U-V=u

Le produit scalaire est linéaire dans ses deux arguments :

u-v=(a+b)-v=a-v+b-v
u-v=u-(a+b)=u-a+u-b
(Au)-v=Au-v=u-(1v)

Le produit scalaire est symétrique :

Exemple 4.2

Le tenseur métrique est une forme bilinéaire symétrique. En effet :

g:E2>R
u,ve gu,v)=«a

g est linéaire dans ses deux arguments :

gijuv) = gij(a' + b v/ = (g;;a’ + gib') v/ = gi;av! + g;bvl
gijutv) = gjut (ol + b)) = u' (g;;07 + g ;b)) = gijulal + giu'bl
gij () v = Ag;u'v’ = giut (Av))

g est symétrique :
g(u,v) = g(v,u)

Définition 4.3 : Forme bilinéaire antisymétrique

B est une forme bilinéaire antisymétrique ssi :

Yu,v B(u,v) = —B(v, u)

On en déduit que pour une forme bilinéaire antisymétrique B(u, u) = —B(u, u) = 0.
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4.2 Expression analytique d’une forme bilinéaire
Dans la base (e;) de I’espace vectoriel E,;, soient u et v deux vecteurs :

B(u,v) = B(u'e;, v'e))
= uiva(ei, e])

— iy
—uvfaij

.. déf
Vl,] ai,j (S R, aij = B(ei, eJ)

La forme bilinéaire B(u, v) est donc parfaitement déterminée par les n? scalaires q; j» sa décompo-
sition étant unique. Ainsi on peut déterminer une forme bilinéaire en mettant en correspondance
les couples de vecteurs de base avec les scalaires déterminés.

Exemple 4.3 : Décomposition d’une forme bilinéaire

La forme bilinéaire B(u, v) se décompose sur E, X E, selon :
B(u,v) = au'v! + b(ulv?) + b’ (uvh) + cuv?

oua,b,b’,c sont des scalaires.

4.2.1 Expression analytique d’une forme bilinéaire symétrique

Lorsque la forme bilinéaire est symétrique
aij = ajj
sa décomposition est déterminée par les n(n + 1)/2 scalaires a;;.

Exemple 4.4 : Décomposition d’une forme bilinéaire symétrique

La forme bilinéaire symétrique B(u, v) se décompose sur E, X E, selon :
B(u,v) = au'v! + b(ulv? + u?v!) + cuv?

ol a, b, ¢ sont des scalaires.
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4.2.2 Expression analytique d’une forme bilinéaire antisymétrique
Lorsque la forme bilinéaire est antisymétrique

aij = —aj;
sa décomposition est déterminée par les n(n — 1) scalaires a;;.

Exemple 4.5 : Décomposition d’une forme bilinéaire antisymétrique

La forme bilinéaire antisymétrique B(u, v) se décompose sur E, X E, selon :

B(u,v) = b(u'v?) — b(u?v!)

= b (u'v? — u?v!)

ou b est un scalaire.

4.3 Forme quadratique associée a une forme bilinéaire symétrique

Soit B une forme bilinéaire symétrique et soit Q la forme quadratique telle que :
Q:E-R
u v~ Q(u) =B(u,u)
Q est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire symétrique B.
B étant symétrique, utilisons la linéarité des formes bilinéaires :
Qu+v)=Bu+v,u+v)
= B(u+v,u) + B(u + v,v)
= B(u,u) + B(v,u) + B(u,v) + B(v,v)
= Q(u) + 2B(u,v) + Q(v)
Soit Q une forme quadratique du R-espace vectoriel E dans le corps des réels R et soit B la forme
bilinéaire symétrique telle que :
B:E’->R
u,v - B(,) = - [Q(u + v) - Q(u) — Q(v)]

B est la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique Q. Toute forme quadratique
définit une forme bilinéaire symétrique et réciproquement. Les formes bilinéaires symétriques
et les formes quadratiques se déterminent mutuellement. Les théories des formes bilinéaires
symétriques et des formes quadratiques sont essentiellement les mémes.

Nous avons alors :
QAOu)=BAOu,A0u)
= 2B(u, u)
= 2Q(u)
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Pour A =0:
Q(0 © u) = 0°Q(u) = Q(0)=0

4.4 Expression analytique d’une forme quadratique
Q(u) = B(u, u)
= B(u'e;, u’e))
= uiujB(ei, e])
Exemple 4.6

La forme bilinéaire sur E; X E, :
B(u,u) = au'u! + b(u'u? + v?ul) + cuu?
= a(u!)? + 2b(utu?) + c(u?)?

ou a, b, ¢ sont des scalaires.

4.5 Matrices et formes bilinéaires

D’apres sa définition (Cf. Vol. 1 Notion d’espace), une transformation linéaire est une matrice
carrée prenant en entrée un vecteur et donnant en sortie un vecteur. Les matrices carrées ne
peuvent donc pas représenter aussi les formes bilinéaires qui elles prennent en entrée un vecteur
et donnent en sortie une forme linéaire (ou prennent en entrée deux vecteurs et donne en sortie
un scalaire).

Une représentation des formes bilinéaires reste cependant possible sous la forme d’une matrice
ligne de matrices lignes. La relation (1.6) page 8 s’écrit alors :

1

(0 ) oo )() = ) ))

- <(g11u1 g12u1> + (g21u2 g22”2>)

2

= (guul +gnu’ gpu' + 822u2>

Nous avons alors
(811“1 +gnu® gu' + g22u2> = <u1 uz)
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qui redonne bien le systeme :

{ul =gnu' +gnu’
_ 1 2
Uy = 81U +8nU

Dans un espace vectoriel de dimension trois, le tenseur métrique s’écrit :

((811 812 g13> (821 822 823) (831 832 g33>>

Pour inverser G nous devons revenir a une matrice carrée. De plus, cette notation n’est pas
applicable a des tenseurs ayant plus de deux indices.
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Exemple 4.7 : Tenseur métrique en deux dimensions
Soit {e;(2,0), e;(—1, 3)} une base de I’espace vectoriel euclidien E,. Le tenseur métrique

s’écrit :
gn=e€-e =4

2:22::2 = G<<4 —2) (-2 10))

8n=¢e-e=10

Exemple 4.8 : Tenseur métrique en trois dimensions

Dans I’espace de la physique newtonienne, plagons-nous dans la base orthonormée (i, j, k).
Le tenseur métrique s’€crit :

((i-i i-j ik (-1jjj% (kikj k-k))

=<(1 0 0) (O 1 0) (0 0 1))

Exemple 4.9 : Tenseur métrique de ’espace-temps relativiste

Placons-nous dans I’une des deux bases canoniques (métrique de genre temps ou espace)
(eg, e, e,), de I’espace-temps de la relativité restreinte en deux dimensions d’espace :

eO(l, 0, 0) eo(i, 0, O)
el(O, i, 0) ou el(O, 1, 0)
e2(0, 0, l) e2(0, 0, 1)

Dans le premier cas, le tenseur métrique s’écrit :

((eo'eo €€ eo'ez) (el'eo €€ el'e2> (ez'eo €€ 32'ez>>

=<<1 0 0) (0 -1 0) (0 0 —1))

Exemple 4.10 : Inverse d’un tenseur métrique quelconque



Dans une base (e;, e,) de 1’espace vectoriel E,, on se donne le tenseur métrique suivant :

(2 =) (= 1)

Déterminons les composantes de son inverse [g'/] grice aux relations (1.9) page 9 :

gng'! +gng* = o1 2g11 —3g%1 =1 gll = —1/7
g1g'? + 81282 = &7 2g12 —3g22 =0 gl2 = —-3/7
11 20 _ 51 7 Y_zgll 4 g21 = 21 _ _
8218 +8n8 =6, 3g"+g7 =0 g =-3/7
gn8" + 828" =63 —3g2+ g2 =1 g2 =—2/7

(—1/7)
i
)

La matrice de matrice suggere d’introduire un nouveau produit matriciel, le produit de Kronecker.
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PRODUIT DE KRONECKER

51 Propriétés du produit de Kronecker

Le produit de Kronecker de deux matrices de tailles arbitraires, carrées ou rectangulaires, donne
une matrice de sous-matrices. Le produit de Kronecker de deux matrices s’écrit :

an ap
AQ®B= ® B
| d21 A2
_ allB alzB
_a21B a22B
by bix bis by by bis
an aiz
_ _b21 by bzs_ _b21 by b23_
by by bz by by bz
an az
| | Da1 by b3 | ba1 by baz|
ayby anby anbs appbi1 apbyy apbis
_ | anby anbyy anbys| | @by apbyy anbss)
azyby axnbyy axbis aybii by axbis
[ [@21bar aoiby agibys| | @22bar @2pbay azibaz| |

Contrairement a la multiplication matricielle les matrices n’ont pas besoin d’étre compatibles.
Si la matrice A a n éléments, son produit de Kronecker aura aussi n éléments, qui seront des
matrices.

Propriété 5.1 : Produit de Kronecker



1) associativité :

ARBRC)=(AQ®B)Q®C

2) distributivité a gauche par rapport a I’addition matricielle :

AR®RB+C)=AQB+AQC

3) distributivité a droite par rapport a I’addition matricielle :

B+C)®A=BRA+CQA
4) multiplication par un scalaire :
k(A® B) =(kA)@ B=A ® (kB)
5) en général non commutativité :

AQRB#B®A

Exemple 5.1 : Produit de Kronecker de deux matrices colonnes

Le résultat est une matrice colonne de matrices colonnes, c.-a-d. une matrice ayant deux
éléments et non quatre.

Exemple 5.2 : Produit de Kronecker d’une matrice colonne par une matrice ligne

(%)®@1bﬁ= a,(b, b,)

@ w(s b)

(albl albz)
(azbl azbz)
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Le résultat est une matrice colonne de matrices lignes, ayant aussi deux éléments et non
quatre. La pré-multiplication matricielle de ce résultat (et non le produit de Kronecker) par
une forme linéaire u donne une forme linéaire,

<u1 uz) Ezlzl ZIZZ; =u1<a1b1 a1b2)+u2(a2b1 azbz)
201 Qz0;

= (ulalbl u1a1b2> + (uzazbl uzazbz)
= (u1a1b1 + u2a2b1 u1a1b2 + uZazbz)

puis la post-multiplication matricielle par un vecteur v donne un scalaire :

1
L

(u1a1b1 + u2a2b1 u1a1b2 + u2a2b2> 5 = ulalblvl + uzazblvl
[Y)

+ u1a1b202 + u2a2b2U2

Exemple 5.3 : Produit de Kronecker d’une matrice ligne par une matrice colonne

a; a a;
(bl bz) ® = b1 b2
a; a; a;
biay bya,
b,a, b,a,

Le résultat est une matrice ligne de matrices colonnes. La post-multiplication matricielle de
ce résultat par un vecteur v donne un vecteur,

b,a,y b,a, v b,ay

— vl +
b1 a, b2a2 U2 b1a2 b2a2

b,a
241
U2

b1a1U1 b2a1U2
+

blazvl b2a2U2

b1a1 Ul + b2a1 U2

byayv! + bya,v?

puis la pré-multiplication par une forme linéaire u donne le méme scalaire qu’en 5.2 :

blalvl + b2a1U2
1 2 1 2
(ul u ) = ulblalv + u1b2a1U + uzblazv + uzbzazv

blazvl + b2a202
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5.2 Formes bilinéaires

Le produit de Kronecker d’une matrice ligne par une matrice ligne donne une matrice ligne de

matrices lignes :
(@ w) b 5)=[a(n &) axlo b))
=[<a1b1 a1b2> (azbl a2b2>]

On note que :

@lbﬂ®@1aﬁ=p&m a,) bs(ay %ﬂ
=Kmm biay) (boay m%ﬂ
#(ay ay)®(by by)

On vérifie que c’est une forme bilinéaire. La multiplication matricielle par un premier vecteur u
donne une forme linéaire :

Kmm ab,) (aby %mﬂ(;)=ﬂqm m@ﬁﬂ+@ﬂlaﬁgﬁ]

= [(alblul a1b2u1> + (Clzblu2 a2b2u2>]
= (Cl1b1u1 + aybyu?  abyul + aszuz)

La multiplication matricielle par un second vecteur v donne un scalaire :

! 1,1 2,1 1,2 2,2
(alblul + aybju?  a;bul + azbzuz) ,|= a;byulv! + a,byutv! + a;bu'v? + abuv
v
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ESPACES VECTORIELS PRE-EUCLIDIENS

6.1 Définitions

Le produit scalaire ne fait pas partie intégrante de la structure d’espace vectoriel, mais est une
structure supplémentaire qui peut ou non étre introduite. Les espaces vectoriels munis d’un
produit scalaire portent les adjectifs suivants :

Définition 6.1 : Espaces vectoriels pré-euclidiens

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (tout court) est appelé espace vectoriel
pré-euclidien.

Définition 6.2 : Espace vectoriel euclidien

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire euclidien est appelé espace vectoriel euclidien,
ou parfois proprement euclidien ou purement euclidien.

Les espaces vectoriels euclidiens sont inclus dans les espaces vectoriels pré-euclidiens.

Exemple 6.1 : Espace euclidien

L’ensemble R" des n-uplets de nombres réels (un n-uplet est une liste (ou séquence ou
multiplet) ordonnée de n objets, alors qu’un n-uple est une liste non ordonnée de n objets)
muni du produit scalaire euclidien est un espace euclidien de dimension n. Les n-uplets de
réels ne sont en fait que les coordonnées cartésiennes des points de 1’espace euclidien.

Définition 6.3 : Espace vectoriel pseudo-euclidien

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire indéfini (qui peut étre positif, négatif ou nul)
est appelé espace vectoriel pseudo-euclidien ou improprement euclidien.

Les espaces vectoriels pseudo-euclidiens sont inclus dans les espaces vectoriels pré-euclidiens.



Remarque 6.1

Les espaces vectoriels pré-euclidiens sont des espaces plats et réciproquement. Pré-euclidien et plat sont des synonymes. L'existence d’un
produit scalaire n’est possible que dans ces espaces, et par conséquent les définit pleinement. Dans un espace courbe, le produit scalaire
n’est défini que localement dans I’espace pré-euclidien tangent.

D’apres le théoreme de Gram-Schmidt, dans tout espace pré-euclidien on peut trouver une base
orthonormale ou pseudo-orthonormale, par exemple en relativité restreinte. Le tenseur métrique
est alors diagonal, ses termes sont indépendants des coordonnées et la base est donc globale. A
cette base nous associons un systeme de coordonnées rectangulaires, global. En revanche, dans un
espace courbe il n’existe pas de base globale, les vecteurs de base sont fonction des coordonnées.
Le tenseur métrique est diagonal ssi le systeme de coordonnées est orthogonal, mais ses éléments
dépendent des coordonnées, il est local.

6.2 Signature d’un espace vectoriel pré-euclidien

Grace au th. 1.1 page 12 de Gram-Schmidt plagons-nous dans une base orthogonale d’un espace
vectoriel pré-euclidien. Dans cette base le tenseur métrique est diagonal et les coefficients g;;
sont des constantes. Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls u et v s’écrit

u-v =g ulo! + gHutv? + - + g,,u"o"

et la norme d’un vecteur non nul u a pour expression :

1/2
|l = [gn (u1)2 + 82 (uz)z + o+ 8un (un)Z]

Définition 6.4 : Signature d’un espace vectoriel pré-euclidien

On appelle signature d’un espace vectoriel I’ensemble des signes positifs et négatifs appa-
raissant dans I’expression du produit scalaire de deux vecteurs ou de la norme d’un vecteur,
ou I’on a remplacé tous les g;; par leur valeur respective, positive ou négative.

Le nombre de signes + et de signes — est une caractéristique intrinseque de 1’espace vectoriel,
indépendante de la base orthogonale considérée.

Si la signature ne comporte que des signes identiques elle est dite euclidienne. La forme quadra-
tique est alors définie et I’espace vectoriel est euclidien.

Si elle ne comporte que des signes positifs, la forme quadratique est définie positive. Tous les g;;
sont positifs, le produit scalaire est euclidien et la norme d’un vecteur non nul est strictement
positive.

Exemple 6.2 : Signature de I’espace de la physique non relativiste

Dans une base orthonormée de 1’espace vectoriel euclidien de la physique non relativiste, le
produit scalaire s’écrit :
u-v=ulv! +u?v? +ud?
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C’est I’espace vectoriel euclidien de dimension 3, de signature euclidienne (+ + +).

Exemple 6.3 : Signature de I’espace vectoriel euclidien de dimension 2

A la surface d’un cylindre de rayon p, placons-nous dans la base naturelle (eg, €,) associée
aux coordonnées cylindriques (¢, z) (Cf. figure dans Vol. 1 Notion d’espace). Le tenseur
métrique s’écrit

e, €y €y-e, 0% 0

e, e, €;-e; 0 1
ou p est constant. C’est 1’espace euclidien de dimension 2, de signature (++). Le tenseur

métrique est le méme que celui d’un plan car en déroulant un cylindre (ou un cone) on obtient
un plan.

Si la signature comporte des signes différents, le produit scalaire est pseudo-euclidien, la norme
s’appelle pseudo-norme car elle ne satisfait pas a la condition de séparation (Cf. Vol. 1 Notion
d’espace). L'espace est pseudo-euclidien, son tenseur métrique est de la forme

Vi,j  8j =16

avec au moins un signe positif et un signe négatif. Lorsqu’un seul signe est différent des autres,
la signature est dite lorentzienne.

Exemple 6.4 : Signature de I’espace-temps de la relativité restreinte

Dans une base orthonormée de 1’espace-temps de la relativité restreinte, le 4-produit scalaire
en convention de genre temps s’écrit :

uev=u—ulo! —u?v? —ud?

C’est un espace pseudo-euclidien de dimension 4, de signature (+ — ——). Les signatures
(+ — ——) et (— + ++) sont des signatures lorentziennes.

Exemple 6.5 : Signature d’un espace dont on connait la métrique
Cherchons la signature de 1’espace plat dont la métrique s’écrit :

eds’ =4 (dxl)2 +5 (dxz)2 -2 (dx3)2 +2 (dx“)2 — 4dx?dx3 — 4dx?dx* — 10dx3dx*
4 0 0 0 |(dx!
0 5 -2 —2[|dx?

= (dx1 dx? dx3 dx4>
0 -2 =2 —=5{ldx3

0 -2 =5 2 J\dx*

ou la matrice carrée est la représentation du tenseur métrique dans la base inconnue d’origine.
Nous supposons qu’il existe une base (v;) dans laquelle la matrice représentative du tenseur
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métrique est diagonale :

A4, 0 0 0
Go/lzoo
0 0 A; O
0 0 0 A,

Pour le premier vecteur v; (1 0 0 0) de cette base hypothétique nous aurons :
P 1

4 0 0 o0)\(1) (A4 1
04 0 ol]|o 0 0
= =/‘1,1
o 0 A olfo 0 0
o o o )Mo 0 0
Autrement dit, dans cette base (v;) :
Vi = 1, ,4 [G]vl- = /1ivl- (61)

Les 4; sont les valeurs propres de la matrice G, les v; sont les vecteurs propres de G, associés
aux valeurs propres. Les vecteurs propres de G forment une base dans laquelle G est diagonale.
Notez que les vecteurs propres sont définis a un coefficient multiplicateur pres :

[G](kv) = k[G](v)
= k(Av)
= A(kv)

Cherchons donc un scalaire A et un vecteur non nul v associé a A, respectant (6.1) :

4 0 0 O}y U;

0 5 =2 =2|]uv, _a L,

0O -2 -2 -5 U3 U3

0 -2 =5 2 Uy Uy
4-2 0 0 0 U; 0
0 5—-1 -2 -2 D, 0

= (6.2)

0 -2 -2—-1 =5 U3 0
0 -2 -5 2—14)\v, 0
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Ce systeme homogene a une solution non nulle ssi son déterminant est nul :

4= 2 241 3-2/=0
2 5 1-7

2+ 3-21 2 3-1

2 1-7

(4—/1)l(/1—5)
5 1-7

det(G—A) =@ -D{A-5[2+DA-7)—53@ -] -2[21-7) - 23 = D]}
=@ -)[A-5)(2-29)-81-5)]
=4 -2)@A-5)(2-37)
=0

Quatre valeurs propres annulent le déterminant : 1 = +4, +5, +4/37, —\/ 37

En injectant chaque valeur propre dans (6.2), on trouve le vecteur propre qui lui est associé.
Il existe bien une transformation des coordonnées telle que dans le nouveau systeme de
coordonnées la métrique s’écrive :

eds? = 4 (dx")’ + 5(dx?)” + V37 () - 37 (dx*)’
= (dx')" + (dx)” + ()" - (de?)’

Par conséquent la signature est (+ + +—).

6.3 Angle entre deux vecteurs

Soient deux vecteurs u et v d’un espace vectoriel pré-euclidien donnés en fonction de leurs
composantes contravariantes. A partir de la définition du cosinus (Cf. Vol. 1 Notion d’espace) :

P
giju'v’

\/ 18pqUPul|V/ |grs" V|

cos(u,v) = (6.3)
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Remarque 6.2

L’angle étant défini uniquement a partir de produits scalaires, il est invariant par changement de coordonnées.

6.3.1 Espace vectoriel euclidien

Dans un espace vectoriel euclidien nous pouvons supprimer les valeurs absolues :

o
giju'v’

\/gpqupuq\/grsvrvs

cos(u,v) =

Théoréme 6.1

On consideére la base naturelle d’un systéme de coordonnées quelconque d’un espace
vectoriel pré-euclidien. Soit G le tenseur métrique local. Si u et v sont les champs de vecteurs
tangents a deux familles de courbes, alors ces familles sont mutuellement orthogonales ssi

gijuivj =0

Définition 6.5 : Vecteur normal & une surface

Un vecteur est normal a une surface en un point P de cette surface, s’il est orthogonal au
vecteur tangent de toute courbe appartenant a la surface et passant par ce point P.

Dans un systeme de coordonnées (x') d’un espace vectoriel euclidien, considérons 1’hypersurface
de coordonnée x* = ¢5!¢. Tout vecteur T tangent a cette surface a sa composante % nulle :

dx*

i
=0

tO(

ou A est un parametre. Le vecteur N de composantes contravariantes
nt = gia
est normal a cette hyper-surface, en effet :
N-T=g;n't
= gi;g"*t!

= g
= t%

=0

Nous en déduisons I’expression de 1’angle 6 entre les normales aux surfaces x* = ¢ et

xP = ¢St En appelant u (gi“) etv (gjﬁ ) les vecteurs normaux aux hyper-surfaces, (6.3) page 55
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donne :
g8l glP

\/8pq8P781% | 858 PGP
B
-8 (6.4)

wgocoq /gﬁﬁ

Par exemple, en coordonnées orthogonales (curvilignes ou rectilignes), donc pour lesquelles le
cosinus de I’angle est nul, en tout point

cos(0) =

Vizj  8&j=0
ou de facon équivalente -
Vizj gi=0

Soit (x!) un systeme de coordonnées quelconques et soit x*(1) = A une ligne de coordonnée de
parametre A4, les autres coordonnées étant nulles :

i=a x%F=21 .
Vi=1,...,n ) ) > Vi=1,..,n xt = Adiq
i+a, x'=0

Soit une autre ligne de coordonnées d’équation :

Vi=1,..,n x] = 28
(6.3) page 55 donne I’angle ¢ entre ces deux lignes de coordonnées :
gijAbiqAdip

\/gpq/lépalaqoc\/grslarﬁ/lasﬁ
gaﬁ

\V gocot\/ 835

En général cet angle est différent de 1’angle & donné par (6.4) de la présente page.

cos(¢) =

Exemple 6.6 : Angle entre deux vecteurs

Soient u(1,0,—-2,—1,0) et v(0,0, 2, 2,0) deux vecteurs de 1’espace vectoriel euclidien Es,
alors :

wW=14+04+(=22+(-1)2+0>=6
VEP=024+0%24+2242240%=38
U-V=1X0+0X0—-2X2—1X240%X0=—6

6 NE

COS(u, U) = m = —7
.\ _ T
(m,0) = —
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Exemple 6.7 : Familles de courbes orthogonales

En coordonnées polaires d’un espace vectoriel euclidien E,, cherchons la famille de courbes
orthogonales a la famille de courbes suivante :

O=p—c
ou ¢ est une constante. Nous pouvons la paramétrer sous la forme :

p(t) =t
o(t)=t—c

Le champ de vecteurs tangents a cette famille de courbes,

uf dp/dt 1
u =Uu =Uu
u® d6/ds 1

est constant dans le systeme de coordonnées polaires. Nous cherchons la famille de courbes
de paramétre 7, c.-a-d. p(7) et 6(7), dont le champ de vecteurs tangents

(w) (dp/df)
[ ) =0
v d6/dr

est tel que le numérateur de (6.3) page 55 soit nul :

gijuivj =0
gppUP VP + gpeupve + ggpuevp + goouf1® =0
VP 4+ 0208 =0
do ,d6
FE T

On résoud I’équation différentielle a variables séparables :

C;_§=-de

pl=0+c
1

P=%+¢

ou ¢ est une constante.

Exemple 6.8 : Courbes orthogonales

En coordonnées sphériques (7, 8, ¢) d’un espace vectoriel euclidien E;, soient deux courbes
©; et @, sur une sphere de rayon a, d’équations :

¢, 1 ¢=f(©O) et G,  ¢=g)



Cherchons la condition pour que ces courbes soient orthogonales. Nous pouvons les paramé-
trer :

r=a r=a
et : Jo=t et G(1) : 6=t
¢=f() ¢ =g(7)

Les vecteurs tangents a ces courbes sont respectivement :

u(0,1,dgf(0) et v(0,1,deg(6))

D’apres (6.3) page 55, ces courbes sont orthogonales au point d’intersection (a, 6y, ¢) ssi
le produit scalaire des vecteurs tangents est nul en ce point, g;u'v’ =0 :

1 0 0 0
(0 1 %bzeo) 0 a* 0 1 =0
0 0 asin’(8) [\ £ oo,
0
df (©) ) 2 =0
(0 b e et ) dg(0)
a? sin*(6p) X = =|o=g,

do
a® + dgf (6)lg=g, X a?sin’*(6y) X deg (6) |g=g, = 0

dof (6) lo=g, X deg (6) o=, = — sin~*(6,)

Exemple 6.9 : Champs de vecteurs orthogonaux

Soient deux champs de vecteurs en coordonnées cylindriques (p, ¢, z),
u (0,1, 2b¢) et v(0,—2bg,p?)

ou b est une constante. Montrons qu’ils sont orthogonaux :

10 0
g/ =(0 1 26¢)[0 o2 of|-26¢
0 0 o>

0
0
1
1
=(0 1 2b¢) 2b¢p2]

=0
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u est le champ de vecteurs tangents a la courbe paramétrique de parametre ¢
C : p=a, ¢=t z=Dhbt?
car en dérivant on retrouve u :
dp/dt = da/dt = 0, d¢/dt = dt/dt = 1, dz/dt = d(bt?)/dt = 2bt = 2b¢

D’apres son systeme d’équations paramétriques, € est une hélice a pas variable sur le cylindre
droit de rayon a. De méme, la courbe £ de parametre 7 :

L = d—¢= 2b dz 2

P=% qr ¢ T
a pour champ de vecteurs tangents U :
dp/dt = 0, d¢/dr = —2b¢, dz/dr = a?
Nous avons montré que cette courbe est orthogonale a la courbe C. La courbe £ s’écrit aussi :

d¢

p=a, — =-=2bdr, z=da*t+¢

¢
Supposons qu’'at =0, z=0:
p=a, In¢p=-2br+c, z=ad’r
p=a, ¢=Cexp(—2bz/a?)

Cette solution n’inclue pas toutes les courbes orthogonales a € car certaines n’ont pas pour
champ de vecteurs tangents v.

6.3.2 Espace vectoriel pseudo-euclidien

Pour la métrique indéfinie d’un espace pseudo-euclidien, ’angle (#, D) entre deux vecteurs non
nuls (dont la norme est non nulle) donnés en composantes contravariantes, s’écrit :

u-v

cost\u,v) =
(. 0) = Talliol

P
giju'v’

\/ 18pqUPul|V |grs V|

-
giju'v’

VE18pquP Uy €28,5V"VS

Deux cas sont alors possibles :
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« I’inégalité de Cauchy-Schwarz reste valable :

lu - v| < ull|v]

lu - vl

(|l

—1 < cos(u,v) <1

V/A)

1

L angle (u, ©) des deux vecteurs existe, est unique et compris entre 0 et 7.
« I’inégalité de Cauchy-Schwarz n’est plus valable :

[u-v| > Jufv]

Nous avons alors
cos(u,v) =k (k| > 1)

Il existe une infinité de solutions pour 1’angle, toutes complexes. Par convention on choisit :

iln<k+\/k2—1> k>1
7r+i1n(—k+\/k2—1) k<1

avec les limites k - 1t etk - —1~

(,0) =

61






ESPACES PONCTUELS

7.1 Définitions

A chaque vecteur nous avons associé un couple de points (Cf. Vol. 1 Notion d’espace). Nous
revenons ici sur cette correspondance.

Définition 7.1 : Espace ponctuel pré-euclidien

On appelle espace ponctuel pré-euclidien, un espace ponctuel tel que 1’espace vectoriel
associé soit un espace pré-euclidien.

Définition 7.2 : Espace ponctuel euclidien

On appelle espace ponctuel euclidien, un espace ponctuel tel que 1’espace vectoriel associé
soit un espace euclidien.

7.2 Repéere et coordonnées d’un point
Définition 7.3 : Repere d’un espace ponctuel

On appelle repere (O, e;) d’un espace ponctuel E,;, I’ensemble d’un point O de E,, appelé
origine du repere, et d’une base quelconque (e;) de 1’espace vectoriel E,, associé a I’espace
ponctuel E,,.

Définition 7.4 : Coordonnées d’un point

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes de centre O d’un espace ponctuel pré-euclidien
E,,, les n coordonnées x' d’un point M sont aussi les n composantes contravariantes x' du

—~ . .z . z \ —> . 2
vecteur OM de I’espace vectoriel associé E,,, exprimées dans le repere naturel (O, e ;) associé



au systeme de coordonnées.

Dans un systéme de coordonnées quelconque, soient deux points M(x},) et N(x}). Dans la base
naturelle de ce systeme de coordonnées, et uniquement dans cette base :

dOM = dxi, @,
dON = dx\, €,

. i —> —>
dxi, et dx}; sont respectivement les composantes contravariantes des vecteurs OM et ON. En
utilisant les deux premiers axiomes de la définition d’un espace ponctuel :

dMN = dMO + dON
= dON — dOM
= (dxj — dx},) €;

. . —
d (xjy — x},) sont les composantes contravariantes du vecteur infinitésimal dMN dans la base
naturelle (€);).

7.3 Distance

Définition 7.5 : Distance euclidienne

La distance euclidienne M N entre deux points M et N d’un espace ponctuel euclidien E,,, est
la norme euclidienne du vecteur MN de I’espace vectoriel euclidien normé E,, associé a E,, :

MN = |MN]|

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes (rectilignes), si les points M et N ont respecti-
vement pour coordonnées X}, et Xy, dans la base naturelle (normée) associée a ce systeme
de coordonnées :

MN? = (x}; —x}) €, (xlj\, — Xp) €
= gij (xby = xh) (& — x11)

ot le produit scalaire est défini positif, c.-a-d. euclidien.

Définition 7.6 : Distance pré-euclidienne

La distance MN entre deux points M et N d’un espace ponctuel pré-euclidien E,;, est la
pseudo-norme du vecteur MN de I’espace vectoriel pré-euclidien normé E,, associé a E,, :

MN = [MN]

Dans un systeme de coordonnées cartésienne (rectilignes), si les points M et N ont respecti-
vement pour coordonnées X}, et xp;, dans la base naturelle (pseudo-normée) associée a ce
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systeme de coordonnées :
MN? = (xby — xk) @; - (x§ — x) €;

= g (xk — x}y) (va—xj ) (7.1)

ou le produit scalaire est non-dégénéré.

(7.1) n’est valable que lorsque les g;; ne sont pas des fonctions des coordonnées, c.-a-d. en
coordonnées cartésiennes (rectilignes), donc dans un espace pré-euclidien (euclidien ou pseudo-
euclidien).

Supposons N infiniment proche de M et désignons par x! les coordonnées de M et x! 4+ dx!
et les coordonnées de N. Si I’on note ds la distance infinitésimale MN, (7.1) devient la forme
quadratique de différentielles, appelée forme quadratique fondamentale

ds® = g;; dx'dx/

ot les coefficients g;; sont les produits scalaires des vecteurs de base de la base naturelle du
systeme de coordonnées quelconque (x%). Ils sont fonction des coordonnées x! lorsque la base
varie localement. En permettant le calcul de la distance infinitésimale localement en chaque
point et dans toutes les directions, les g;; caractérisent completement la géométrie de 1’espace
considéré (pré-euclidien ou non). Ils définissent cette géométrie de maniere intrinseque sans
qu’il soit nécessaire de considérer que 1’hypersurface est plongée dans un espace de dimension
supérieure. Lorsque les g;; sont fonction des coordonnées xt, soit ’espace est pré-euclidien
mais le systtme de coordonnées n’est pas cartésien (rectiligne), soit I’espace riemannien n’est
pas pré-euclidien. Lorsque E,, est pré-euclidien, le théoreme d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt page 125 nous assure qu’il est toujours possible de trouver une base orthonormale ou
pseudo-orthonormale.

Lorsque E,, est euclidien et le syst¢tme de coordonnées rectangulaires, les termes diagonaux du
tenseur métrique valent 1’unité et les termes non diagonaux sont nuls. Il ne reste que les termes
carrés dx'dx’, les termes rectangles dx'dx’, i # j étant nuls :

ds? = (dx!)” + (dx?)” + - + (dx")’
n
= dxidx!
i=1
= §;;dx'dx/

La distance est alors positive, ou nulle si les points sont confondus. Cette expression généralise a
n dimensions le carré de la distance élémentaire de 1’espace euclidien de la géométrie classique
en coordonnées rectangulaires (théoréeme de Pythagore).

Exemple 7.1

Distance en coordonnées rectilignes obliques (x!, x2) En coordonnées cartésiennes obliques
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dans le plan le carré de la distance s’écrit :
As* = g;;Ax'AxT
=gn (Axl)2 + g1,AX AX? + g1 AX*Ax! + g, (Ax2)2
=g (Axl)2 + 281,Ax1AX% + g5, (sz)2
= (Axl)2 + 2 cos(a)AxAx? + (sz)2

On retrouve la formule de Pythagore pour le triangle quelconque.

Exemple 7.2 : Distance en coordonnées polaires (o, 6)

Le carré de la distance infinitésimale
ds? = d,o2 + p2d92

2
est de signature (++). Le premier terme gq; (dxl) = dp? est la distance entre deux points

. . 2 .
sur la ligne de coordonnée x' = p, et le second terme gy, (dx*)” = p?d6? est la distance
entre deux points sur la ligne de coordonnée x> = 6. Le terme croisé 2g;,dx'dx? n’apparait
pas car les coordonnées polaires sont orthogonales.

Nous pouvons donner une nouvelle définition du systéme de coordonnées rectangulaires :

Définition 7.7 : Systeme de coordonnées rectangulaires

Dans un R-espace vectoriel de dimension 7, un systéme de coordonnées (x?) est rectangulaire
si la distance entre deux points arbitraires P (x}p, ,xﬁ) et Q (xb, e xg) est donnée par
une généralisation du théoreme de Pythagore,

PQ= \/(le —x};)2 + -+ (xg —x}_&)2

=14 / 5iijiij

ol Ax! = x( — Xp.
En notation vectorielle :

d(P,Q) =[Q-P|
= \/(Q—P)T(Q—P)

Cherchons I’expression de la distance entre deux points lorsque 1’on applique une transformation
linéaire u' = Au inversible (detA # 0). Posons A~! = B c.-a-d. u = Bu’'. La transformation
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linéaire conserve les distances :
d(u',v") =d(u,v)
= J@-v) @-v)
= \/(Bu’ — Bv)T (Bu’ — Bv)
=B - ) "B - v)

= \/(u’ —v)'BTB(w — v")

On pose
T -1 -1
G=B"B=(A1)Al=(AT) A!=(44")
Les éléments de la matrice A étant des constantes, les éléments de G sont aussi des constantes.

Exemple 7.3 : Relativité restreinte

Placons-nous dans le syst¢me de coordonnées galiléennes (¢, X, y, z). La distance de carré
ct? + x% + y* + z% n’a pas d’intérét car elle n’est pas invariante par la transformation de
Lorentz-Poincaré. En revanche, la distance d’univers de carré

2 = (22 — x2 — y? — 22)

Noo 1% + 111 X2 + N Y* + 133 22

est invariante par la transformation de spéciale de Lorentz (Cf. Vol. 5 Relativité restreinte),
I’autre invariant étant la constante de structure de 1’espace-temps. Ces deux invariants
relativistes remplacent les invariants de la physique non relativiste, la distance entre deux
points de I’espace et la durée entre deux instants.

Pour « pseudo-normer » la base, c.-a-d. pour avoir 7, = %1, il suffit d’effectuer le change-
ment de variable t = ct, ce qui revient a poser ¢ = 1. C’est ce que nous ferons, les unités de
temps et d’espace €tant arbitraires, comme d’ailleurs toutes les unités de la physique.

7.4 Dérivée et différentielle d’un vecteur et d’un point

Définition 7.8 : Vecteur fonction d’une variable

Soit E un espace vectoriel euclidien, et soit ¢ une variable scalaire variant dans un intervalle
PEEN . —> .

[a, b]. Si a chaque valeur de t nous faisons correspondre un vecteur u de E, nous dirons que

le vecteur u est une fonction de la variable ¢, et nous noterons ce vecteur variable 1 (t).

Définition 7.9 : Vecteur tendant vers le vecteur nul

Soit E un espace vectoriel euclidien. Un vecteur variable 2 (t) de E tend vers le vecteur nul,
si le scalaire || 2£(t)|| tend vers zéro quand ¢ croit.
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Définition 7.10 : Vecteur fonction continue d’une variable

Le vecteur 1£(t) est une fonction continue de la variable ¢, si, la variable ¢ ayant recu un
accroissement At, le vecteur

AU = U(t + At) — U(t)

tend vers zéro quand At tend vers zéro.

Définition 7.11 : Vecteur dérivée d’un vecteur
S’il existe un vecteur % (¢) tel que,

AU(t)
e
At At—o0

ut) —

nous dirons que f[(t) est le vecteur dérivée de 2(t) pour la variable ¢. Nous noterons :

N _ Au(t)
u(t)_AltH—n»o At
_ai
Cdt

Définition 7.12 : Vecteur différentielle d’un vecteur

Nous appellerons différentielle du vecteur 2 (t), le vecteur :
dv = udt

Définition 7.13 : Point fonction d’une variable

Soit € un espace ponctuel euclidien, et soit f une variable scalaire variant dans un intervalle
[a, b]. Si a chaque valeur de t nous faisons correspondre un point M de &, nous dirons que
M est une fonction de la variable ¢, et nous noterons cette fonction M(t).

Soit M(t) une fonction de la variable ¢, et soit O un point fixe arbitraire d’un espace ponctuel

euclidien & : le vecteur OM est alors une fonction de ¢. Soit O’ un autre point fixe arbitraire de &,
—>

alors, OO’ étant constant :

OM(t) = 00" + O'M(t)
dOM(r) _ dOO’ .\ dO'M(¢)

dr dr dr
dOM(r) _ dO'M(r)
dt ~  dt

—>
Le vecteur dérivée du vecteur OM est indépendant du point fixe O choisi, d’ou les notations :

Notation 7.1
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Le vecteur dérivée d’un point M fonction de la variable ¢ est noté :
dM _ -
— =M
dt

Le vecteur différentielle d’un point M fonction de la variable ¢ (ou différentielle de M) est
noteé :

—

dM = Mdt

Exemple 7.4
Vecteurs de base de la base naturelle du systéme de coordonnées (x%) Ils sont notés :

L oM
175X
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GRADIENT

8.1 Différentielle d’un champ de scalaires

En un point donné d’un espace ponctuel &, soient (x') et (x!') deux systémes de coordonnées
quelconques, rectilignes ou curvilignes, orthogonaux ou non. Soit f une fonction scalaire des
coordonnées. On note cette fonction f(x!) ou f (xi/) selon les coordonnées employées. En un
point donné, la différentielle de f est la méme indépendamment de tout systeme de coordonnées :

df(x") = df(xh)

of i of . ;

oxt' dx = Oxi dx
= ﬂ% dxt’

dxi dxt’

af _ df ax

dxi"  dxiadxt

Notation 8.1

Les dérivées partielles sont notées avec un indice inférieur :

. af!
Vi aif=a—£l.

Les dérivées partielles de f par rapport aux coordonnées se transforment comme les composantes

covariantes d’un vecteur : .
: dx*
Vi ai/f = W 6lf (81)

Exemple 8.1 : Formule de dérivation en chaine

Soit (p, 0) et (x,y) deux systemes de coordonnées d’un espace ponctuel euclidien E,.



Soit f un champ de scalaires, en un point donné la différentielle de f s’écrit :

df(e,6) = df(x,y)
of of of of
%dp aed@ 6xdx+8ydy

{x = x(p, 0) {dx = 0pxdp + dgx dO
y=y(p,0) dy = 8,y dp + dpy do

9 4o+ L do = —f(—d —de) af<aydp ayd@)

a0 P T 36 ax \3 30 3y \op 36
Of 4 O 3x,  fdy of _ofox , of oy
dp p_axdpdp+dyapdp N dp 0xdp Jdyodp
of .., _0fdx . dfdy 3f _dfdx _afdy
3699= 33699+ 3,36 9° 36 ~ 3x36 ' 3y a6
8.2 Définition du gradient d’un champ de scalaires

La différentielle du champ de scalaires f s’écrit sous la forme d’un produit scalaire,
df = g;fdx!

ou d’apres (8.1) page précédente les J; f sont les composantes covariantes d’un vecteur, et ou
les dx' sont les composantes contravariantes du vecteur différentiel position. L’expression (1.5)
page 5 du produit scalaire permet d’écrire la définition :

Définition 8.1 : Opérateur gradient

On appelle gradient d’un champ de scalaires f, le vecteur noté grad(f) tel que :

déf —>

df = grad(f) - dM

_—

L'opérateur différentiel gradient grad prend en entrée un champ de scalaires f et donne en
—

sortie un champ de vecteurs grad(f).

Aux valeurs prises par la fonction f en un point de 1’espace et au voisinage de ce point, le gradient
—_—
associe le vecteur grad(f).

A partir de la définition du gradient et de celle de la base naturelle :

N oM
df = grad(f) - ﬁdx
d;,fdxt = grad(f) - ¢,dx (8.2)

Vi of = grad(f)-

—_—>
Le vecteur grad(f) a donc pour composantes covariantes les 9; f dans la base naturelle (¢;) du
systeéme de coordonnées (x').
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Remarque 8.1

Par abus de langage, nous dirons que les composantes covariantes forment le « covecteur » gradient

grad(£)(3,f,05f, .., 0nf)

ou le soulignement rappelle que les composantes entre parenthéses sont covariantes.

—> 7 . .
Dans la base naturelle (€ ;), posons momentanément les composantes contravariantes suivantes :

grad(N( f2, o, ™)
On a alors
1725 = grad()
7€) dxe; = grad(f) - dx'¥;
Avec (8.2) page précédente :
fI€;-dx'e; = 6, fdx!
Vji  flgij=4f
fjgijgik = aifgik
kK =ghof
Nous obtenons les composantes contravariantes dans la base naturelle, exprimées en fonction des
composantes covariantes et du tenseur métrique :

grad(f)(g"'0:f, 8%0,f .. . g"0;f) (8.3)
Nous pouvons écrire :

grad(f) = U, f €, + gH3 f €, + - + g3, [ C,,

Remarque 8.2

Gradient est un vecteur qui, comme tous les vecteurs, n’est ni covariant ni contravariant. Ce n’est qu’apres avoir choisi de I’exprimer en
composantes covariantes ou contravariantes que, par abus de langage, on parle de covecteur ou de vecteur contravariant. Les composantes
covariantes du vecteur gradient apparaissent en premier dans la théorie et permettent de calculer les composantes contravariantes.

Exemple 8.2 : Expressions du vecteur gradient

« Soit f(x,y,z) un champ de scalaires en fonction des coordonnées rectangulaires

. g . > > T .
(x,y,z) de I’espace euclidien. Dans la base naturelle orthonormée (7, J, k) associée,
les composantes covariantes du 3-vecteur gradient de f s’écrivent :

d.f = grad(f)- T
3,f = grad(f) -
0,f = grad(f) -

Dans toute base orthonormée, les composantes contravariantes et covariantes des
vecteurs sont confondues, et I’on a pour le 3-vecteur gradient

7
k

grad(f) = . f T +8,f 7 +03,f k
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ou les composantes contravariantes sont exprimées en fonction des composantes
covariantes.
« Soit f = f(p,6,z) une fonction scalaire des coordonnées cylindriques. Dans la

e .. .
base naturelle orthogonale (‘e 0> €05 € ) associée, les composantes covariantes du
3-vecteur gradient f s’écrivent :

Dans la base naturelle associée aux coordonnées cylindriques, les composantes cova-
riantes forment donc le covecteur :

grad(f)(3,f. 0010, )

Les coordonnées cylindriques étant orthogonales, les termes croisés du tenseur mé-
trique sont nuls. En composantes contravariantes, avec (8.3) page précédente puis avec
(1.10) page 10 :

grad(f) = (8PP0, f + g% f + g°*0,f) €,
+ (8%3,f + 8%90o f + 8°%9,f) €
+ (870, f + 87800 f + g70,f) €.,
= (gPP3,f) €+ (8%900f) € + (8%%0,) €,

_of 1af9 f -

3z e, (8.4)

Dans la base tangente orthonormée associée aux coordonnées cylindriques :

af 2 10f e of -

grad

gra (f) ap p+pae +az eZ

« Soit f = f(r, 6, ¢) une fonction scalaire des coordonnées sphériques. Dans la base
naturelle orthogonale (¢, €, ?¢) associée, les composantes covariantes du 3-vecteur
gradient f s’écrivent :

grad( = o+

of o 10, 1 of
or r2 9o r251n2(9)5¢ “

(o))

Dans la base tangente orthonormée associée aux coordonnées sphériques :

grad(f) rt .36 +rsm(6)5¢ ¢

Exemple 8.3 : Vecteur gradient dans une base oblique normée

Soit (x, y) un systeme de coordonnées rectangulaire de 1’espace ponctuel euclidien E,. Soit
(7, 7) la base naturelle orthonormée de 1’espace vectoriel euclidien E, associé. Soit (x’,y")
N z J ) . <z —> —>
un systeme de coordonnées cartésiennes obliques de base naturelle associée ( €y, € y,). En



s’aidant de la figure 8.1 la transformation de coordonnées s’écrit :

x=x"+y cos(a)
y =Y sin(a)

[’angle a étant constant, la transformation est linéaire.

1
y .. Y M
T1/e,
0 7T=7¢, XX

Fic. 8.1 — Base naturelle en coordonnées cartésiennes obliques

Inversement :
x'=x—y cos(a) x' =x- tailja
r y = y
y - . y’ = -
sin(a) sin(a)

OM=xT+yJ
=[x"+y'cos(a)] T + y'sin(a) T

Cette relation donne les vecteurs de la base naturelle (?xl, ?y/) du systeme de coordonnées

cartésiennes obliques (x', ") :

L M

€x = W N E)x’ =7

> oM ?y, = cos(a) T + sin(a) T
ey/ = ay,

IIs sont de norme unité

Iexl =17 N I€xl =1
1€,/ [1* = cos?(a) + sin*(a) 1€, =1
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On a bien
OM=x7+y7

Tl o - . € —cos(a) T
=[x+ )y cos(a)] T + Y sin(a) (@)

= X’?xr + y’?y,

Dans la base (7, J), les composantes covariantes du vecteur gradient f s’écrivent

{@(f)-?= af/dx
grad(f) - 7 = 8f/dy

Dans la base (€, €,/), les composantes covariantes du vecteur gradient f s’écrivent
{grad(f) - €, =0f/0x
grad(f) - €, = af/3y’

Par exemple pour f = x = x" + y' cos(a) :

{g—r?ﬁ(f)- {gradm o =1

grad(f) - e, = cos(a)

P —> —> . .
Dans la base orthonormée (7, J ) les composantes contravariantes et covariantes sont confon-
dues :

i‘“i

Q

Dans la base primée (€, ?y,), puisque 7 = €, :
grad(f) =

Exemple 8.4 : Dérivée d’un champ de scalaires le long d’une courbe

Dans un espace vectoriel pré-euclidien, soit la courbe € d’équations paramétriques x' =
x(p), i

'(p), et soit ¢(x') une fonction scalaire le long de C. Sa dérivée a pour expression

% _ o o
dp  odxi dp
= 5i¢ui



u' = dx'/dp est un vecteur partout tangent a C. Il se transforme suivant les relations :

!

i
Vi dat = 9% gy
ox!
dx’ _ oxt dxi
dp ~ oxi dp
i/
ul' = % u'

u' est contravariant. 9;¢ est le gradient de la fonction ¢, il est covariant d’apres (8.1) page 71.
d¢/dp est donc invariant par changement de coordonnées :

de(xh) _9¢ dx!
dp ~ dxi dp
_ox!" 9¢ ox' dx'
~ 9xt axi' axi' dp
dp(x’) ¢ dx'
dp — oxi’ dp
_ de(x)
= =4

En effet d¢/dp est le rapport de deux invariants. Le produit du covecteur J;¢ par le vecteur
u' est appelé multiplication contractée.

Exemple 8.5 : Covecteur gradient en relativité restreinte

La 4-vitesse d’un mobile a pour expression en composantes contravariantes (Cf. Vol. 5
Relativité restreinte) en unités géométriques :

ut dt/dr

u* dx/dr
[4u] = [4u]

uy dy/dt

uz dz/dt

ol 7 est le temps propre de ce mobile. Soit ¢(t, x, y, z) une fonction scalaire, sa différentielle

s’écrit : o¢ d¢ d¢p 3¢
de(t,x.y,2) = 5-dt + ST dx + @dy+ 5 dz
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FiG. 8.2 — Champ de scalaires le long d’une ligne d’univers

Si I’on prend un point sur la ligne d’univers du mobile (Fig. 8.2), les coordonnées en entrée
de ¢ sont toutes des fonctions du temps propre 7, et ¢ qui est une fonction explicite des
coordonnées, est aussi une fonction implicite du temps propre :

dg [t(1), x(7), (1), 2(x)] _ d¢p dt  dpdx  Opdy J¢dz
dr ~ dtdr  oxdr  dydr  dzdr
= o,pu’ + 9, pu* +0,pu¥ + 9,4 u”

On peut réécrire cette égalité sous forme matricielle :

u
d u*
w=(00 00 a8 a4)|)
uz

Les composantes d;¢, 0, 9y, 9,¢ étant covariantes, nous définissons le covecteur gradient
phi par :

dp (0,6 0.9 0,0 0.9)

Pour chaque événement (¢, x, y, z) de la ligne d’univers du mobile, ¢(t, x, y, z) étant un
scalaire, il en va de méme de d¢/dz, si bien que la multiplication contractée du covecteur
gradient par le 4-vecteur vitesse donne un champ de scalaires. Le covecteur gradient est donc
une forme, une application qui a un vecteur fait correspondre un scalaire.

Contrairement au produit scalaire, la contraction (le fait d’égaler un indice contravariant et
un indice covariant dans un monome) ne fait pas intervenir le tenseur métrique. En effet,
I’un des deux membres est déja un covecteur.

Exemple 8.6 : Covecteur 4-vitesse



D’apres I’ex. 7.3 page 67, avec une métrique de genre temps de signature (+ — ——) et avec
(1.3) page 4 qui donnent le passage des composantes contravariantes aux covariantes, les
composantes covariantes du covecteur 4-vitesse sont données par :

0

0
-1

0

0

0

0
-1

(1 0
0 -1
0 0
0 0

dt/dr
dx/dt
dy/dr
dz/dt

dt/dr
—dx/dz
—dy/dr
—dz/dt

La notation du terme de droite sous forme de matrice colonne semble indiquer que les
composantes sont contravariantes alors qu’elles sont covariantes. Seul le signe négatif permet
la distinction. On note le covecteur en ligne,

u(dt/dz, —dx/dz, —dy/dr, —dz/d7)

ou les virgules entre les composantes indiquent qu’il ne s’agit pas d’une matrice uniligne qui
serait la transposée d’un vecteur unicolonne, mais d’un ensemble ordonné de valeurs. On
note aussi les composantes du covecteur explicitement avec un indice en bas :

u; =dt/dr

u, = —dx/dr
u; = —dy/dr
u, = —dz/dr

D’apres (1.11) page 12 et (8.3) page 73, le vecteur adjoint (ou associé, ou réciproque) du
covecteur gradient de ¢, c.-a-d. le vecteur gradient de ¢ écrit en composantes contravariantes,
s’écrit en relativité restreinte :

(1/1 0 0 o |(o¢ 0,4 3,4
0 1/(-1) 0 0 (|ot|_| 08| _ ai6) —9.¢
o o 11 o |lee| |-9¢ —0y¢

0 0 o  1-n|lae) (-4 —0,¢

Les composantes contravariantes sont écrites en fonction des composantes covariantes.

Remarque 8.3

La notation n’est pas parfaite, dans I’écriture verticale des composantes contravariantes, 1’indice de dérivation partielle est en bas et semble
indiquer une covariance des composantes.

Notation 8.2

On peut trouver la notation u’ = (x y z) pour le covecteur adjoint au vecteur u. Or le
covecteur n’est la transposée du vecteur que dans un espace vectoriel euclidien car le tenseur
métrique est alors la matrice identité. En effet, I’ex. 7.3 page 67 montre que dans I’espace-
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temps pseudo-euclidien de la relativité restreinte un signe négatif apparait.

8.3 Représentation du gradient

Il s’agit de représenter un covecteur gradient en un point donné de I’espace, en ayant a 1’esprit
que le covecteur gradient est I’archétype des covecteurs. Sa représentation servira pour tous
les covecteurs. On représente de petites tangentes aux courbes de niveau (non représentées)

localement autour du point (Fig. 8.3).

Fic. 8.3 — Représentation d’un covecteur en un point

Plus les lignes paralleles sont rapprochées et plus la norme du covecteur est grande (plus le
gradient est fort). La contraction des composantes d’un covecteur et d’un vecteur est le nombre
de segments de droite traversés par le vecteur en ce point, ici environ 3,4 (Fig. 8.4).

I

Fic. 8.4 — Contraction d’un covecteur et d’un vecteur

8.4 Base réciproque de la base naturelle

Soit (x!) un systéme de coordonnées curvilignes d’un espace ponctuel euclidien E,,, et soit M un
point de cet espace. Soit (€ ;) une base naturelle de I’espace vectoriel euclidien E, associ€ a E,.
Montrons que la base formée par les vecteurs grad(x/) est la base réciproque de la base (€;).
D’apres la déf. 8.1 page 72 du vecteur gradient :

df = grad(f) - dM
Pour f = x!:
dx! = grad(x!) - dM
= grad(x) - (€, dx! + €, dx? + - + €, dx")
grad(x!) - ¢, = 1
g_ma(xl)-?k=0 Vk=2,...,n
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De méme pour f = x2, ..., x". Par conséquent,
Vi, j grad(x/) - e; = §;;
qui est la définition de bases réciproques. En général, les vecteurs de base de la base réciproque de

la base naturelle ne sont pas de norme unité, comme on peut le constater dans I’ex. 8.3 page 74.

Montrons que les vecteurs de base de la base réciproque sont perpendiculaires aux hypersurfaces
de coordonnées. Dans le systeme de coordonnées (x'), considérons I’hypersurface de coordonnée
x! = %, sur laquelle la différentielle de x! est nulle :

dx! = @t—d)(xl) .dM
=0

R — —>

grad(x!) est donc perpendiculaire 2 dM, lui méme tangent en M a I”hypersurface x! = ¢5¢. Par
R

conséquent grad(x!) est perpendiculaire en M a I’hypersurface x! = ¢5t,

Exemple 8.7 : Base réciproque de la base naturelle polaire

« en utilisant I’expression du gradient en coordonnées cylindriques (8.4) page 74 :

—> —> 1 —> —-> —->
E’Pzg—)rad(p) er =20, ep+?69,o €o ef=¢e,
e” = grad(6) €°9=0,0¢,+=0,0¢, € ~ 02

« en utilisant I’expression du gradient en coordonnées rectangulaires :

eP=gudp) {?P =0,pT +8,07
29 = grad(6) €8 =0,07+0,67

er=_* 7, Y =~
co=-_Y 7, X =
Par conséquent :
€P =cos(0) T +sin(8) T er=71¢,
= - 1 . -, 1 > = - ]
€9 =—=5in(6) T+ =cos(8) J go - e
P P P>
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ALGEBRE TENSORIELLE

9.1 Introduction

Les lois de la géométrie et de la physique ont une existence intrinseque indépendante du systeme
de coordonnées dans lequel on les exprime. Il est donc naturel d’essayer de se débarasser des
systemes de coordonnées et de raisonner sur des objets géométriques ou physiques. On a d’abord
fait correspondre a ces objets des éléments simples euclidiens sur lesquels on a défini des
opérations dont on a étudié les propriétés. Ce procédé a conduit au Calcul vectoriel, puis au
Calcul tensoriel. Cependant, le choix d’un systeme de coordonnées est resté nécessaire, et les
vecteurs et tenseurs, bien qu’indépendants de tout systtme de coordonnées, sont donnés par
leurs coordonnées, sans que cela soit contradictoire. Plutdt que de particulariser un systeme de
coordonnées en en choisissant un, on écrit les équations sous une forme valable dans n’importe
quel systeéme de coordonnées.

Il existe en physique des quantités intrinseques qui, comme les vecteurs, existent en elles-mémes
indépendamment de la base dans laquelle on les exprime. Par exemple la matrice inertie ou la
matrice rotation d’un solide. Ces matrices carrées particulieres sont appelées des tenseurs. Toute
combinaison linéaire de deux tenseurs donne un tenseur, les tenseurs sont donc des vecteurs. Les
matrices de M, () sont aussi des vecteurs, et M, ,(K) est donc un K-espace vectoriel. En
effet, toute combinaison linéaire de deux matrices de M, ,(IK) donne une matrice de M, ,(K).
Elles sont de plus invariantes par changement de base de M, ,(I). Les tenseurs sont des matrices
particulieres car ils sont invariants par changement de base lié au changement de coordonnées de
I’espace-temps physique. Un changement de coordonnées de I’espace-temps induit un changement
de base de I’espace vectoriel des forces, des vitesses, des accélérations, et des tenseurs en général,
mais pas de celui des matrices. Les tenseurs ont donc un sens physique que n’ont pas les matrices.

Un tenseur ayant p indices contravariants est dit contravariant d’ordre p et de type (p, 0). Un
tenseur ayant q indices covariants est dit covariant d’ordre q et de type (0, ). S’il est les deux il
est dit d’ordre p + q et de type (p, q). L'ordre (ou rang) d’un tenseur est son nombre d’indices,
et n’a donc rien a voir avec I’ordre n d’une matrice carré n X n qui est de combien varient ses
indices.

Habituellement on appelle « vecteurs » uniquement les tenseurs d’ordre un alors que tous les ten-



seurs sont des vecteurs, quel que soit leur ordre. En physique, nous utiliserons cet abus de langage
pour dire que les vecteurs appartiennent a une catégorie plus grande d’objets mathématiques, les
tenseurs. Les scalaires sont alors des tenseurs d’ordre zéro.

Les tenseurs d’ordre deux sont souvent représentés par des matrices carrées dont les éléments
sont leurs composantes. Pour les tenseur d’ordre trois la multiplication des matrices 3D n’est
pas définie. Il faut alors abandonner la représentation matricielle des tenseurs et n’utiliser que la
représentation indicielle.

Toutes les équations de la physique doivent étre invariantes de forme par changement de coor-
données, donc par changement de base, elles sont dites covariantes. Elles varient toutes de la
méme facon, c’est le principe de covariance des équations de la physique. Or, pour les vecteurs
comme pour les tenseurs, les composantes de méme variance se transforment de la méme fagon.
Par conséquent, toutes les équations de la physique doivent étre écrites sous la forme d’une
égalité entre tenseurs de méme ordre et de méme variance. Pour assurer I’invariance des tenseurs,
leurs composantes doivent se transformer d’une fagon bien précise que nous allons déterminer.
Cette propriété d’invariance des tenseurs par changement de base est fondamentale puisqu’elle
nous servira de définition des tenseurs. Dans un second temps, de méme que nous avons défini
les vecteurs et les espaces vectoriels uniquement a partir de leurs propriétés opératoires, nous
définirons les tenseurs et les espaces tensoriels uniquement a partir de leurs propriétés opératoires.

Exemple 9.1 : Multiplication des composantes de deux vecteurs

Une facon simple de former un nouveau vecteur (dans le sens d’une quantité indépendante de
la base dans laquelle on I’exprime), consiste a multiplier les composantes de deux vecteurs
dans un ordre déterminé. Soient u (u', u?) et v (v!, v?) deux vecteurs de I’espace vectoriel
E,, le nouveau vecteur T a quatre composantes et appartient a I’espace vectoriel E, (les
dimensions des espaces vectoriels de départ se multiplient) :

T = (u'v!, utv?, u?v!, u?v?)

Notation 9.1

En notation indicielle, si u = u'e; et v = v'e; alors
Vi,j  t =l
ot I’ordre des indices i et j compte car en général u'v? # u?v! donc t¥ # /i,

En utilisant cette notation :
T = (t“ {12 421 tzz)

T est un tenseur, appelé produit tensoriel de u et v. Onnote T = u @ v, et on lit « u tensoriel
v » . On défini le produit tensoriel par :

u®uv=(ule, +u’e,) ® (v'e, + ve,)

=ule; @ vle; + ule; ® v?e, + u’e, @ vle; + ue, ® Ve,
ulvle; ® e; + ulv’e; @ e, + u’vle, @ e; + u’v?e, Ve,
e, @e, +1%e; Re, +t2le, e +1*2e, R e,
=T
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Soient e; = (1,0) et e, = (0, 1) les vecteurs de base d’une base orthonormée de E) :

e, ®e; =(1x1,1x0,0x1,0x0)
=(1,0,0,0)

e, ®e, =(1x0,1x1,0x0,0x1)
=(0,1,0,0)

e;,®e; =(0x1,0x0,1x1,1x0)
=(0,0,1,0)

e, ®e,=(0x0,0x1,1x0,1x1)
=(0,0,0,1)

En écriture matricielle, effectuons le produit de Kronecker (chapitre 5) :

u v
u@@uv= X
u? v?
1 bl ulo! 1
u
2 ulp? {12
, bl 2! 21
u
02 U202 £22

Notez qu’ici le produit de Kronecker a deux composantes et non quatre. En effectuant le
produit tensoriel nous avons :

u v
u@uv= (03]
u? v?
ulp! (1
ulv? {12
w2l 21
U202 122
=T
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9.2 Composantes deux fois contravariantes
Par changement de base, les composantes du tenseur T produit tensoriel des vecteurs u et v, se
tranforment selon :
Vi, j i = i’
. !
= B,‘c/ukBlJ vt
= Bl B/ ukv!
N
= BL B/ tH 9.1)

Les tY sont les composantes deux fois contravariantes du tenseur T. Par changement de base

naturelle : ) y
vi,j =9 9
dxk dxl

Le produit tensoriel des vecteurs des bases est défini de facon a assurer I’invariance du tenseur T
par changement de base :

Vi, j (e®e€) =ey ey
= Ale, ® Ale;
= AjAj (e ®e) 9:2)
T est alors indépendant de la base naturelle dans laquelle on I’exprime :
u®v) = (u'e; @ vey)
= (u'v'e; @ €)'
=t (e; ® €)'
= BB/ 1Al Al (e @ &)
= tklek ® e
= uke;, ® vle,
=uQ®vu

Exemple 9.2 : Composantes d’un produit tensoriel

Dans une base quelconque (e;, e,) de 1’espace vectoriel euclidien E,, on considere les deux
vecteurs u = 4e; + 3e, et v = e; + 5e,. Déterminons les composantes contravariantes du
produit tensoriel de u par v dans la base (e;, e,) ® (e, e,).

T=u®v
= (4-81 +3ez)®(e1 +Sez)
=4e, Qe +20e, Qe +3e,Q¢e; +15e;, Q e,

Nous avons :
1 =4, t12 = 20, 3 =3, t?2 =15
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En reprenant I’exercice de rotation d’une base vu dans le Vol. 1 Notion d’espace, déterminons
les composantes contravariantes du produit tensoriel dans la nouvelle base. Par changement

!
de base, les composantes de T se tranforment selon (9.1) page précédente avec Bij telle que :
Bl = cos(a), B? = —sin(a), BY = sin(a), B2 = cos()
Nous avons alors :
1’1 _ pl'pl’ 11 1'pl’ (12 1'p1’ (21 1'p1’ (22
t'* =B Bjt"+B B,t“+B, Bt +B;, By t
t'?" = BI'B2' 111 4+ BI'B? 112 + BY' B 12! + B) B 122
21" = B¥Bl't11 + B Bl'112 + B2 Bl'?! + B2 B} 122
122" = B B 11! + BY BZ't12 4+ BY B¥ 1! + BY B} 122

t1'Y = 4 cos?(a) + 23 cos(a) sin(er) + 15 sin?(a)
t1'2" = 11 sin(a) cos(a) + 20 cos?(a) — 3 sin?(a)
121" = 11 sin(a) cos(a) — 20 sin?(a) + 3 cos?(a)
122" = 4sin?(ar) — 23 sin(a) cos(a) + 15 cos(at)

9.3 Produit tensoriel

Dans ce paragraphe nous formalisons ce que nous venons de voir en introduction.

9.3.1 Produit tensoriel de deux vecteurs

Soient E,, et F, deux espaces vectoriels de dimensions respectives n et p, et soit E, X F, un
espace a ¢ = n X p dimensions. Vu € E,,Vv € Fi)’ au couple de vecteurs (u, v) nous faisons
correspondre I’élément noté u @ v de I'espace E,, X Fy, la loi de composition & ayant les
propriétés suivantes :

1) V(u,uy,u,) € Ey, V(v,0;,0,) € F,, laloi @ est distributive a droite et a gauche par
rapport a I’addition vectorielle (notée +) :

UuR (V1+v)=uuv,+u,
(y+u) Qu=u; Qu+u, Qv

2) Soit a un scalaire. La loi ® est associative par rapport a la multiplication par un scalaire :

au@uv)=au@u
=uQ av
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Définition 9.1 : Elément produit tensoriel de deux vecteurs

La loi de composition ® est appelée multiplication tensorielle. L' élément u ® v est appelé
produit tensoriel des vecteurs u et v ou produit dyadique.

Définition 9.2 : Espace produit cartésien

L'espace produit cartésien E,, X F, est I’ensemble des produits tensoriels de tous les vecteurs
des espaces vectoriels E, et Fy,. Ce n’est pas un espace vectoriel car une combinaison linéaire
de ses éléments ne donne pas nécessairement un élément de cet espace.

Définition 9.3 : Espace produit tensoriel

L'espace vectoriel G; = E,, ® F, est appelé produit tensoriel des espaces vectoriels E,, et F,.
C’est I'espace de toutes les combinaisons linéaires des éléments de E,, X F,.

La loi de composition @ a également la propriété suivante :

3. Soit (e;) une base de E,, et soit (f) une base de F,. Les np éléments,

e; ® f a
forment une base de Gq.
Remarque 9.1

Lespace Ey, @ Fp se distingue de 'espace G4 en ce qu’il est muni de la loi ®. Nous dirons que G4 constitue le support de Ey; @ Fp.

9.3.2 Expression analytique du produit tensoriel
Théoreme 9.1

Les espaces Ey, F,, et E, ® F, étant rapportés a des bases associées par les relations
e, ® fo = €iq la seule loi de composition satisfaisant aux propriétés du § 9.3.1 page
précédente est celle qui aux vecteurs u = u'e; et v = V¥ f, fait correspondre le vecteur
u'v%e;y de E, @ F,

Démonstration. Soient (€;)i=1,....n> (fa),—; p» €t Eidiey -
de E,, Fl’, etde E, ® Pb. Alors :

a=1,....p des bases respectives

Vu€E,YvEF, u®uv=ue®v*f,
Supposons n =2etp = 3:
u@uv = (u'e; + u’e,) ® (V' f1 + Vi f, + V3 f3)
En utilisant 1’axiome (1)) :

u®uv=ule; @V f, +ule; ® Vif, + ule; @ V3 f;
+ u’e, @ U f + u’e, @ V2 f, + u’e, @ V3 f3
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En utilisant I’axiome (2)) :
u®uv=ulvle ® f; +ulv?e; ® f, + ulv’e; @ f;
+utvle, ® f1 + uv’e, @ f, + uPv’e, ® f5
En généralisant a n et p quelconques,
u®v=1uv¥e ® fq
et avec I’axiome (3) :
u® v = uv¥e, 9.3)

Les trois axiomes du § 9.3.1 page 87 impliquent que les composantes du produit tensoriel u @ v
s’écrivent sous la forme u'v® dans la base €.

L’expression analytique (9.3) de la loi de composition ®, implique-t-elle a son tour ces trois
axiomes ?

Pour retrouver 1’axiome (1)) page 87, posons v; + U, = U3 :
U@ (U +v)=uQRUu;
= uivéxei ® fa
=u' (f +v)e; ® fao
= (U +u'vg)e; @ fo
= uivlaei ®f0( +uiU(ZXei ®f0(
= uiei ® vfcfa + u’iei ® vg{foc
=u®®uv+u®u,
Pour retrouver 1’axiome (2)) page 87 a partir de (9.3) de la présente page, posons w = au :
w®v=uwire® f;s
(@) @v =Y, [(au') vie; ® fg]

i
= a(uvfe; ® fp)
=au@u
(9.3) de la présente page est elle compatible avec 1’axiome (3) page ci-contre ?

Soit (e;) une base de E, et soit (f) une base de F,, le produit tensoriel (e;) ® (f) forme une
base de E,, ® F, par hypothese. Soit (e;/) une autre base de E,, et soit ( f /) une autre base de Fy,
le produit tensoriel (ej) ® (fg) est-t-il une base de E, ® F,?

=/ !
Soient A} et By les matrices changement de base :
. i
Vi e = Ai ej/
‘Bl
VOC fo = Bo( fﬁ/
Les éléments T s’écrivent sous la forme :
T=u®vuv
= ulv%e; @ f,
=t%; @ f, (9.4)
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Effectuons le changement de base :
. ! 6/
T= tlaAJi ej/ ® By f,g/
=t Al B e/ ® fa 9.5)
Les e; ® f, formant une base par hypothése, d’apres (9.4),
T=0 = Via t%=0

Cette implication restant vraie pour (9.5), les éléments ej; ® f g/ sont linéairement indépendants,
et constituent donc une base de I’espace E, ® F,. Nous dirons que (e;) ® (fg) est la base
associée aux bases (/) et (fg). O

9.3.3 Eléments d’un espace produit tensoriel
Tous les €léments de 'espace E,, ® F, sont-ils des produits tensoriels ?
Soit T un €lément de I'espace E, ® F, :
T=t iaei ® fa

Peut-on toujours 1’écrire sous la forme :

T = ulv%e; ® fy
oil u = u'e; est un vecteur de E, et v = v f, un vecteur de F, 7 Raisonnons par I’absurde et
supposons que, quel que soit t'%, ’on ait :

Vi,a e = utv®
Pourn=p=2:
T(e1, £12, £21, £22) = T(ulol, ulv?, uv!, uv?)
soit,
ulv! = (11 gyl =12 . 2l = 21 L 22 = 22

par conséquent :

ol 1

J = t]._z tll _ t21

o2t mT @

0222

ce qui a priori n’est pas toujours vrai, les composantes de 1I’élément T étant quelconques. Nous
en concluons qu’il existe des €léments de Iespace E,, ® F, qui ne sont pas des produits tensoriels
de deux vecteurs.

Exemple 9.3 : Identification d’un tenseur comme produit tensoriel

Le tenseur T suivant est-il le produit tensoriel de deux vecteurs ?
T = 1131 ®81 +8€1®e2+2092®e1 +12€2®ez
Si T est le produit tensoriel de deux vecteurs alors il est de la forme

T = u'v/(e; @ €))
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etl’ona:
ulv! =11, ulv? =8, u?v! = 20, u?v? =12

En faisant les rapports des deux premieres expressions puis celui des deux dernieres :

don o2

vz 8 vz 12

Ces valeurs étant différentes, T n’est pas le produit tensoriel de deux vecteurs.

9.3.4 Produit tensoriel de deux espaces identiques

En pratique on a trés souvent a effectuer le produit tensoriel de vecteurs appartenant a des espaces
vectoriels identiques. Soient (e;) une base de E,,, et soient u = u'e; et v = v’e; deux vecteurs de
cet espace. Le produit tensoriel des vecteurs u et v s’écrit :

T=u®vuv
=u'v/ (e; ® ¢))

.y
=te; Qe

Le produit tensoriel de E,, par lui-méme est noté E,, @ E,, ou encore E,(qz). D’apres I’axiome (3)

page 88, les vecteurs (les tenseurs) €;; = e; @ e; constituent une base de E,(lz).

Exemple 9.4 : Espace vectoriel du tenseur métrique

Le tenseur métrique appartient a 1I’espace produit tensoriel de I’espace vectoriel E,, avec
lui-méme, Eﬁz).

9.3.5 Non commutativité du produit tensoriel

Le produit tensoriel d’un espace vectoriel E,, avec lui-méme, E,, ® E,,, a pour vecteurs de base
les produits tensoriels e; ® e;. Par exemple, les vecteurs (e; ® e,) et (e, ® e;) sont chacun des
vecteurs de base, et ne peuvent donc pas €tre confondus. Le produit tensoriel des vecteurs e; et e;
n’est donc pas commutatif. Il en va de méme pour tout produit tensoriel de vecteurs.

Exemple 9.5 : Non commutativité du produit tensoriel
Soient u = u'e; et v = vjej deux vecteurs de I’espace vectoriel E, :
— i)
u®uv=uv/(e;®e)

=u'v' (e; ®e) +u'v’(e; ®ey) +uv' (e; @ e)) +uv? (e; @ ey)

=T (u'v!, ulv?, u?v!, u?v?)
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et:

vu="0vu(eQe)
=vlul(e; ® ;) + v'u? (e; ® e,) + v?ul (e, @ 1) + V*u (e; R e,)

= Z (u'v!, u?v!, ulv?, u?v?)

Par suite, en général :

uQuv#Fvu

9.3.6 Associativité du produit tensoriel

Soient u, v, w, trois vecteurs appartenant respectivement aux espaces vectoriels E,,, Pi,, Gq. Nous
pouvons multiplier tensoriellement I’élément u ® v de E,, ® F, par le vecteur w de G4. Nous
obtenons alors I’élément (u @ v) ® w de I'espace vectoriel H,,q = (E, ® F,) ® Gy

Nous posons comme nouvel axiome que le produit tensoriel des espaces vectoriels est associatif :

Hypg = (En ®E))®Gq
=E,®F ®G,

Cela revient a poser I’associativité des vecteurs de base :
e®f)®g =€ f®gs 9.6)
Pour les éléments résultants, nous avons :
(u®v)@w = (u'e; ® v f) @ wgg
En utilisant le th. 9.1 page 88

URUVQw = (uivo‘eia) ® wﬁgﬁ
= ulv*whe;, ® gs
= u'vwf (e; @ fo) @ &p

et, en utilisant I’axiome (9.6) :

(u®v)Qw = uv*wle; @ f, ® gs
=u'e; @ (VWP f, @ g5)
=ule; @ (Vf, ® wﬁgﬁ)
=u®(LRw)

URUVRW=uQuRuw
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9.3.7 Produit tensoriel de plusieurs espaces

Etant donné un nombre fini r d’espaces vectoriels E,,, Fi,, Gq, ... la définition par récurrence du
produit tensoriel de ces r espaces résulte du § précédent. D’apres le § 9.3.3 page 90, tout élément
de E, ® F, ® G; ® ... n’étant pas nécessairement le produit tensoriel de r vecteurs appartenant
respectivement a E,,, F,, Gq, ... nous sommes conduit a la définition suivante :

Définition 9.4 : Tenseur

On appelle tenseur construit sur les espaces de base Ey, Fy, G, ... tout €lément de I’espace
vectoriel E, ® F, ® G; ® ...

Soit T un tenseur « contravariant d’ordre p » et « covariant d’ordre q » , et soit U un tenseur
« contravariant d’ordre r » et « covariant d’ordre s » . Le produit tensoriel de ces deux tenseurs
donne un tenseur V « contravariant d’ordre p + r » et « covariant d’ordre q + s » :

T®U =5111E;[; (ei1 ®e,® Qe Qe R@e2® - ® ejq)
QU (e, ®e, @ Be, @i @ek @ @ eb)
=6111]l§l§;q u;cllllzc%‘.‘.l.skr (eil Re, ®® e, Re'Qel2® - ® ela
Qe Ve, Qe ®elQRe2® - ®eb)
=V

Remarque 9.2

Les tenseurs ont un ordre mais pas de variance. Parler d’un tenseur contravariant d’ordre p et covariant d’ordre g est un abus de langage
pour parler d’un tenseur d’ordre p + q dont p composantes sont contravariantes et g sont covariantes.

94 Produit scalaire

94.1 Produit scalaire d’un produit tensoriel par un vecteur de base
Définition 9.5 : Produit scalaire d’un produit tensoriel par un vecteur de base

Soient u = u'e; et v = v'e; deux vecteurs d’un espace vectoriel euclidien E,,. Le produit

scalaire du produit tensoriel # @ v par un vecteur de base (ei ® ej) de E,(lz) s’écrit :

Vi, j (u®v)-(e;Qe¢) o u;v;

Par conséquent :
vi,j  ukvl(er ®e) - (e; ® ¢) = uFvlgyg);
Vi, j, k1 (e ®¢) - (ex @ e) = gigj 9.7
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Vijkl  (ei®e)- (e ®e)=(e;i-ep)(e-e)

Exemple 9.6 : Composantes du tenseur métrique de I’espace produit tensoriel

Soit {e;(2,0,0), e,(1,3,0),e5(1,1, 1)} une base de I’espace vectoriel E;. Déterminons les
composantes du tenseur métrique de 1’espace produit tensoriel E5 @ E5. Les vecteurs de base
s’écrivent :

(e; ® e, =(4,0,0,0,0,0,0,0,0)
e;®e, =(2,6,0,0,0,0,0,0,0)
e;®e;=(2,2,2,0,0,0,0,0,0)
e, ®e =(2,0,0,6,0,0,0,0,0)

je; ®e, =(1,3,0,3,9,0,0,0,0)
e, ®e;=(1,1,1,3,3,3,0,0,0)
e;®e =(2,0,0,2,0,0,2,0,0)
e;®e, =(1,3,0,1,3,0,1,3,0)

le; ®e;=(1,1,1,1,1,1,1,1,1)

Leur produit scalaire donne 81 composantes dont voici les premieres :

E; a pour composantes :

94

4 2 2
Gl2 10 4
2 4 3

((e;®e;) (e;®e) =16 (e, ®ey) (e;®e) =38
(e, ®e) (e, Qe;) =38 (e, ®e;) (e, ®ey) =40
(e;®e) (e, ®e3) =38 (e;®e;) (e, ®e3) =16
(e, ®e)- (e;®e;) =38 (e1®ey) (e;®e) =4
(e, ®e)- (e;Qey) =4 (e, ®e;) (e; ®ey) =20
(e, ®e) (e;®e3) =4 (e;®e;) (e;®e3) =38
(e, ®e) (e3Qe;) =38 (e1®e) (e;Qe)=4
(e, ®e)- (e3Qe) =4 (e, ®e;) (e3®ey) =20
(e, ®ep) (e3Qe3) =4 (e, ®ey) (e3®e3) =38

On retrouve le résultat précédent en utilisant (9.7) page précédente. Le tenseur métrique de



(e, ®e)-

(e, ®e)-
\(el ® el) :

(e; ®e) =gn1811 =16

(e3®@e;) =g1381, =4
(e; @ e3) = 813813 = 4

(e, ®e,) -

(e, ®ey)-
(e;®ey)-

(e;®@e) =218 =8

(e;®e) (e, ®e;) =g11812=8 (e;®ey) (e, ®ey) =g11822 =40
(e;®e) (e, ®e3) =g11813=38 (e;®ey) (e, ®e3) =g183 =16
(e;®e) (e;®e;) =g12811 =8 (e1®ey) (e;®@e)) =g1p8 =4
(e ®ep)-(e; ®ey) = 81281, =4 1(e; R ey) - (e; ®ey) = 812822 =20
(e;®e) (e;®e3) = g8z =4 (e;®ey) (e; ®e3) = g12823 =8
(e;®e) (e3®@ey) =gi3811 =8 (e1®ey) (e3®@ey) =g1381 =4

(e3 ® e;) = 81382, = 20
(e; ®e3) = 813823 = 8

9.4.2 Composantes deux fois covariantes d’un tenseur d’ordre deux
Notation 9.2

Siui=u-ei,vj=v-ej,etT=u®valors

Vl,] tij = uin

Pour tout tenseur T = u @ v d’un espace vectoriel euclidien ES,Z), avec (9.7) page 93 et la déf. 9.5

page 93, le produit scalaire de ce tenseur par un vecteur de base s’écrit :

Vi,j (u®v)-(e;®e¢)= ke, @v'e) - (e; Qej)
Vi,j  wy=ufvl(e,®@e) - (e;@e¢)
Vi,j ;= tMgg);

Les ¢;; sont les composantes deux fois covariantes du tenseur d’ordre deux T.

94.3 Produit scalaire de deux tenseurs contravariants d’ordre deux

Soient U et V deux tenseurs de composantes deux fois contravariantes, de I’espace vectoriel

euclidien E,(qz) :

U-V=[ul(e;®¢)] [, ®e)]
=uvkl(e; @ ¢)) - (ex ® €)

= ul Uklgikgjl
= u”vij
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9.5 Base

9.5.1 Base duale d’un espace produit tensoriel

Soit (e, e?, ..., e") la base duale de la base (e}, e,, ... , e,) de ’espace vectoriel E,,. D’apres le

§ 9.3.4 page 91 les vecteurs €;; = e; ® e; constituent une base de E;SZ). D’apres le § 3.6 page 30,

les vecteurs e/ forment une base de E,,. Par conséquent, les vecteurs ei] =e; ® e/, les vecteurs

. . Py . . . 2
elj =e'® ej, et les vecteurs e’ = e' ® e/, sont trois bases de E,(q ),

Remarque 9.3

Lécriture el’ avec les indices I’un sous 1’autre est a éviter, elle ne permet pas de distinguer e; @ eldeel @ e;. Or d’apres le § 9.3.5 page 91
le produit tensoriel n’est pas commutatif,

ei®ej;£ej®ei

autrement dit

eij;é€i<

1

9.5.2 Composantes mixtes

Soit (e/) 1a base duale de la base (e;). La décomposition du tenseur T sur la base mixte e; ® e/
s’écrit :
T=¢ e ®e

Les t* j sont les composantes mixtes du tenseur T, une fois contravariante et une fois covariante.
— 4l j
T=t i€ R e’

t'he; ® e = t';g7"e; @ ¢
. N
Vi, k tR = tljgf

Notation 9.3

L'ordre des indices est important. Par conséquent, en indices mixtes il faut garder I’ordre des
indices en conservant une espace typographique, tt jou tji, mais pas th En abaissant puis en
élevant un indice on obtiendrait

ti — tjl — Ut

Si le tenseur de départ t est symétrique cela n’a pas d’importance. En revanche, s’il est
antisymétrique on commet ici une erreur de signe puisque

tij:_tji
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Pour un tenseur non symétrique, on retiendra que :
i i
Fi#
i J
th# 1t
car en remontant les indices on aurait

tijztji

Exemple 9.7 : Tenseur métrique en composantes mixtes
D’apres (1.9) page 9 :
Vi,j g =g%g;
_ si
=9

Les composantes mixtes gji sont donc identiques dans tous les systemes de coordonnées.
Quel que soit le tenseur A :

i_
aigj = Clj
al J_
g =a
gji est un opérateur de substitution d’indice. Les trois ensembles de composantes gji, gik, 8kj

forment un groupe. Ils définissent le tenseur fondamental d’ordre deux G.

Exemple 9.8 : Symbole de Kronecker

Le symbole de Kronecker en composantes mixtes,

jdef |1sii=j
6j {

~losii#j

est-il un tenseur comme le suggere I’exemple précédent ? On note que le symbole de Krone-
cker mixte est symétrique :

5 el

Supposons que dans la base e; ® e/ on ait

et effectuons un changement de base. Avec les matrices changement de base A et B telles
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que A=B"!:
tie;@ el =5le;@ el
tiAke, ® Ble™ = 5iAke, @ Ble™
j<1iCk m k m
t{AfBine; ® €™ = A{Ble, @ e™
tke, @e™ =5Ke, ®e™
k _ sk
tm - 5m
Le symbole de Kronecker mixte est donc bien un tenseur, appelé tenseur unitaire. En relativité

restreinte ¢’est donc le 4-vecteur unitaire dont la trace, appelée norme pour un vecteur, vaut
4.

Le symbole de Kronecker §;; est-il un tenseur ? Supposons que dans la base e! ® e/ on ait
t;j = &;; et effectuons un changement de base :

tijei ® ej = 5ijei ® ej
tlJAlkA]mek (02 em = Z Z 511 ikA{nek (024 e™m
ij

tem = Y, AL AL,
i

d;j n’est donc pas un tenseur, de méme on montre que 8% n’est pas un tenseur.

9.5.3 Changement de base

Soient (e;) et (e,) deux bases naturelles d’un espace vectoriel E,. Prenons le cas d’un es-
pace tensoriel ES’) dont la base associée a (e;) est (ej e ® el), et celle associée a (ep/) est

(eq, Re es;). D’apres (9.2) page 86 :

dxd" 3x"" ax’
FxT Gk ol (S0 @€ @)
axl ok ax!
ox4q" dx xS’

Vj,k,l ej®ek®el:

vq,r,s ey Qe Qey = (e, @ex@ep)

Soit (e/) la base naturelle duale de (e;), et soit (e?') 1a base naturelle duale de (ey). Utilisons le
changement de base naturelle duale (3.7) et (3.8) page 38 :

: axJ I
Vi el = el
.] axq/
' aqu .
v el = —¢e
1 oxJ

Soient (ej Rer® el) et (eql e Q eS,) deux bases naturelles de E,(f). Nous avons les relations
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suivantes :

axJ ax" xS,

57 oxk 3t (& @ @)
q' k I

ox? Jx ai(ef®ek®el)

dxJ dxr' axs’

Vik,] e ®e, Qe =

!
vq,r,s el Qe Qey =

9.6 Transformation des composantes d’un tenseur
9.6.1 Transformation des composantes contravariantes
(2 .

Soit T un tenseur de I’espace tensoriel Ey,

L
t' (ey @ ey) =tPi(e, ®ey)
axt" axJ’
oxP dx4
i’y axi' axj'

i i i'j = tpq
Vi, j thJ = 3P dxqt (9.8)

= tP4 (ei/ X ej/)

On change I’ordre des termes de sorte que les indices muets p puis q donne un produit de
matrices :

Y 6xi' ale

i i '] — pq

Vi.J t dxP t x4
T,con =JT conJT (9.9)

Les t!'J' sont appelées composantes contravariantes du tenseur T.
Remarque 9.4

Les tenseurs de composantes deux fois contravariantes généralisent a I’ordre deux les vecteurs ordinaires (donnés en composantes
contravariantes).

Généralisons a un produit tensoriel d’espace supérieur a deux. Soit T un tenseur de 1’espace
tensoriel E,, @ E,, @ E,, @ ... tel que

(K (e ®e ®ep ®...)=tP"(e,Qe;,Qe, ® ...)

dxP 0x4 Jxr

A ox” aLJ,aLk’
dxP 0x4 oJxr

= (Par--- ...(ei; ®ej/®ek/®...)

Vi, jk, ... gpar-..
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Inversement,

tPl(e, @ ey) = '’ (er @ejr)
. OxP o0x4
o' i’ i’ (eP ® eQ)
oxt dxJ
axp axq Y]
= tl J
dxi" oxJ’
_ axp ti/j/ axq
~ axt’ dxJ’

Teon = J_lT/con(J_l)T

VP’ q tP4

On trouve cette relation directement a partir de (9.9) page précédente :
J7iT =g Tyt
T =T ()
=T
En généralisant :

P 5xd 9x"
Vp,q,r1, ... tPar- = ax. ai ox T
dxi" dxJ' dxk'

Exemple 9.9 : Transformation des composantes contravariantes d’un tenseur

Dans la base naturelle du systéme de coordonnées (x!, x2), soit le tenseur de composantes
deux fois contravariantes T (11, £12, 21, ¢22) = (1,1, —1, 2). Quelles sont ses composantes

. . il i1 2z
deux fois contravariantes t'/ lors du changement de coordonnées :

{xl’ = (x2)?

2 _ 1,2

X X X

« en notation indicielle

[ _ oxt axV | ox'ax' |, N ox! ax! N ox' ax' ,
ox! dx1 ox! Odx2 0x2 dx! 0x2 9x2
= 2x% X 2x?% X t%?

— 8(x2)2

RC axt ox? || oxVax¥ , axVoax? ,  axVax? .,
~ 9x1 axl oxl Odx2 0x2 odx! 0x2 O0x?
= 2x? X x% X t21 4+ 2x? x x! x t%?
= —2(x?)? + 4x'x?

2! 1’ 2! 1’ 2! 1 2! 1’
2 _ ox< dx* ,;  O0x* dx* ,, Ox“ dx  , ~Ox° dx* ,,
ox! dx! ox! 9x2 0x2 dx! 0x2 9x2
= x2 X 2x2 X t12 + x! x 2x2 x t?2

= 2(x?)? + 4x'x?
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22 _ ox? ox* || ox¥ox¥ |, ox¥ox¥ , ox¥ox¥
ox1 ox1 ox1 0x2 dx? ox1 dx2 0x2
= x2x? X 1+ x2x! X 112 4+ x1x? x 121 + xlx! x 122
= (x2)% + 2(x1)?

« en notation matricielle

(9.9) page 99, T'eon = JT conJ ', donne :

o2 To 221 1[0 X2
21 22 B x> x'|[-1 2][2x?* x!
[ _2x2 ax [ o x?

- | x? —x! x*+2x"|[2x* X!

8(x?)? —2(x?)? + 4x'x?

_2(x2)2 +4xtx? (x?)? +2(x1)?

Par exemple au point de coordonnées x! =1, x* = =2, le tenseur a pour composantes :
- 32 -16
0 6
9.6.2 Transformation des composantes covariantes

Soit T un tenseur de I’espace tensoriel Eﬁz) tel que
oxP 0ox4
T~(ei; ®ej/)=T- Wﬁ(3p®eq)
.. oxP ox4
Vl,] ti/j/=wa‘(ep®eq)
_ OxP x4

= 57 a7 0 o0

On change I’ordre des termes de sorte que les indices muets p puis q donne un produit de
matrices :

L. _ OxP ox4
Vl,] ti’j’ = W tpq m
/ ~1\T —

Teov = (1) Teow ! (9.11)

Les ¢/ j» sont appelées composantes covariantes du tenseur T.

Remarque 9.5
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Les tenseurs d’ordre deux de composantes deux fois covariantes généralisent a I’ordre deux les vecteurs de type gradient (qui sont exprimés
en composantes covariantes).

Généralisons a un produit tensoriel d’espace supérieur a deux. Soit T un tenseur de 1’espace
tensoriel E,, @ E,, ® E, ® ... tel que,

Vi,j,k,... ti/j/kln_ =T-(ei,®ej/®ek/®...)

.. axp axq axr
Vi, j,k, ... tirjrgr... =T+ 7 37 I .(e,Re;,®eQ ...)
dxP dx9 dx"
= 337 37 F T (e,0e,®e®...)
_ 0xP dx? ox'

- axi/ axj/ 6xk' e tpqr...
Inversement :

Vp.q  fpg =T (e, ®eg)
axi’ axJ'
oxP 9dx4
_ox!" oxt' .
= 3xp 3w 117
3 ax! . ax/’
~ axp U 9xa
Tcov = JTTICOVJ

=T. (ei/ X ej,)

On trouve cette relation directement a partir de (9.11) page précédente :

Teor] = (I7) Teowd 7
JTT0J = T T ey
=T cov

En généralisant :
v _ox!" axJ' axk
D,q,7, ... tpqr”' = mmﬁ...fﬂj/k/”_

Pour le tenseur métrique habituellement donné en composantes covariantes :
G=JTG"J

En particulier si le nouveau systeme de coordonnées (primé) est rectangulaire, la base naturelle
est orthonormée et G’ = I, dans 1’ancien systéme de coordonnées le tenseur métrique s’écrit
alors :

G=J1J (9.12)

Exemple 9.10 : Transformation des composantes covariantes d’un tenseur

Dans la base naturelle du systeéme de coordonnées (x1, x2), soit le tenseur de composantes
deux fois covariantes T (11, t12, b1, t5) = (1,1, —1,2). Quelles sont ses composantes deux
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fois covariantes t; j lors du changement de coordonnées :

x! = (xz’)z
x% = x!'x?
 en notation indicielle
_ox! ox! dx! ox? dx?> ox! dx* ox? ;
by = 3xl ol 1 + 3xl ol 12 + 3xl ol 2 + 3xl ol 22
= xz/ X xz/ X t22
=2(x?')?
dx! ax! dx! ax? dx? ax! dx? dx?
by =cgromtysgazetsgrztlat 735 e
dxl" dx ox!" ox ox1!" ox ox1!" ox

= x2' x 2x% Xty + x* X xV X tyy

= —2(x¥)? + 2x!' x?

_ox! ax! , dx! 9x? , dx?* ax! / dx?* 9x? ,
v = gaaa Mt ga g et gaga nt G e
=2x% X x¥ Xty + xU X x¥ X tyy

= 2(x?)? + 2x!'x?

_ox! ax! ox! 9x? dx2 ox! dx2 9x?
T 5 ax? T i oy 2 ax¥ axr T i g 12

— 2 2! 2/ 17 1,2/ 1,1’

=2Xx° X 2Xx Xt11+2x X Xt12+2xx Xt21+xx thz

= 4(x2")2 + 2x2'x1" — 2xV'x?" + 2(x!")?

= 4(x?)? + 2(xV)?

¢ en notation matricielle

(9.11) page 101, Ty, = (J‘l)TT covJ L, donne :

t]_l]_l t1/2/ 0 le 1 1 0 2x2,
tyrr oo 2x? XV |-1 2[x¥ xV
21 b |
[ _x? 2x? 0 2x¥

! 1 ! ! 1 !
2x% —xU 2x% +2xt | [x2 X

2(x2")? —2(x?')? + 2xV' x?

22 +2xVx% a(x¥)? + 2(x1')?
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Par exemple au point de coordonnées x; = 1, x, = —2, le tenseur a pour composantes :

8 —12
T/
4 18
9.6.3 Transformation des composantes mixtes

Soit T un tenseur de I’espace tensoriel E,(qz) tel que,
g,
ti/J (e‘ ® ej/) = tpq (ep X eq)
oxP oxJ' /4
— ¢+ 4 i :
~ P axt 9xa (e ® efl)
.. v OxP axJ'
Vi, j ty) = == =—t,"
dxi" dx4
On change ’ordre des termes de sorte que les indices muets p puis q donne un produit de
matrices :

(9.13)

. i OxP g dx)
Vil ot =t o
’ _\T
Thix = (") Trmixd” (9.14)

:!
Les tl-,] sont appelées composantes mixtes covariante-contravariante du tenseur T. Nous avons
également
il

vi,j i, =9 X
’ J' 7 axp gxi’ 1@
On change 'ordre des termes de sorte que les indices muets p puis q¢ donne un produit de
matrices :

+ axi' axq
. . i _ p
Vil Uy =amla dxJ'
Tnix = JT mixd 9.15)

i’ 2z . . .
Les t' j» sont appelées composantes mixtes contravariante-covariante du tenseur T.

On généralise a un produit tensoriel d’espace supérieur a deux. Soit T un tenseur de 1’espace
tensoriel E,, @ E,, ® E, ® ... tel que,

)
JiJz--- (i il _ q192---
by (e 1@e2® Qe ®e; ® ) =tpp, (P @2 ®...e; ®eg, ... )
./ .
_ D2 oxP1 gxPz 9x/1 dxJ2
PPz S o xl A
./ ./
_ oxP1 9xPz  9x/1 dxJ2 0z
dxit gxis T Oxd gxda PP

(T Re2R Qe e ®...)

Les indices i’ et j' étant muets :
! ! !
ti/J (e‘ ® ej/) = t]/l (ef ® ei,)
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. 7z . P i’ il 7z
En revanche, la matrice représentative du tenseur d’ordre deux t' i (ei, ® e/ ) est la transposée

. 2z . i’ il . z
de la matrice représentative du tenseur ti,j (e‘ ® ej/) (la notion de transposée n’a pas de sens
pour les tenseurs d’ordre supérieur a deux) :

t'; (en @el') = 14 (e, ® %)

On obtient directement le résultat en prenant la transposé de (9.14) page précédente :

T
T'mix = [(] )T i T]
= (T i) T
= JT i "

Inversement,

g
tp! (P ® eq) = ti,] (el ® ej,)
. jroxt oxd

1 gxp AxJ'

oxi’ i 9x4

Vp, t,? = t,) —
p q p axp i’ axjf

T mix = JIT (J_I)T

mix

(P ®ey)

La transposée s’écrit,

, y
Po(e,@e?) =1t (ey ®e)')
it oxP 6le

7" 9xi" ox4

axP ax)' .
P _ i
vp.q 17 5xi" 9x4 Ey

(ep ® )

]

_ OxP 4! ox/

T _ =1 \T

Tmix =J (TmiX) J

En généralisant :
. .
v o D2 dxh dx" dxT 0x12 ¢ J1jze-
P1> D25 -+ 591,925 --- p1p2--- OxPL 9xP2 " g3t axls inib...
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Exemple 9.11 : Changement des coordonnées sphériques en rectangulaires

A partir du changement de coordonnées sphériques en rectangulaires, cherchons 1’expression
du tenseur métrique euclidien en coordonnées sphériques.

x = rsin(6) cos(¢)
y = rsin(0) sin(¢) r=0, 0<06<m, o0<¢p<2rm
z =rcos(0)

D’apres (9.12) page 102,

G=JTJ

sin 6 cos ¢ sinfsing  cos6 sinfcos¢p rcosOcos¢ —rsinfsing

= | rcosfcos¢ rcosOsing —rsinbB||sinBsing rcosfsing rsinbcose

| —rsin@sing rsinOcos ¢ 0 cos 0 —rsin 6 0
(1 0 0
=lo 0

[0 0 r?sin®(9)

Exemple 9.12 : Tenseur métrique par changement de systeme de coordonnées

Soit le systeme de coordonnées (u, v), défini a partir des coordonnées rectangulaires (x, y) :

u=x
v =exp(y —x)

Cherchons les composantes du tenseur métrique euclidien dans ce systeme de coordon-
nées. Nous devons inverser le systeme d’équations pour avoir la matrice jacobienne de la
transformation x = x(u,v) ety = y(u,v) :

x=u (9.16)
y=u+Inv '

D’apres (9.12) page 102,

G=JTJ

__1 1 |[1 o
o w1 w?

2 ()™
OO
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Calculons la longueur de la courbe suivante :

WV
i~
WV

u=3
e(p) { Py 0
v =eP
Le carré de la dérivée de la distance élémentaire s’écrit :

(2)2_ dxt dx/
dp) ~%idp dp

-2(5) 20m G0 ()

=2 X9+ 2e P x 3eP + e~ 2Pe2P

=25
ds) 2
dp—S/ dp
/0 (dp 0
I'=10

Nous pouvons effectuer le méme calcul en coordonnées rectangulaires. En nous servant
du changement de variable (9.16) page ci-contre, I’équation de € devient en coordonnées
rectangulaires (x, y) :

ep) {x =P

y=3p+p=4p
C’est I’équation de la droite
y=tx

qui passe au point (0,0) en p = 0, et au point (6,8) en p = 2. La distance entre ces points

vaut \/ 62 + 82 = 10.

9.7 Définition d’un tenseur

Au § 9.5.3 page 98, nous avons vu comment se transforment les composantes d’un tenseur lors
d’un changement de base.

Réciproquement, donnons nous n> quantités que nous rattachons a une base naturelle e; ® e Qey.
Si, lors d’un changement de base naturelle, vers une nouvelle base naturelle e,y Qey e, les
n® quantités se transforment selon les formules (9.8) page 99, alors on peut faire correspondre un
tenseur 2 ces n> quantités, dont elles constituent les composantes contravariantes. De méme, si les
n3 quantités se transforment par changement de base naturelle selon les formules (9.10) page 101
ou (9.13) page 104 alors elles constituent respectivement les composantes covariantes ou mixtes
d’un tenseur. Ce résultat se généralise a n? quantités. Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme 9.2

Pour que nP quantités rapportées a une base naturelle d’un espace vectoriel Er(lp ) soient les
composantes d’un tenseur, il faut et il suffit que ces quantités se transforment par changement
de base naturelle selon les formules du § 9.5.3 page 98.

Ce théoreme est en fait aussi une définition des tenseurs. Ce n’est un théoréme que si I’on définit
d’abord les tenseurs comme un ensemble non vide d’éléments muni de deux lois de composition,
I’addition tensorielle et la multiplication par un scalaire.

Exemple 9.13 : Caractere tensoriel des invariants

Soit E un invariant par changement de base.

E'=E
OE’ 0E
V' - =
! axi"  dxt
"~ dxJ axt'

Les invariants sont des tenseur.

Exemple 9.14 : Dérivée d’un champ de scalaires
Soit f(x!, x2, ..., x™) une fonction dérivable par rapport aux n coordonnées x*. Montrons
que les dérivées partielles de f sont les composantes d’un tenseur d’ordre un.

_ . o g o . _
Soit la transformation de coordonnées x' = x' (x/) et soit x/ = x/(x') la transformation
inverse. La dérivation partielle de f s’écrit :

of _ oxl aof
6xi, - 6xi, 6xj

Vi

Donc les dérivées partielles se transforment comme les vecteurs de la base naturelle. Ce
sont donc les composantes covariantes d’un tenseur d’ordre un, justifiant la notation J; f et
fi avec I'indice en bas.

Exemple 9.15 : Différentielles de composantes covariantes

Montrons que les différentielles des composantes covariantes du; ne sont pas les composantes
d’un tenseur :

. axK’
Vi u; = Fp Uper
axK’ oxK
dui = d( axi )uk/ + axi duk,

. . 7z ! . z
Le premier terme est nul si les coordonnées x¥ sont des fonctions affines des coordonnées
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xJ. En effet, les a; et b étant des constantes :
VK x¥ =ax'+b

k/
VK, i d(ax ):dai

oxt

11 faut donc que les coordonnées x/ et x*’ soient rectilignes. Pour autant, pour étre un tenseur
la loi de transformation des composantes doit €tre valable quelle que soit la transformation
de coordonnées.

Exemple 9.16 : Dérivée partielle de composantes covariantes

Soit # un vecteur de composantes covariantes u;. Montrons que les dérivées partielles dju;
des composantes covariantes ne sont pas les composantes deux fois covariantes d’un tenseur.
Dans la base naturelle, les composantes covariantes d’un vecteur se transforment selon

_ axK’
T Axi

Vi U; U

La dérivation partielle de cette expression nous donne :

S50, — 92 x*' 3
I Gxdoxt MK T axt A
92 dx* ox!
= axJoxi Uy + W al/uk/ (917)

Vi, j

. . 7z / . z
Le premier terme est nul si les coordonnées x¥ sont des fonctions affines des coordonnées

i ~ . j ! 7z 7z . o1 7z
xJ, c.-a-d. si x/ et XX sont des coordonnées cartésiennes (rectilignes). Les a; et b étant des
constantes :

vk x¥ =ax'+b

, axk’
vk, i ( 35 ) =q;

2.k
VK', i, j (ax ):o

dxJoxt

Pour autant, pour étre un tenseur la loi de transformation des composantes doit étre valable
quelle que soit la transformation de coordonnées.

Exemple 9.17 : Transformation du rotationnel par changement de coordonnées

Déterminons les formules de transformation du rotationnel d’un vecteur lors d’un changement
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de coordonnées curvilignes. Avec (9.17) valables lors d’un changement de base naturelle :

Vl,] ﬁu(u) = ajui - ain

B 32xk' +6xk'6xl'a B 32xK' +<3xk/(3xl/a
~\ 9xJdxi e Oxidxi vtk OxidxJ e OxJdxi It

ou les indices k et [ sont muets. Or

2.k 2.k
vijk X OX
dxJoxt  dxiox/
donc :
. — axk ax axm ax"
Vl,] rotij(u) = W apuk/ - W an/uml
_ axk ax 3 B ax! axk 3
= Toxigxd VMK T Taxiaxt KM
axk axt
6jui - aiuj = W (al/uk/ - dk,ul,)

C’est la formule de transformation des composantes deux fois covariantes d’un tenseur
d’ordre deux lors d’un changement de base naturelle.

Examinons I’ autre possibilité pour I’expression du rotationnel. Supposons u de composantes
contravariantes u'. Par changement de base naturelle, les composantes contravariantes se
transforment selon :

. o 9xt
Vi ul = ——u¥
dxk’
; azxi ' axi '
T gl — k .k
VRl W= e W T e O
?2xt dxioxt K

= U e
dxJoxk dxk' dxJ
; - ?2xt . dxiax! , 2x) . axiaxt :
Vi,. out — oul = .—uk+—.6,uk — .—uk+—.6/uk
74 ' dxJIxK’ axk'oxi ! 0 XK gxi !
Ce ne sont pas les composantes mixtes d’un tenseur d’ordre deux car en général

a_xi @ N Vi 92x! 32xJ
oxJ "~ odxt J dxioxk " dxidgxk

Vi# ]
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9.8 Le tenseur métrique

A partir de la définition 1.1 page 1 du tenseur métrique, dans une base naturelle :
Vi, j gij=¢€ €

Lors d’un changement de base naturelle :

oxK ax
= — €K1+ ——
ox! oxJ
! !
_ 9xF ox! .
axi axi F
oxk axt

= T au

Vl,] gl] (90

1 ep

Les g;; sont les composantes deux fois covariantes d’un tenseur d’ordre deux. Cette condition est
nécessaire et suffisante pour que la forme quadratique associée a la matrice G soit invariante par
changement de coordonnées. En effet :

Vi,j  8ij = 8pq gii aic'l’
xt oxJ
etl’'ona:
gujr dx’'dxl’ = gy S;CS s;chf Zfr x' %))C:s dx®
= gpq Or S5 dx"dx®
= gpq dxPdx1
De méme,

Vi,j gl=el-e
_oxt o ox!
Tk € oxl
axl axf k' G
e A
axi axf k'l
= axK axl’ J

Les g/ sont les composantes deux fois contravariantes d’un tenseur d’ordre deux. Formons le
déterminant des matrices figurant de part et d’autre de cette égalité :

og |+

]2
2

!

1
gl
g

09
Il
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Exemple 9.18 : Tenseur métrique par changement de base

Soit le changement de base quelconque d’un espace vectoriel E, :

ey = 331 + e,
ey = —e; + 2e,

Déterminons les nouvelles composantes du tenseur métrique gy+;» en fonction de ses anciennes
composantes g;;.

« en partant de la définition du tenseur métrique dans une base quelconque :

k' = €xr - ey

g = (3e; +e,) - (3e; +e;) 811 = 9811 + 6812 + 822
gy = (3e; +e;) - (—e; + 2e;) I ES —3811 + 5812 + 2822
g = (—e; +2e,) - (3e; +e,) 8217 = —3811 + 5812 + 282
8oy = (—e; +2e,) - (—e; + 2e,) 822 = 811 — 4812 + 4822

« en utilisant la formule de changement de base quelconque d’un tenseur d’ordre deux :
Vk, l 8k = Alk,Agc, gll
Pour déterminer les Aik, on utilise :

Vk €y = Alk/ e;

{ Al/:3;All:1;A2/:_1;A2/:2

ey = Alz,el + A22/e2

g = ALAL g + AL ALE + ALAT 81 + ATAT 82
gy = AYALgn + AL AL g + ALAS g1 + AL AS 8
S = Ay AL En + AL AL g + A AL g1 + A AT S
Sy = AL AL g + AL AL G + AYAS g1, + AS A% 8

g1y =981 + 6812+ 82
N 812 = —3811 + 5812 + 282
817 = —3811 + 5812 + 282

8o = 811 — 4812 + 482
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9.9 Symétrie et antisymétrie des tenseurs

9.9.1 Tenseurs deux fois contravariant ou deux fois covariant

Un tenseur est symétrique pour deux indices de méme variance (soit covariants soit contravariants)
si 'on peut échanger ces deux indices. La symétrie d’un tenseur ou son antisymétrie sont des
propriétés intrinseques, indépendantes de la base dans laquelle on exprime le tenseur.

Exemple 9.19

Si le tenseur ¢! jkl est symétrique en i et k, alors :
ik _ 4ki
tj =t jl
Par changement de base :
! 3 !/ / : !/
@ OxP oxd ox ax! ik o p _0x" oxJ oxP axt 4
¢ 5T gl oxd axkaxs Il € 5" 7 3xk gxd oxl oxy !
p/ r/ V/ !/
t q/ S/ t ql S/

9.9.2 Symétrie des tenseurs mixtes

En revanche, la symétrie d’un tenseur mixte pour deux indices de variance différente est fortuite,
elle ne se produit que dans une base particuliere.

Exemple 9.20

Soit la matrice changement de base suivante :

1 -1
A
2 2

Déterminons les nouvelles composantes mixtes du tenseur contravariant-covariant a priori
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symétrique tij(l, 2,2,3). Avec (9.15) page 104 :

t = (A1) tal
E= I I
— |2 2
302 sl-1 2
_4 4 L
e N
— 2 2
22 ]-1 2
_4 4_
0 -2
=g

Le tenseur mixte n’est plus symétrique dans la nouvelle base.

9.9.3 Décomposition d’un tenseur
Théoreme 9.3

Tout tenseur ayant deux indices de méme variance peut se décomposer en une somme de
deux tenseurs, ['un symétrique, ’autre antisymétrique.

Démonstration. Soit le tenseur ¢ k- Supposons la décomposition possible, alors
9 =5 +a",
avec sijk = sﬁk et aijk = —ajik. Alors :
tijk + tﬁk = sijk + aijk + sﬁk + aﬁk
9+t =257,
De méme nous avons :
tijk - tjik = sijk + aijk — Sﬁk - aﬁk
tV, =t/ = 2d",
Si la décomposition est possible nous avons nécessairement
s = %(tijk +0) et dY = %(tijk )
Réciproquement, si I’on pose le tenseur symétrique par construction st k= é(tij kT ¢! ik) etle
tenseur antisymétrique par construction a'l k= é(tij K= ¢! ik), alors on a bien
tijk = sijk + aijk
La décomposition étant toujours possible. 0
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9.10 Opérations sur les tenseurs

Les opérations sur les tenseurs généralisent celles sur les vecteurs définies dans le Vol. 1 Notion
d’espace. Leurs propriétés permettent de définir les tenseurs.
1) Pour étre additionnés, les tenseurs doivent étre du méme ordre et €tre rapportés a une méme

A . . 2 .
base (leurs composantes ont alors méme variance). Dans un espace vectoriel ,g, ), soient

U=ule;® eetV= vile; ® e; deux tenseurs « contravariants » d’ordre deux. L’addition
tensorielle consiste a additionner les composantes respectives des tenseurs :
U V=ule®@e+v'e,®e¢

= (ul + vi¥) e: ,

=W +vY)e; Qe

— i)

=w'e; ® e

=W
L’addition tensorielle fait correspondre aux deux tenseurs initiaux un tenseur de méme

ordre et du méme espace vectoriel.

2) Lamultiplication d’un tenseur par un scalaire a consiste a multiplier chaque composante du

tenseur par ce scalaire. Dans un espace vectoriel E,(1 ), soit o un scalaire et soit U = uV/ e;®e;

un tenseur « contravariant » d’ordre deux.
al = a(ue; @ e))
= (au'/)(e; ® ¢))
=ve; @ ¢
=V
La multiplication d’un tenseur par un scalaire lui fait correspondre un tenseur de méme
ordre et du méme espace vectoriel.

9.10.1 Propriétés des lois de composition tensorielles

« [’addition tensorielle a les propriétés suivantes :
1) commutativité : Vi, j ul + vl = i 4yl
2) associativité : Vi, j ul + (vij + wij) = (uij + vij) + wY = ull + vV + i
3) existence d’un élément neutre noté 0, de composantes nulles Vi, j ntJ =0, et tel que
VI, T+0=T
4) pour tout tenseur U il existe le tenseur opposé noté —U, tel que :
U+(-U)=0
Vi,j u4+(-u)=0
« La multiplicaton par un scalaire a les propriétés suivantes :
1) associativité : Vi, j A (uut) = (A ) ub
2) distributivité par rapport a I’addition des scalaires : Vi, j (A + p) ut = Aul + uut
3) distributivité par rapport a I’addition tensorielle : Vi, j A (u¥ + v¥) = Aul/ + A1 0¥
4) il existe un élément neutre, le réel 1, tel que : Vi, j 1 x u¥ = u¥
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9.10.2 Combinaison linéaire de tenseurs

Soient u¥ et v les composantes deux fois contravariantes de deux tenseurs d’ordre deux. Soit
t" leur combinaison linéaire :

Vi,j  t =ul 4+ Al
Par changement de base naturelle :

vi.j (= ( dx! ox/ uk,l/> +/1< dx' ox/ vk'l')

axk" axl' axk’ axl’
. axi aX‘] k'l K
= <_6xk' 6xl’> (u + v )
dxk" axV

D’apres le th. 9.2 page 108, les quantités t% constituent les composantes deux fois contravariantes
d’un tenseur d’ordre deux. La combinaison linéaire de deux tenseurs du méme ordre donne un
tenseur du méme ordre.

Exemple 9.21 : Caractere tensorielle d’opérations sur les composantes

Soient %/ les composantes d’un tenseur, montrer que les t*/ — t/! sont également les com-
posantes d’un tenseur. Commencons par montrer que si les t%/ sont les composantes deux
fois contravariantes d’un tenseur alors les composantes transposées t/! sont aussi deux fois
contravariantes :

R
dxk ax!

tj/l-/ _ axJ axl kl
dxk oxl

Par conséquent les t/% sont les composantes deux fois contravariantes d’un tenseur, ainsi que
les tV — )t d’apres le § 1) page précédente.

Exemple 9.22

Soit T un tenseur de composantes mixtes, contravariante-covariante, montrons que sa trans-
posée est un tenseur. Les composantes mixtes de T se transforment par changement de base
selon :

vi,j = o' ox
’ J J axt oxJ'
g 9xt oxt

P axd Axi

Par conséquent T7 est un tenseur.
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9.10.3 Classification des tenseurs

[’addition tensorielle et la multiplication par un scalaire sont des lois de composition de Eﬁlz)

2 . 2 s s . 2
dans Efl ). Les tenseurs suivent donc la définition d’un espace vectoriel et sont par conséquent des
vecteurs d’un espace vectoriel Hy, , o . muni d’une structure de produit tensoriel. Les espaces
produits tensoriels deviennent pré-euclidiens lorsqu’on les munit d’un produit scalaire.

Afin d’unifier la classification, les espaces élémentaires E; non munis d’une structure de produit
tensoriel ont pour éléments des tenseurs d’ordre un, que I’on appellera vecteurs. Comme vu
précédemment, les tenseurs d’ordre zéro sont appelés des scalaires.

9.10.4 Multiplication tensorielle

Les produits tensoriels d’espaces vectoriels sont des espaces vectoriels. Ils peuvent a leur tour
former de nouveaux espaces vectoriels par multiplication tensorielle.

Soit U = uijei ® e;j un tenseur de E,(lz), et soit V = vi-kei Re ® e, un tenseur de Ey(l3). La

J
multiplication tensorielle leur fait correspondre le tenseur T d’ordre cing, de I’espace ES) =

E,E,Z) ® E,(f’), tel que :

T=UQV
t7"e; @ e ® ex ® el @ e, = (uile; @ €) @ (Ve @ €' ® ;)
= uij Uklm(ei ® ej ® (9% ® el ® em)

. ik y
Vi, j,kLm 7" = u”vklm

Notation 9.4

Le produit tensoriel est aussi noté :
T = [UV]

9.10.5 Contraction des composantes

La contraction des composantes d’un tenseur consiste a égaler I’un des indices contravariants avec
I’un des indices covariants. A partir d’un tenseur d’ordre q de composantes mixtes, elle permet
d’obtenir de nouveaux tenseurs d’ordre g — 2, le tenseur initial étant amputé d’une composante
covariante et d’'une composante contravariante.

Soit un tenseur d’ordre deux de composantes contravariantes t*/. Nous pouvons toujours 1’écrire
en composantes mixtes, 1’un des systemes de composantes mixtes étant t' j» I'autre étant tij .La
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contraction de ce tenseur, appelé sa trace est un scalaire. En effet

i Ak AT LT

!/ /
- 61/ tl k'

=t +G++t]

Nous obtenons le méme résultat en partant de t;', nous avons t; = ;' = t;

Exemple 9.23 : Contraction des composantes d’un tenseur d’ordre deux

Soient u et v deux vecteurs de E,, de composantes respectives contravariantes u' et covariantes
Uj, et soit T leur produit tensoriel :

T=u®vuv

ti(e; ® ¢) = u'e; ® ye!
.. A
Vi, j tJ = u'y;
En posant i = j nous additionnons les composantes et formons le produit scalaire des
vecteurs et v :

Vi ot =uly

= ulvy + u?v, + udvy + ...
=t0+B5+86+..

L’opération de contraction des composantes fait passer un tenseur d’ordre deux de compo-
santes mixtes a un scalaire ou tenseur d’ordre zéro. Par contraction répétée des composantes
d’un tenseur d’ordre pair on déduit donc un invariant.

Exemple 9.24 : Contraction des composantes d’un tenseur d’ordre trois

Soit U un tenseur d’ordre trois de composantes mixtes "’ k- deux fois contravariantes et
une fois covariantes. La contraction des composantes d’indices j et k donne les quantités
suivantes :

. ij ;
Vi ujj:v‘

Par exemple v! = u'l; + u'?, + u!3;. Montrons qu’elles constituent les composantes d’un
vecteur. Par changement de base naturelle :

. . )
ij oxt ox!) ox" i

Vi ;s = - U /
I axk' axm' dxJ n
. axl n' uk’m’
ok Cmt
axi K'm'
= _axk’ u m'
i
vio o= 2
dxk’
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Les v' se transforment par changement de base naturelle comme les composantes contra-
variantes d’un tenseur. L'opération de contraction des composantes fait passer un « tenseur

mixte » d’ordre trois a un tenseur d’ordre un (vecteur).

9.10.6 Multiplication contractée
Définition 9.6 : Multiplication contractée

La multiplication tensorielle suivie de la contraction des composantes s’ appelle la multipli-

cation contractée, ou multiplication mixte, ou produit tensoriel contracté.

En particulier, appliquée a deux tenseurs du premier ordre de variances différentes, elle donne un
invariant u;v* appelé produit intérieur de U par V, analogue du produit scalaire du calcul vectoriel

(Cf. ex. 8.4 page 76).
Notation 9.5

La multiplication contractée de U par V est notée :

T=0V

Elle donne un critéere de tensorialité.

« Si pour tout vecteur de composantes contravariantes v*

uv! =E

est un invariant, alors les u; sont les composantes covariantes d’un vecteur (tenseur d’ordre

un). En effet, E est par hypothese invariant par changement de base :

E=F'

. .
uv' = wv

Les v sont par hypothése les composantes contravariantes d’un vecteur, par changement

de base naturelle,

=/
uivi = uj/vk %
dxk

= ;v 8x1.'

T oxi

relation vraie quelles que soient les v, donc par changement de base naturelle :

!

ox/

Vi u; = uj/ W

et les u; sont les composantes covariantes d’un vecteur.
« Si pour tout vecteur de composantes contravariantes u'

. i _
V] tij'bl, —Uj
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sont les composantes covariantes d’un vecteur, alors les ¢;; sont les composantes deux fois
covariantes d’un tenseur d’ordre deux. En effet, les v; sont par hypothese les composantes
covariantes d’un vecteur. Par changement de base naturelle :

V] Uj/

. ; o0x
V] t{ju" = tlkul

Les u' sont par hypothése les composantes contravariantes d’un vecteur,

l k
VJ ti’ju‘ = tlkum ai):n, %
v oxt axk
~ K X oxd
) dx! dxk

Vi, j tijztlkﬁw

et les t;; sont les composantes deux fois covariantes d’un tenseur. Dans la suite, nous les
noterons £ jr.

Si pour tous vecteurs de Composantes contravariantes u! et v*
Iy —
tiju v =E

est un invariant par changement de base, alors les ¢;; sont les composantes deux fois cova-
riantes d’un tenseur d’ordre deux. En effet, d’apres (9.10.6), les ¢; jui sont les composantes
covariantes d’un vecteur, et par conséquent d’apres (9.10.6) les ¢;; sont les composantes
deux fois covariantes d’un tenseur d’ordre deux.

Si les t;; sont symétriques et si pour tout vecteur de composantes contravariantes vl
inj —
tijv vl =E

est un invariant par changement de base, alors les f;; sont les composantes deux fois
covariantes d’un tenseur d’ordre deux. En effet, soit u' les composantes contravariantes

d’un autre vecteur, alors w' = u! + v' est aussi un vecteur contravariant. Alors,
cwiwd =t (b + ) (W + vl
tw'w! = t;; (u + v') (W + v7)
= tiju’uf + tijvluJ + tijulv] + tileUJ
= tijuiuj + tijUin + Ztijuivj
ou le terme de gauche et les deux premiers termes de droite sont des invariants par hypothese.

Par conséquent ¢; juivj doit aussi €tre un invariant, et d’apres (9.10.6), les t;; sont les
composantes deux fois covariantes d’un tenseur d’ordre deux.

La généralisation des exemples (9.10.6), (9.10.6) et (9.10.6) permet d’énoncer le théoreme
suivant :

120

Théoréme 9.4 : Critere général de tensorialité - Théoreme du quotient

Pour qu’une suite ordonnée de quantité constitue les composantes d’un tenseur, il faut et il
suffit que le produit contracté de cette suite ordonnée de quantités avec un tenseur donne un
tenseur.



Exemple 9.25 : Différentielle d’un champ de scalaires

Reprenons 1’ex. 9.14 page 108. Soit f (Ul, v, ., v”) une fonction dérivable par rapport a ses
n variables v'. Montrons que les dérivées partielles de f sont les composantes covariantes
d’un tenseur d’ordre un.

La différentielle de f s’écrit : .
df = f;du

C’est le produit contracté du vecteur gradient de f avec le vecteur différentiel dM dont les
composantes sont contravariantes. Or d f est un scalaire donc les dérivées partielles sont les
composantes covariantes d’un tenseur d’ordre un.

Exemple 9.26 : Tenseur métrique

Montrons que les n? quantités g; j sont les composantes covariantes d’un tenseur d’ordre deux.
Le produit tensoriel des g;; avec les composantes contravariantes d’un vecteur quelconque

v donne g; jvk . La contraction sur les indices j et k donne les composantes covariantes du
vecteur v :
Vi gijUJ =U;

Selon le critére général de tensorialité, les n? quantités g; j sont donc les composantes deux
fois covariantes d’un tenseur d’ordre deux.

9.10.7 Produit complétement contracté
Soit une suite ordonnée de n® quantités u'’ i attachées a une base quelconque e; ® €; ® ek

ulle, ®e; el +ulle,®e; e+ - +ulle, Qe; Qe +ul’e, e, el + ...

Ces quantités sont-elles les composantes d’un tenseur ? Si le produit completement contracté
avec trois vecteurs quelconques x = x'e;, y = ylejetz = z¥e; donne un tenseur (un scalaire

puisque complétement contracté),

ij k —
U Xyizc =a
(ou I’on a pris les composantes covariantes des vecteurs x et y) alors d’apres le critere général
de tensorialité appliqué trois fois, la suite des n® quantités u" k. constitue les composantes d’un

tenseur.

Réciproquement, si la suite des n> quantités u'’ k constitue les composantes d’un tenseur, alors
par définition de la multiplication tensorielle et de la contraction des composantes, le produit

complétement contracté u'’ kxl-yjzk donne un tenseur (un scalaire). Les n® quantités u"/ i sont les
composantes mixtes d’un tenseur d’ordre trois.

Théoreme 9.5 : Critere de tensorialité

Pour qu’un ensemble de nP*4q quantités ayant p indices supérieurs et q indices inférieurs soit
un tenseur, il faut et il suffit que leur produit complétement contracté par les composantes
contravariantes de p vecteurs quelconques et par les composantes covariantes de q vecteurs
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I quelconques donne un scalaire.

Ce théoreme est équivalent au critere général de tensorialité 9.4 page 120 lorsque le produit est
completement contracté.

Exemple 9.27 : Produit contracté et produit scalaire

Démontrons que le produit contracté des tenseurs U et V est invariant par changement de
base. Effectuons un changement de base naturelle :

y i k
vioou= aa);z o Vi vy = O

Le produit des composantes donne :

]
dxJ" axk
axt axl Uk

V],l uj,vp =

Contractons des indices jet [ :

7T axd gxi’ K
= Skulyy
= ukvk
uKuvy est invariant par changement de base naturelle. Cest le produit scalaire des vecteurs U
etV.
9.11 Equations tensorielles
9.11.1 Changement de systeme de coordonnées

Une équation tensorielle vraie dans un systeéme de coordonnées est vraie dans tout systeme de
coordonnées.

Exemple 9.28 : Tenseur zéro d’ordre deux

Soit T un tenseur dont les composantes deux fois covariantes sont nulles dans la base naturelle
d’un certain systeme de coordonnées :

Vl,] tl]=0
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Alors, par changement de base naturelle :

axk axt
Vk,l tklll = W@tl]
=0

et les composantes du tenseur T, appelé tenseur zéro, sont nulles dans toute base naturelle.

Exemple 9.29 : Validité d’une équation tensorielle

Dans une base quelconque, soit I’équation suivante,
Vi, j rijksk = 3tiklujkvl + w;;
qui peut toujours s’écrire :
Vi, j rijksk - 3tiklujkvl —w;j=0
Si I’on peut montrer que les composantes
zij = 1jes® = 3t w0 — wy;

sont les composantes (covariantes) d’un tenseur (d’ordre deux), alors d’apres I’exemple
précédent cette équation tensorielle est vraie dans toute base naturelle, autrement dit dans
tout systeme de coordonnées.

9.11.2 Regles sur les indices
+ indice muet

Dans tout monome tensoriel, on peut inverser les positions haut et bas de tout indice muet.
Soient A et B deux tenseurs :

ALB; = g Ay ;g B!
= g'*g; 1Ay ;B!
= 6F Ay ;B!
= Ay;B!
= A;;B!
« indice libre

Si dans fous les termes d’une équation tensorielle figure un méme indice libre, on a une
équation équivalente en élevant ou en abaissant partout cet indice. Soient S et Q deux
tenseurs, et soit y un scalaire :

VA, Siu = xQau
Vo, u g8, =g Qi
Vo,u SY = xQ%
Viu S4 = x4,
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Si nous appliquons cette reégle une seconde fois :

Vl’g g/"gsllu = g:ug)(Qllu
VA, € SA = QM
VA,pu SH = QM
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ANNEXES

10.1 Théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Démonstration. Méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Pour tout espace vectoriel pré-euclidien, la méthode d’orthonormalisation de Schmidt permet la
construction effective d’une base orthonormée.

Soit (u;, u,, ... , u,) une base quelconque d’un espace vectoriel pré-euclidien E,,. Cherchons n
vecteurs vp, Uy, ... , Uy, orthogonaux entre eux et linéairement indépendants pour former une base
orthogonale. Pour le premier de ces vecteurs, nous posons :

vl=u1

Bien entendu, (v;, u,, ..., u,) forme une base de E,,. Cherchons le deuxi¢éme vecteur v, sous la
forme de la combinaison linéaire suivante, ou 4, est I’'inconnue :

v2 = /111)1 + u2
Ecrivons la relation d’orthogonalité entre v; et v, :
vl . 02 =0
up - (L +uy) =0
/11u1-u1+u1-u2=0

u -u
A =t

(R

Ay est non nul car u; et u, sont supposés non orthogonaux. Le vecteur v, est non nul car
le systeme (vy,u,, ..., u,) étant libre, v; et u, sont non nuls et linéairement indépendants.
(v, Uy, U3, ..., u,) est donc un systeme libre. Cherchons le troisiéme vecteur v sous la forme :

U3 = U101 + U0y + U3

Les coeflicients u; et u, se calculent en écrivant d’une part les relations d’orthogonalité entre v,



ety :

v, v3=0

Uy - (U0 + pay +u3) =0

uy - [puy + pp (g +up) +uz] =0

Matdy - Uy + oAUy Wy + oty Uy Uy U3 =0
pillg|? + podi g ? = podr g ” + uy - uz = 0

et d’autre part les relations d’orthogonalité entre v, et U3 :

U, - U3=0

(o1 + uy) - (U1 + a0y +u3) =0

AUy - U1 + o1 - Uy + AUy - Uz + Uy - Uy + [l - Uy + Uy - U3 =0
A1 - U1 + UpU; - Uy + A0y - Uz + g (U — 4407) - Uy

(U — 4101) - Uy + (U —A440p) - U3 =0

H102 - U1 + ho]l0p]* + 0y - uz; = 0

Mallvz]? + 03 - uz =0

Uy - U3
My =—
[V

Nous avons déterminé le vecteur v3, orthogonal aux vecteurs v, et v,. Ce vecteur est non nul, car

le systeme (v, Uy, U3, ..., U,) étant libre, v;, L, et w5 sont non nuls et linéairement indépendants.
Le systeme (vq, Uy, U3, ... , U,,) est donc libre. On construit ainsi de proche en proche le systéme
de vecteurs (vq, Uy, ..., U,) orthogonaux entre eux, dont aucun n’est nul, et dont I’ensemble forme

une base orthogonale de E,,.

En divisant chacun de ces vecteurs par sa norme,

. U;
Vlzl,...,l’l e = L
[l
I’ensemble des vecteurs (e, e,, ... , e,) forme une base orthonormée de E,,. [
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