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ESPACE EUCLIDIEN EN COORDONNEES CURVILIGNES
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1.1 Elément linéaire de I’espace euclidien

Définition 1.1.1 : Elément linéaire de I’espace euclidien

Soit E,, un espace ponctuel euclidien rapporté a un systeme de coordonnées curvilignes.

Le carré de la distance entre deux points infiniment voisins est égal au carré de la norme
—

euclidienne du vecteur infinitésimal dM de ’espace vectoriel euclidien associé :

déf

ds? = dM - dM

ds est appelé élément linéaire d’espace, ou distance élémentaire ou encore métrique de

I’espace.

Dans la base naturelle (€;) du systéme de coordonnées curvilignes (x?!), les composantes contra-
variantes infinitésimales sont confondues avec les différentielles des coordonnées (Cf. Vol. 1
Notion d’espace). Nous retrouvons le résultat du Vol. 4 Tenseur métrique :

ds? = g;; dx'dx/

ou les composantes g;; du tenseur métrique sont les produits scalaires des vecteurs de base de la
base naturelle.

Remarque 1.1.1

—
ds = ||dM]|| est aussi I’abscisse curviligne du point M exprimée dans la base de centre infiniment proche de M.



D’apres le théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique), tout
espace pré-euclidien admet une base (pseudo-) orthonormée, donc un systeme de coordonnées
rectangulaire dont c’est la base naturelle, donc aussi un systeme de coordonnées cartésiennes. Dans
la base (pseudo-) orthonormée le tenseur métrique est représentable par une matrice diagonale.
Réciproquement, si dans un espace il existe un systeme de coordonnées rectangulaires, donc aussi
un systeme de coordonnées cartésiennes, alors on peut lui associer une base naturelle (pseudo-)
orthonormée, et 1I’espace est pré-euclidien. C’est le seul cas ou tenseur métrique et systeme de
coordonnées (cartésiennes) sont li€s. Dans le cas d’espaces non euclidiens, tenseur métrique et
systeme de coordonnées obligatoirement curvilignes sont completement indépendants.

[’élément linéaire le long d’une courbe paramétrée de parametre p, est une fonction de ce
parametre : ds = ds(p). Il est souvent avantageux de faire apparaitre explicitement le paramétre
p dans sa définition :

(ds )2 dxt dx/ (L1)

dp) ~8dp ap
Exemple 1.1.1 : Carré de 1’élément linéaire d’espace en coordonnées sphériques

Déterminons 1’expression du carré de I’élément linéaire d’espace en coordonnées sphé-
riques de trois facons différentes.

—
a) Cherchons Iexpression de dM en coordonnées sphériques, dans la base orthonormée
(7,7, k). Le vecteur position s’ écrit :

OM=xT+yJ] +zk
= rsin(8) cos(¢) T + rsin(8) sin(¢p) 7 + r cos() 4

Or nous avons R R N N
dM(r, 6, ¢) = 0,M dr + 9pM d6 + 6¢M d¢

Ces deux relations donnent :
8, M = sin(8) cos(¢) T + sin(8) sin(¢) T + cos(6) k
0M = rcos(8) cos(¢) T + rcos(8) sin(¢) 7 — rsin(8) k
6¢K/f = —rsin(0) sin(¢p) T + rsin(0) cos(¢) T
Soit donc :
dM = [sin(@) cos(¢) T + sin(6) sin(¢) 7 + cos(6) ?] dr
+ [r cos(0) cos(¢p) T + rcos(8) sin(¢p) 7 — rsin(0) ?] de
+ [—rsin(8) sin(¢p) T + rsin(8) cos(¢) T]d¢
= [sin(0) cos(¢) dr + r cos(6) cos(¢p) dO — rsin(0) sin(¢p) dp] T
+ [sin(0) sin(¢p) dr + r cos(0) sin(¢) dO + rsin(8) cos(¢) dp] T
+ [cos(6) dr — rsin(6) d8] k
dont le produit scalaire avec lui-méme donne 1’expression cherchée :
dM - dM = [sinz(e) cos?(¢) + sin?(8) sin*(¢) + cosz(e)] dr?
+ r?[cos?(6) cos’(¢) + cos?(6) sin®(¢) + sin®(6)] d6>
+r? [sinz(e) sin®(¢) + sin®(8) cosz(cp)] d¢?
ds? = dr? + r2d6? + r? sin?(6)d¢?



b)

Cherchons I’expression de dM en coordonnées sphériques, dans la base naturelle
(€y, €, €4). Le vecteur position s’écrit :
OM =r¢,
Sa différentielle vaut : N
dM =dre, +rde,
Or d’apres le Vol. 1 Notion d’espace :
€ ,(6,¢) = sin(0) cos(¢) T + sin(8) sin(¢) T + cos(8) k
de, =0y¢,d0 + dp ¢, d¢
= [cos(@) cos(¢p) T + cos(B) sin(¢p) T — sin(6) ?] dé
+ [—sin(8) sin(¢p) T + sin(0) cos(¢p) 7] d¢
Les vecteurs €, et d ¢, étant perpendiculaires, et le vecteur €, étant de norme
unité :
dM - dM = dr?|| @,|? + r2d e, |
=dr? 4 r? {[cosz(e) cos?(¢) + cos?(8) sin(¢p) + sin2(6)] do?
+ [sin®(6) sin®(¢) + sin®(6) cos*(¢)| d¢?}
= dr? + r?d8? + r?sin*(6)d¢?
En utilisant le tenseur métrique en coordonnées sphériques :
ds® = g;; du'du/
= gy, duldu! + gy, duldu? + gy5 duldu®
+ g5 duldu! + g5, duldu? + g5 dudu’
+ g5 duddu! + g5, duddu? + g5 duddu®
= gy (du')? + 2g1, duldu? + 2g,5 duldu®
+ 82 (du?)? + 2853 dudw® + g33 (du’)?
Pour un systeme de coordonnées orthogonales le tenseur métrique est diagonal :
ds® = gy (du')? + g (du?)* + g3 (du?)?
En coordonnées sphériques :
ds® = g dr? + ggg d6? + gy dd?
=G, T, dr2+ Ty Cpd0? + Ty T ydd?
1€ 17dr? + [ €6)2d6? + | € 4lI7¢?

Avec les normes des vecteurs de la base naturelle en coordonnées sphériques
(Cf. Vol. 1 Notion d’espace),

el =1
I€ol =r
||?¢|| = rsin(6)

etl’ona:
ds? = dr? + r2d6? + r?sin*(8)d¢?



1.2 Géodésiques de I’espace euclidien en coordonnées curvilignes
Reprenons en coordonnées curvilignes la définition d’une géodésique (Cf. Vol. 1 Notion d’espace).

Définition 1.2.1 : Géodésique

Une trajectoire joignant deux points a et b de £, est une géodésique ssi sa longueur est

extrémale :
Pb dxi dxJ
5/pa \ &iqp ap P =0

Théoreme 1.2.1 : Géodésique

Un mobile dans un espace euclidien &,, décrit une géodésique si son accélération est
nulle :

Vi=1,..,n ¥ +I'; i =0 (1.2)

Remarque 1.2.1

La notation avec un point indique que I’on a pris le temps coordonnée pour paramétre, mais une fois que la trajectoire est tracée dans
I’espace-temps, n’importe quel parametre peut étre utilisé.

Démonstration. Dans la déf. (1.2.1) de la présente page, posons le lagrangien £ = g;; x'tx',
Db Pp
s| Vcdp=0 o 5 / L£dp=0
Da Da

en conservant la condition £ > 0. Nous obtenons le systeme des n équations d’Euler-Lagrange :

d (0L oL
Vi @ —(—=]-==0
! dp(dx’l) ox!
d rj a 1k 1]
ap (28x7) = 57 (8 xx7) = 0
" j gl] dxk rj agkf ki
2gijxf+26xk5 J—WX XJ—O

gij X" + 0xgij x'kx'l — 3 08k x*x'i =0
gijx" + (akgij - gaigm‘) XX =0

k 1k

En remarquant que g;; ;X' x = 8k, jX x'

. . 1 .
viooogix" 4+ (8kij + 8ijk — 9igkj) X *x7 =0

En se servant des relations (2.13) page 19 qui donnent I’expression des symboles de Christoffel
de 1™ espece en fonction des dérivées du tenseur métrique :

Vi gl] X”j + I}'ik x’kx’j =0



Par multiplication contractée par g‘h, nous trouvons le systéme des n équations différentielles
d’une géodésique en coordonnées curvilignes :

Vho x4 xIxk =0
avec g;; x''x'"J > 0. ]

Ce systéme de n équations différentielles ordinaires du second ordre, pour les n fonctions x*(1) du
parametre quelconque A, donne une géodésique. La trajectoire a accélération nulle est invariante
par changement de coordonnées. Les géodésiques sont donc indépendantes du choix du systeme
de coordonnées, que ce soit dans les espaces euclidiens ou non euclidiens. D’apres (3.5) et (3.6)
page 33, les coordonnées x!(t) d’une géodésique de E,, sont solutions du systéme d’équations
différentielles :

Vi=1,..,n ¥4I} %% =0 (1.3)

Les géodésiques ne sont pas fonction du temps, n’importe quel parametre permet de les définir.

Prenons par exemple A :

0%x! i oxk oxJ 0

oA ki ga oA —

Une géodésique en particulier est completement déterminée si ’on se donne un point et la
—>

tangente en ce point. Le vecteur ¢ tangent a la trajectoire géodésique suivie par un point M a

pour expression :

Vi=1,..,n

(&)

_ det dM
‘@

Lorsque I’on parametre avec le temps le vecteur tangent est le vecteur vitesse. Lorsque I’on
parametre avec 1’abscisse curviligne de la géodésique comptée a partir d’une origine fixe, d’apres
(3.4) page 32, le vecteur U tangent a la géodésique a pour expression :

_,d;éfdﬁ
T
we =7,
ds !
: ;dx!
Vi u—a

Le systeme d’équations différentielles (1.3) devient

du! Pk
. j_
Vi=1,..,n a5 +iju uw =0 (1.4)

Exemple 1.2.1 : Géodésiques du plan en coordonnées rectilignes

En coordonnées rectilignes d’un espace pré-euclidien, les g;; €tant constants les symboles
de Christoffel sont nuls. Le systeme d’équations diftérentielles (1.3) s’écrit :

d2x! dx! ;
=0 => Vi =aq; => Vi x'=aqit+b;

Vi 96 i

En particulier dans I’espace ponctuel euclidien E, (le plan) associé au systeme de coordon-



nées rectilignes (x, y) :

xX=ait+ b t=(x—by)a
= => y=ax+b

a a
y=a2t+b2 y=—2x+b2——2b1
a; a;

Les géodésiques du plan sont des droites, on note qu’elles ne sont pas fonction du parametre.

Exemple 1.2.2 : Géodésique du plan en coordonnées polaires

La droite verticale d’équation x = a dans un systeme rectangulaire a pour équation polaire
P = a/ cos(6). Montrons que cette équation vérifie I’équation (1.4). Paramétrons 1’équation

de la droite :
p = a/cos(1)
0=41

Avec (1.1) page 2 :

ds _ [ dxldx
a - Véitar ax

() (&)

Le long de la droite verticale :

& 1 () + () (&)

_ |a|\/sm A 4
cost A cosz(/l)
|al
cos2()
dA _ cos?(2)
ds ~  |qf

Ainsi, pour toute fonction x(A4) le long de la droite :

dx(1) _ dx di

“ds  dads
_ cos?(4) dx
o] d2

d’x(A) i(cosz(/l) %) da

ds2 ~ dA\ |a| da] ds
_ [ —2cos(D)sin(4) dx N cos?(1) d?x\ cos?(1)
= al at g ') g

_ cos*(2) d*x _ 2sin(4) cos3(1) dx
a2 dw a? da




L’ équation de droite pour p(1) s’écrit :

d%p e 46do _ cos*(1) d*p  2sin(d)cos’(A) dp r e )cos4(/1) (d_@)z
ds? T e dsds T a2 dQ)? a2 TP T @
cos*(d) , , , ,
= az( ) (" — 20’ tan(2) — p6'?)
_ cos*() (acos?(A) + 2asin®(2) cos(2) _ 2asin(d) an(1) a
T a? cos*() cos2(A) cos(A)
=0

De méme, 1’équation de droite pour 6(1) s’écrit :

d*e e dodé _ cos*(d) d*0  2sin(4)cos*(1) d6 2 cos*(1) dp db
a2 Tl eesdas T T @ aay 2 ato @ aa

d?e o dpdd _ cos*(1)

(e” — 20" tan(2) + ZPpe )

ds? PP dsds ~ a2
_cos*(Q) 2a sin(4) cos(1)
=== (—2 tan(1) + 2cos? (D) )
=0

Soit E,, un espace ponctuel rapporté a un systeéme de coordonnées curvilignes (x'). D’apres la
définition d’une géodésique, une courbe de coordonnées curvilignes x' = x'(p) de paramétre p

quelconque est une géodésique ssi :
B
5/ \/gijdxidxf =0
A

Py . :
dxt dx/

5/ Jgi—=—dp=0 (1.5)
P, Ydp dp

ou, puisque I’on prend pour composantes contravariantes les coordonnées curvilignes, les éléments
du tenseur métrique sont les produits scalaires des vecteurs de base de la base naturelle.

PB i dxJ
o) / ii=——=——dp=0
P, gl] dp dp p
Le point désignant la dérivation par rapport a p :
PB . .
Py

En posant le lagrangien
_ .l' . J
L= g;x'x/
nous avons :

Pp )
5/ £(i)dp =0

Py



D’apres le principe de Hamilton cette relation donne le systéme des n équations d’Euler-Lagrange
pour le parametre p :

. d (0L oL
Vi=1,...,n d_p(@)_ﬁ_
d - j a ]k _
d—p(Zgijx)——i(gjkxx)—O
dglj lagjk i
:J -J “Jyvk —
gij X +x dp 3 3, x/x 0

Théoréme 1.2.2
[_La longueur d’une courbe est indépendante du choix du paramétre.

Démonstration. Soit le nouveau parametre g fonction de 1’ancien parametre p :

q=f(p)
af(p)
dq = “op
- dx! _ dx! f(p)
Vi=1,...,n dp dq dp

On a alors :

$i°dqg “op dq ap

/pl / dx dxJ 9f(p) 4
ij__

Do dg dg op
Fy) / dxi dxJ

Exemple 1.2.3 : Equations paramétriques d’une droite en coordonnées polaires

b1 [ dxi 5f(p) dxi 3f(p)
F/po\/ dp

En coordonnées polaires, le lagrangien s’écrit :
L(p,6) = p* + p* 6

Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent :

@(a—p)‘%-o . pd—f’e =0 p-pl?=0
d (az:) oL _, — (0*0)=0 260+ p6=0
dp\38) 30 p

Lorsque le parametre est le temps, ce systeme d’équations différentielles paramétriques
impliquent la nullit¢ des composantes de 1’accélération du point décrivant la courbe
(Cf. Vol. 1 Notion d’espace).

Nous verrons au § 5.2 page 56 qu’une droite peut aussi étre définie comme la trajectoire
d’un point ayant une accélération nulle.



Montrons que ce systeme d’équations différentielles donne bien une droite. En coordonnées
rectangulaires, 1I’équation d’une droite y = ax + b peut aussi s’écrire :

ax+by=c
En passant en coordonnées polaires :

ap cos(6) + bpsin(0) = ¢
placos(B) + bsin(0)] =c

En dérivant par rapport au parametre :
6 [acos(6) + bsin(8)] + pB[—asin(8) + bcos(6)] = 0
En dérivant une seconde fois par rapport au parametre :

B [acos(6) + bsin(6)] + p8[—asin(8) + bcos(6)] + pO[—asin(8) + b cos(6)]
+06[—asin(6) + bcos(8)] + p6? [—a cos(6) — bsin(6)]

]

|

(p — p9?) [acos(6) + bsin(0)] + (266 + pb) [—asin(6) — b cos(6)
(p — p8?) [acos(6) + bsin(®)] + % % (026) [—asin(6) — b cos(6)

0
0
0

On retrouve bien )
p—p6%=0

d .

1.3 Volume élémentaire de I’espace euclidien

Nous allons avoir besoin du théoreme d’analyse vectorielle suivant :

Théoréme 1.3.1

—
Soient trois vecteurs U (uy, Uy, Us), U (U, Vs, U3), W(Wy, Wy, W3),

U - U X W= det

gl <l =
= ==
g < =
ST
g < =
g s s




Démonstration.

U; 2%1 L,W3 — U3,
— —
U0z | X Wlwy | = | 3wy — L1W;
U3 Wws LW, — LW,

U U X W = uy(Lws — U3W,) + Uy (V3W; — VIW3) + Uz (VW — VW)
U Uy Us
=det|v; v, Uy

w, wy; Ws
Le déterminant de toute matrice est égal au déterminant de sa transposée :

Uy Uy Uus U U W
- —
(U - U X W)? = det U Uy U3 | Xdetlu, v, w,

w; Wy ws Us U3 Ws
Quelles que soient A et B deux matrices compatibles, det(A) X det(B) = det[(A)(B)] :

U U Uus u Uy W
(U - U x w)? = det U Uy U3 | X|uy, v, w,
w; W, Wws U U3 W
[ UUy + UslUy + UslUs UV + UsUy + U3V U W) + U W, + UsW3

= det D1Uy + DUy + U3Uj3 U101 + 951%) + U303 DWW, + LW, + Uz W3

| WUy + WUy + W3U3z W U; + WLy + W33 WiWy + W, + W3lWg

- 5> o> o> - —
u-u u-v u-w
— - o> —
=det|v-U U-U U-W
- > > oS> - —
W-U W-U w-w

]

Soit E5 un espace vectoriel euclidien de dimension trois. Pour construire un parallélépipede
de volume élémentaire, prenons une variation le long de chaque coordonnée d’un systeme de
coordonnées quelconque (x1, x , x3). Construisons d’abord une surface élémentaire orientée d S,
Dans la base naturelle (€, €5, €5) associée a ce systéme de coordonnées :

dS = 3,M dx? x 8;M dx?
= ?zdxz X ?3dx3
= ¢, X €5dx?dx3
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ou I’opérateur X est le produit vectoriel. Construisons un élément de volume

dv = ¢,dx! -dS
= ?ldxl . (?2 X ?3 dxzdx3)
= ?1 . ?2 X ?3 dxldxzdx3
Avec le th. 1.3.1 page 9 :

— — — — — —
€1°-€; €1 €, €71 €3
dV=det|¢,- ¢, €,-¢, €,-¢5|dx'dx*dx?
— — — — — —
€3 €1 €3 €, €z e

3
=+/lg| I ax
i=1

Soit E,, un espace ponctuel pré-euclidien rapporté a un systéme de coordonnées curvilignes (x?)
de base naturelle (€;). Avec la notation du Vol. 1 Notion d’espace, le volume élémentaire de

I’espace s’écrit :
dV =+/|g| dQ
On déduit par intégration la mesure d’un volume fini de I’espace :

(1.6)

Vz/\/@do

Exemple 1.3.1 : Volume élémentaire en coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, dans la base naturelle (¢, €, ?¢) :

dv = @, €5 X €sdrdedg

sin(6) cos(¢) rcos(6) cos(¢)

—r sin(0) sin(¢)
dV =1 sin(0) sin(¢) |- | r cos() sin(¢) | X | rsin(6) cos(¢) [drdOde
cos(6) —rsin(0) 0

sin(8) cos(¢)) (72 sin®(8) cos(¢)
= | sin(8) sin(¢) | - | ¥? sin®(8) sin(¢) |drdeéd¢e
cos(0) r? cos(0) sin(0)

dv = [r?sin’*(6) cos?(¢) + r? sin*(0) sin*(¢) + r? cos?(0) sin(6) | drdfd¢
= [r?sin*(0) + r? cos?(6) sin(6)| drdod¢
= 12 sin(6)drdode

On peut exprimer le volume élémentaire grace au tenseur métrique. En coordonnées
sphériques le déterminant du tenseur métrique (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) est donné

11
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par:

Si bien que :

g =1xr?xr?sin(0)
= r*sin%(0)

\/g = r?sin(6)

dv = /g drdeds



LES SYMBOLES DE CHRISTOFFEL

Nous avons vu dans le Vol. 1 Notion d’espace, que lorsque le systtme de coordonnées est
curviligne, qu’il soit orthogonal ou non, nous ne pouvons pas lui associer de base globale.
Nous avons alors définit une base naturelle locale, dont les vecteurs de base sont fonction des
coordonnées du point ou I’on se trouve. Nous avons effectuer des changements de base en restant
au méme point, par changement de systeme de coordonnées.

Nous nous intéressons maintenant au changement de base lorsque 1’on passe d’un point a un autre
infiniment proche, en restant dans le méme systeéme de coordonnées. Cela va nous permettre de
définir la dérivée d’un vecteur ou d’un tenseur. Les vecteurs de la nouvelle base naturelle locale
tournent et changent de norme en passant d’un point a un autre. Ils sont bien entendu exprimés
dans I’ancienne base naturelle locale, seule base connue a priori. Pour rester dans 1’ancienne base
naturelle locale, nous utiliserons le calcul différentiel au voisinage de 1’origine de cette ancienne
base.

2.1 Le probleme fondamental de 1’analyse tensorielle

Supposons qu’en tout point M d’un espace ponctuel euclidien E,;, nous attachions un tenseur
défini par ses composantes relatives au repere naturel en M du systeéme de coordonnées curvilignes
(x%). Nous dirons que nous nous sommes donné un champ de tenseurs dans le systéme (x!). Le
tenseur métrique g; j(xk) fournit un tel exemple de champ de tenseurs. Pour pouvoir comparer
ces tenseurs, il convient d’étudier comment le repere naturel varie quand on passe d’un point M
a un point infiniment voisin.

Probléme 1 : Le probléeme fondamental de I’analyse tensorielle

L’espace ponctuel euclidien E,, étant rapporté a un systeéme de coordonnées curvilignes
(x/), pour lequel I’élément linéaire de 1’espace est

ds® = g;; dx'dx/

déterminer, par rapport au repére naturel (M, € j)» le repere naturel infiniment voisin
—
(M +dM, ?j + d?j).




—
Autrement dit, cherchons 1I’expression des vecteurs infinitésimaux dM et d'¢ j- Dans la base
naturelle :

dM = dx/ ¢

Pour le second, appelons w' les composantes contravariantes (cherchées) du vecteur d ¢ jdans la
base naturelle (€;) :

Remarque 2.1.1

Nous avons par exemple

— — —
de; =l e+ e, L 5
= W, # w5

d?z = 6012?1 + 5022?2

Les co’j n’étant pas symétriques, on ne doit pas les écrire avec les indices alignés verticalement.

Notation 2.1.1
Un choix de notation entre

(] et

est affaire de convention. Un choix étant fait, nous nous y tenons.

Remarque 2.1.2

Dans la notation co’j, I’indice j n’est pas un indice de composante mais désigne un vecteur. Par conséquent les culj ne sont pas les
composantes d’un tenseur.

f sont donc des infiniment

petits du méme ordre que les dx/, et ils doivent s’annuler en méme temps qu’eux. Par conséquent
ils sont une combinaison linéaires des différentielles dx* (cf. ex. 2.1.1 page suivante)

—> .
Tout vecteur d € j est fonction du vecteur déplacement dM. Les o'

Vi,j o wlj=I0dx" (2.2)

oulesI” ij « désignent n3 (chacun des trois indices i, J, k varie de 1 a n) fonctions des coordonnées
(x¥) du point M.

Notation 2.1.2
Un choix de notation entre

i _ i k i _ i gk
coj—ijdx et coj—ijdx

est affaire de convention. Un choix étant fait, nous nous y tenons.

Remarque 2.1.3

Dans la notation I" ij k> l'indice j n’est pas un indice de composante mais désigne un vecteur. Par conséquent les I" ijk ne sont pas les
composantes d’un tenseur.

Notre probléme se trouve ainsi ramené 2 la détermination des n> fonctions I ijk a partir des
n(n + 1)/2 fonctions g;; (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique).
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Avec (2.1) et (2.2) précédentes :
vi o deé;=Tr"dxRe; (2.3)

Définition 2.1.1 : Symboles de Christoffel de 2¢ espece

Les n® quantités I’ ijk(xk) sont appelées symboles de Christoffel de 2¢ espece.

Nous avons :
Vi  dé; =T, dxke;
6k?] dxk = Fijk dxk?i
V],k 6k?] =Fljk ?l (24)

—> . z . . . s e —>
Ok € j est un vecteur qui s’écrit comme combinaison lin€aire des vecteurs de base €. Le terme
I';j estsa i®M composante.

Appelons w;; les composantes covariantes du vecteur de i
Vl,] coijzdej-ei

Remarque 2.1.4

On vérifie a nouveau que les w;j ne sont pas symétriques. Nous avons par exemple

— -
C()12=dez' €1
= w1z # W1

wy =dey- ¢,
Les w;; sont aussi des combinaisons lin€aires des différentielles dxk

Vl,] a)ij = ijk dxk

Notation 2.1.3

La notation des indices de gamma dans I’ordre i jk est arbitraire mais un choix est nécessaire.
Nous avons choisi d’écrire en premier I’indice de la composante, en deuxi¢me ’indice du
vecteur et en dernier I’indice de la différentielle.

Définition 2.1.2 : Symboles de Christoffel de 1™ espece

Les n? quantités I j 1 (x¥) sont appelées symboles de Christoffel de 1 espece.

Exemple 2.1.1 : Symboles de Christoffel de la base naturelle polaire

Etudions le probléme de la variation du repére naturel des coordonnées polaires. En dérivant

15



par rapport aux coordonnées :

0,€,=0
€, =cos(6) T +sin() T 0 €, = —sin(6) T + cos(6) T
€o=—psin(0) T +pcos(8) T 9 €o=—sin(0) T +cos(8) T

dg€o=—pcos(6) T —psin(0) T

doe,=0

69?‘0 = E)@/,O

ap ?9 = ?Q/p

69?9 =—p ?p

Les différentielles des vecteurs de la base naturelle polaire s’écrivent :
de,=9,¢,dp+3d5¢,db . de, = Codd/p
deg=10,€0dp+3p€pd6 dég = €gdp/p—p€,do

Avec (2.1) page 14 :

P
wp=0
> _ P = — 6 _
dep—copep+coepe9 N w’, =db/p
0
w’g =dp/p

Avec (2.3) page précédente,

A€, =T ppdp €+ 17,0 €, + 1% ,dp €g+T°,d0 €
A€ =T%,dp €, + T, d0 €, + %, dp €5 + %, d6 €

nous trouvons les symboles de Christoffel de 2¢ espece de la base naturelle polaire :

e _ e _ 6 _ 0 _
[P=0 IPe=0 TI%,=0  TI®.=1)p
o _ 0 _

2.2 Relations entre symboles de Christoffel de 1™ et 2¢ espece

Les composantes covariantes wj; j et contravariantes W j du vecteur de j sont liées par la relation :

.. _ h

Vi,j =g

k _ h k
Fijkdx = gth jk dx

.. _ h
Vl,], k Fijk = gth jk (25)
Le tenseur métrique abaisse I’indice haut, celui de la composante, qui passe de contravariante a
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covariante. C’est pourquoi nous laissons une espace libre pour que I’indice puisse descendre et
rester un indice de composante.

Réciproquement, nous écrirons :
Vi, j, k Jk =g thk (2.6)

La connaissance des n3 fonctions I'’., est donc équivalente 2 celle des n3 fonctions I'; ;..
Jjk ijk

2.3 Symétrie des symboles de Christoffel par rapport aux indices

Pour que dM soit 1ntegrable autrement dit pour que dM soit une différentielle totale exacte,
les dérivées secondes de M doivent étre symétriques par rapport a leurs indices de dérivation
(condition de Schwarz). En utilisant (2.4) page 15 :

*M o (oM
V ', k T — —
J dxkdxJ  dxk (axl)
= ak?
=T, ¢, 2.7)

Inversons ’ordre de dérivation :

rlk?l_rkj €; (2.8)

Avec la notation 2.1.3 page 15 choisie, les symboles de Christoffel de 2¢ espece sont symétriques
par rapport a leurs indices inférieurs :

Vi,j.k T =T (2.9)
De méme :
. h _ rh
Vh,j, k ij—ij
ghri = My

Avec la notation 2.1.3 page 15 choisie, les symboles de Christoffel de 1™ espece sont symétriques
par rapport a leurs derniers indices :

Vi,j,k  Tije = T (2.10)

Reprenons (2.9) ou (2.10). Pour chacune des n valeurs de I’indice i de I', les indices j et k varient
delan.

Parmi les n? équations fournies en faisant varier les indices j et k, on compte n égalités du type
i _ i _ Y .
I, =1T"; (oul}j; = I;;) qui n’apportent rien.

Parmi les n? — n égalités restantes, se trouve 1’égalité I}, = I'}y;, et plus loin, I';; = I'}, (ou
I'ii, = I'jp; et I'ipy = T'jpp)- Les égalités apparaissent donc deux fois et I’'on a par conséquent
(n? — n)/2 égalités distinctes.
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En prenant en compte les n valeurs de I’indice i, (2.9) ou (2.10) permettent d’établir le nombre
suivant d’équations :
nx i(n2 —n) = énz(n -1)

Notation 2.3.1
Les symboles de Christoffel sont aussi notés comme suit :

'y =1 et Iy = [jk.i]
Jjk
= {jk. i}
24 Symboles de Christoffel en fonction du tenseur métrique

A partir de la définition du tenseur métrique :
.. — —>
Vi,j  gij=¢€i-¢€;
dgl] = ?i . d?] + E)J . d?l
k k
= 8ik®@" j + kW (2.11)

—>
= ei-

Vi,j 6kgij dxk = gthhjk dxk + gjhl“hik dxk
Vi,j,k  Ok8ij = Tijk + ik (2.12)

Les g;; étant au nombre de n(n + 1)/2, le systeme (2.12) comprend n?(n + 1)/2 équations. Avec
les équations (2.9) de symétries des symboles de Christoffel sur les indices bas, nous avons :

lnz(n +1)+ lnz(n -1)=n

équations, pour les n3 inconnues I jk- Ce systeme sera soluble si les conditions d’ 1ntegrab111te

des vecteurs €; sont satisfaites. Pour trouver les conditions d’intégrabilité de 1’équation dOM =
dx!¢;, nous avons implicitement supposé que les équations (2.1) page 14 I’étaient, puisque nous
les avons utilisées pour écrire (2.8) Page precedente L’intégrabilité des équations (2.1) est donc
nécessaire a celle de dOM = dxi ¢ ¢;. Pour que d¢; soit intégrable, les dérivées secondes de
¢ ; doivent étre symétriques par rapport a leurs 1nd1ces de dérivation. Avec (2.4) page 15, nous
avons :

Vi, k, l 51(6k?i) = ak(alz)i)

o (I 2)) = ak( 1)

Oy €+ 17, 8/€; = 8T, ‘e’j +17,8,¢;

Oy €5+ T2y I @ = 84T i ¢+l i @ e,
oy €+, €= ¢;+ . ¢
(aleik - akrjil) + (Fmik ijz - milrjmk) =0
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En remplacant les symboles de Christoffel par leurs expressions en fonction du tenseur métrique,
(voir plus loin (2.14) de la présente page), on obtient les conditions nécessaires auxquelles doivent
satisfaire les fonctions g;; pour résoudre notre probleme.

En appliquant deux fois la permutation circulaire des indices i — j, j — k, k — i aux relations
(2.12) page précédente, nous obtenons deux autres ensembles de relations :

Vi,j,k  Tyji + ik = 0k&ij
Ty + T ji = 9igj
Iyij + T'igj = 9i8ki

En additionnant la premiére et la derniere relation et en soustrayant la deuxieme, nous obtenons
I’expression des symboles de Christoffel de 1™ espece en fonction du tenseur métrique :

Vi,j,k 2@k = 0k&ij + 9i8ki — Oijk

.. 1
Vi,j k. Tiji = 5(0kgij + 08k — 0igjk) (2.13)

Avec (2.6) page 17, les symboles de 2¢ espece ont pour expression :

.. i 1
Vi,jk Ty = Eglh(akghj + 0;8kn — Ongjk) (2.14)

2.5 Symboles de Christoffel de 2¢ espece contractés

Dans le cas particulier ou k = i, (2.14) devient :

.. i 1
Vi, j Flij = Eglh(aighj + 0;8in — 9ngji)

Or,
g"d,gn; = g"'oign;
= glhahgij
= glhahgji
I reste . -
I = 8"9gin 2.15)

Avec 08 = ggd,g; j (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) :

) 0;
vj Ii= 2’—5 (2.16)
1
= E@V |g] (2.17)

19



2.6 Symboles de Christoffel en coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes (rectilignes) les symboles de Christoffel sont tous nuls car les
vecteurs de base ne tournent pas :

Vi, _] , k F jk = =0
Vi, j, k Fljk =0
Les coordonnées cartésiennes (rectilignes) ne sont possibles que dans les espaces plats, pré-

euclidiens. Si les symboles de Christoffel sont nuls alors les coordonnées sont rectilignes, et
I’espace est plat.

Vl,] gij=CSte => Vl,_],k akgljzo => {

Remarque 2.6.1

Si les symboles de Christoftel étaient des tenseurs ils auraient méme valeur dans tous les systemes de coordonnées. Or ils sont nuls dans
les systemes de coordonnées cartésiennes (rectilignes) et non nuls dans les systemes de coordonnées curvilignes. Par conséquent, ce ne

sont pas des tenseurs. Pour les mémes raisons les " j ne sont pas les composantes d’un tenseur.

2.7 Symboles de Christoffel en coordonnées orthogonales

En coordonnées orthogonales le tenseur métrique est diagonal, Vi # j g;; = 0, permettant de
simplifier les symboles de Christoffel de 1™ et 2¢ espece (2.13) et (2.14) page précédente.
« pour les symboles de 1™ espéce

(Vi=j=k Iy= (azgu + 0;8ii — 0i8ii) (T = %aigii
Vi=j#k, Ij= 5(5k8ii + 0;8ki — 9i8ix) Iy = %ajgii
\Vi#Ei=k Ty;= (38, +0g: — ;) > Ty =—30g;

=k#j, Iyi= (51811 +0,8ii — 9:g;i) Iji = %ajgii
i, J, k #, Fijkzo Jijk =0

Avec la symétrie des symboles :

1
Iy = Eaigii
1

Liij = 5 98 (2.18)
1
Iijj = —3 9igjj

« pour les symboles de 2¢ espece, a partir des relations (2.6) page 17 :

= ghr; jii (I iii = g''I';; sans sommer sur i
ji= g Fkij Fl-- = giiFﬁj sans sommer sur i
) Fl 8lkaH => ] Fl g”Fl“ sans sommer sur i
Fl" = glkrkji Flﬁ = g”Flﬂ sans sommer sur i
i
]k - g Fh]k 'k T
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Avec Vi gt = (g;)~! (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique), et avec (2.18) :

(T, =

i = Liii/ i (T = 8,8:i/(28)
I'yj = Tyij/gu I'y; = 0,81/ (28u)
115 = Tijj/ i = 11 = —0ig;;/(28i1)
I'Yyi = Tjil i I'Yi = 0,8/ (28;)
Avec la symétrie des symboles :
. ; 1
I'y = 0;8i/(28i;) 'y = Eai Ing;;

' = 98/ (28x) =

i Flijzéajlngii
I';; = —09g;/(28:)

r'; = —0,g;;/(2g:)

Exemple 2.7.1 : Symboles de Christoffel en coordonnées cylindriques (o, ¢, z)

(2.19)

Dans la base naturelle associée au coordonnées cylindriques de 1’espace euclidien, le

tenseur métrique a pour composantes (Cf. Vol. 1 Notion d’espace)

oo =1 8pp=p"  8uz=1

Les dérivées partielles des g;; sont nulles sauf d,g44 = 2p.

« pour les symboles de 1™ espece, a partir des relations (2.18) page précédente :

Fogo =Tgop = P

Fogp =—p

r

1

1F¢¢p =T'gpp = 500899 {
1 =

pd¢ = —3 9o8ss

« pour les symboles de 2¢ espece, a partir des relations (2.19) de la présente page :

¢ _ ¢ _ ¢ _r¢
{F o0 =1 pp = Teg0/8¢9 N {F r
o _
Mg = Topg/8pp
Avec (2.3) page 15 :

+F112 ?1 dxz +F212 ?2 dx2 +F312 ?3 dxz
+ I €dx3 + %5 ¢,dx3 + 35 €5dx3
— o — ¢ - —
de,=I"ppepdp+I"pp egpdp+T%,€,dp

+1°,, Codp +T%,, Cydp +I7,, ¢, ds

+ 1P, €, dz+ 1%, C4dz + 17, ¢, dz
=p ' ¢yds
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De méme,

A€y =1, ¢, do+I%, Cydo+17%, ¢, dp

+FP¢Z?pdz+F¢¢z?¢dz+Fz¢z?Zdz

=plegdp—pe,do

et:

d?z=szp?de+F¢zp_e)¢,dp+Fzzp?zdp

+1°

z

o Codp+I% , Csdp+17,, ¢, do

+szz?pdz+1“¢zz?¢dz+1“zzz?zdz

=0

Exemple 2.7.2 : Symboles de Christoffel en coordonnées sphériques (7, 6, ¢)

Dans la base naturelle associée aux coordonnées sphériques, le tenseur métrique de I’espace
euclidien a pour composantes (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique)

g&r=1

— 2
8o =T,

g¢¢ = r2 sinz(e)

Les dérivées partielles des g;; sont nulles sauf 0,8gg = 2r, 0,834 = 2r sin®(8) et Jo8sg =

2r? sin(6) cos(6).

« pour les symboles de 1™ espece, a partir des relations (2.18) page 20 :

r 1
Fogr = I'212 = 5 9r80

1
Fygr = I'513 = 5 0r8py

1
Tyg0 = 323 = 5 0984
.

1
I're9 = = 0r8os

1
Frgp = =3 0r8pg

1
Logg = =3 0o8s¢

(Togr =121 =71
F¢¢r = F313 = l’sinz(@)

< Tppo = I'sp3 = r*sin(6) cos(6)

Iyge = —r
Fr¢r¢ = —-r sinz(@)

Tgpp = —1?sin(6) cos(6)

« pour les symboles de 2¢ espece, a partir des relations (2.19) page précédente :

(T%, = I = Toor/go0
I =% = Tpprlss
JT%46 = oy = Tyg0/88s
Free = T'y00/8rr

FV¢¢ = Fr¢¢/grr

(%5 = Toge/8ce

10 e

r or = r e = 1/r

r?,. =r%, = cot(6)
$0 T~ 6 T

Free = —r

FV¢¢ = —r Sinz(e)

\Fe¢¢ = —sin(6) cos()




Exemple 2.7.3 : Symboles de Christoffel a la surface d’une sphere

En coordonnées sphériques (r, 8, ¢), a la surface d’une sphere de rayon r, en se servant de
I’exemple précédent :
« pour les symboles de 1™ espece, a partir des relations (2.18) page 20 :

1
Tyg0 = Ipog = 5 08¢ . Tpg0 = Lpep = r?sin(6) cos(6)
Fogpp = —r?sin(0) cos(0)

1
Fopp = — Oa8p¢

 pour les symboles de 2¢ espece, a partir des relations (2.19) page 21 :

6 _ b ¢ _ b _
%F 00 = 1" 0p = L'pp0/8¢¢ N {F go = 1" gg = cot(0)

2.8 Formules de Christoffel

Partons d’un changement de base naturelle :

- ox’ -,

Vi ey = W ej
L ox ax/\ -
dei, = Wdej-i-d(m) ej
Vi w i €k’ axi/ je€l d(m) j
oxl | axK dxJ\ oxk
= T e e + d — — € |/
oxt x oxt' ) oxJ
On simplifie et on réarrange les termes :
i Ak 1% j
: K ox) ox*® ,  dx ox
Rk @ = o it o Nt
j K k' 2..j
I g = dx’/ ox rode + ox 9“x/ dx™
im! oxi" axt =~ " dxJ dxm ax’
_ax] XK, axn A + axk 32x) i
" Oxi’ axl " Imgxm’ dxJ dxm dx!’
Vikm TI%. - axl axK axn . axk  9%xJ
L m Pm T g’ axl dxm’ M T GxJ ax™ dxt

Ce sont les formules de Christoffel. Les symboles de Christoffel ne sont pas des tenseurs a cause
de la présence du second terme du membre de droite. En inversant le role des variables :

Vikm % - axd’ axk ax™ N axk  %xJ'
T m T gxi gxl' dxm I T gxJ’ 9xmdxi
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29 Transport parallele en espace euclidien

Définition 2.9.1 : Vecteurs paralléles

Deux vecteurs i et U d’un espace euclidien sont paralléles s’ils font le méme angle avec
une droite D donnée.

M
FiG. 2.1 — Les vecteurs u et U sont paralléles

Le transport parallele d’un vecteur consiste a transporter ce vecteur d’un point a un autre le long
de la droite joignant ces deux points, en maintenant 1’angle que fait le vecteur avec cette droite.

FiG. 2.2 — Transport paralléle du vecteur 0 de M en N selon la droite (D)

En espace euclidien le transport parallele est indépendant du chemin suivi.

Fic. 2.3 — Deux transports paralleles successifs du vecteur U
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En coordonnées cartésiennes, la base naturelle locale en N est la méme que celle en M, c’est pour
. o1 -> A

cette raison que ’on utilise une base globale. Les composantes du vecteur U sont les mémes en

chacune de ces bases locales.

Ce n’est plus le cas lorsque 1’on utilise le champ de bases naturelles des coordonnées curvilignes.
Le transport parallele a toujours lieu selon une droite, mais les bases locales tournent et les
vecteurs de base changent de norme, les composantes du vecteur U ne sont plus les mémes apres
transport parallele.

€9
€) Vv
v
€p
M €p
= !
j\> M
O|7

FiG. 2.4 — Transport paralléle du vecteur U en coordonnées polaires de 1’espace euclidien
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DERIVEE ABSOLUE - DERIVEE COVARIANTE

3.1 Différentielle absolue d’un vecteur

Soit un champ de vecteurs U dans un espace ponctuel euclidien E,, rapporté 2 un systéme de
coordonnées (x'). Lorsque 1’on passe d’un point a un point infiniment proche, le repére naturel
(€;) varie ce qui entraine le changement des composantes du vecteur

e d . 7z
Lorsque le vecteur v est exprime en composantes :

1) contravariantes, avec (2.1) page 14, et (2.2) page 14, dans la base naturelle :

Le second terme du membre de droite est la variation des composantes du vecteur due au
changement de base par transport parallele infinitésimal, voir fig. 2.4 page 25. Le premier
terme est la variation infinitésimale des composantes d’un vecteur non constant dans
I’espace.

dl_)) = dUi?i + inji?j

YN

dv! + vjcoij) e;
guidx/ + vkTY; dxj) e;
(ajvi + vkl“ikj) dx/e;

DUiE)i

I
—~

Définition 3.1.1 : Différentielle absolue d’un vecteur

-> . i z . z .
Le vecteur d U de composantes contravariantes Dv', est appelé vecteur différentielle
absolue du vecteur U.



Définition 3.1.2 : Composantes du vecteur différentielle absolue

. . 7z . e d
Les composantes contravariantes du vecteur différentielle absolue dv ont pour

expression :
. déf ) . .
i = (A1)l ki Jj
Duv' = (6jv +v ij)dx

Remarque 3.1.1

Les différentielles dv' des composantes contravariantes d’un vecteur ne sont pas les composantes contravariantes d’un vecteur.

Remarque 3.1.2
1l existe deux fagons d’écrire le vecteur final U +d T :
T+dU = Ui?i + dUi_éi + Uid?i
= vl (?, + d?i) + dvi?i
et,
T+dT = (vl +dvl) ¢; +vide;
= (vl + dvl + Vi) €

J

2) covariantes, on commence par considérer un champ de vecteurs W uniforme et arbitraire.
Avec (2.1) page 14, dans la base naturelle :

W = ¢ ste
d(wi?i) =0

dwj?j + wjd?j =0

(dw’ + wicuji) €;=0

Vj dw’/ = —wiew’,

., > . 7z .
Soit v un champ de vecteurs exprimés en composantes covariantes v;. Avec (2.2) page 14,
. . —>
le produit scalaire avec w donne :

- — i
U-W=yw
d(7 - @) =d(vyw')
dv - W+ U - dw = w'dy; + ydw/
dv - @ = w'dy; + ydw/
dl_)’-?iwiz(dvi—vjcoji)wi
. - = _ J
Vi dv - e; =dy; — yw

= (6jvi — vkl“kij) dx/

= DUi
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Définition 3.1.3 : Composantes du vecteur différentielle absolue
Les composantes covariantes du vecteur différentielle absolue d U ont pour expres-
sion :

déf /. ,
Dv; = (6jv’ — ukl“kij) dx/

Remarque 3.1.3

Les différentielles dv; des composantes covariantes d’un vecteur ne sont pas les composantes covariantes d’un vecteur.

Soit le vecteur unitaire o tel que :

.
=7
171
—> —>
V=vuUu

La norme v d’un vecteur est indépendante de tout systeme de coordonnées, c’est un scalaire.

dv =d(vu)
Dv'e; = udv +vdu
D(vu!)€; = u'e;dv + vDu'e; (3.1
3.2 Dérivée absolue d’un champ de vecteurs par rapport a son parametre

Remarque 3.2.1

Pour dériver un vecteur U par rapport 2 un parametre p quelconque, nous devons bien siir supposer que ce vecteur est fonction de p.
Dans le cas général nous considérons un champ de vecteurs T))(p), par exemple la vitesse du vent en tout point de I’espace en fonction
du temps. Chaque coordonnée v de U est alors une fonction de p, dans le systéme de coordonnées (x%) on note T[v'(x/, p)]. Lorsque
T suit une courbe € d’équations paramétriques Vi = 1, ..., 1, x.i = xi(p) dans un espace a n dimensions, par exemple la vitesse
d’un mobile sur sa trajectoire dans 1’espace, on note au choix U [v!(p)], T[v!(xJ)], ou T[vi(xJ(p))].

Dans un espace ponctuel euclidien E,, rapporté a un systéme de coordonnées (x'), soit € une
courbe d’équations paramétriques Vi = 1,...,n, x' = x!(p). Soit un champ de vecteurs
U[vi(x/(p))] défini le long de €. Une variation infinitésimale dp du parameétre fait passer d’un
point de € a un autre point de € infiniment proche. A partir de la déf. 3.1.2 page précédente de
la différentielle absolue d’un vecteur, on définit la dérivée absolue, ou dérivée intrinséque, par
rapport au parametre p du champ de vecteurs U(p) le long de la courbe €, par :

Dvl aer dv' | i dx!

Vi dp—5+vl“k]5

(3.2)

C’est la dérivée covariante du vecteur dans la direction du vecteur tangent, c.-a-d. la multiplication
contractée du tenseur dérivée covariante de composantes mixte V;v' et du vecteur de composantes
contravariantes dx’//dp tangent a C :

- dxJ dvt ) dx/
; N Sk Bl kri } 224
Vi Vjv dp <6xj +v Fk]) dp

Cdot o dx
—dp+v ijdp
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Remarque 3.2.2

Dérivons par rapport a p la loi de transformation (Cf. Vol. 1 Notion d’espace) par changement de base naturelle des composantes
contravariantes du champ de vecteurs U (p) :

vi ool =l E
axJ
. . i’ . i/
dl)l/ = dUJ ai + Ujd ai
oxJ OxJ
. i’ . i
=dvfai.+v1 ox _dxk
axJ AxkdxJ
doi’ _dv/ ax’ 9% dxk

- . - 3 + = = a2
dp ~ dp oxi " axkox) dp

Ce n’est pas la loi de transformation des composantes d’un vecteur a cause de la présence du second terme du membre de droite. La
dérivée « ordinaire » d’un vecteur n’est pas un vecteur.

33 Dérivée absolue d’un champ de scalaire par rapport a son parametre

Soit ¢(p) une fonction scalaire le long de la courbe paramétrée, C : Vi x' = x!(p), par exemple
la norme du vecteur vitesse d’'un mobile parcourant € (ou la norme de son vecteur accélération,
son énergie cinétique, sa température, etc.). La dérivée absolue de ¢(p) s’écrit :

D¢ déf dop
dp ~ dp
_ 0¢ dx!
=%

ol dx!/dp sont les composantes du vecteur tangent  C, les composantes du vecteur vitesse de ce
mobile lorsque p est le temps.

34 Dérivée covariante d’un vecteur

La dérivée covariante d’un vecteur est la dérivée partielle de ses composantes et des vecteurs de
7z -> . z
base, par rapport aux coordonnées. Lorsque le vecteur v est exprimé :

1) en composantes contravariantes, avec (2.4) page 15, dans la base naturelle :

Vi gU=g('e)
?idjvi + vké‘j?k
= (gv' + vk ;) €,

= Vjvi?i
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Définition 3.4.1 : Composantes mixtes du vecteur dérivée covariante
Les composantes mixtes du vecteur dérivée covariante ajU ont pour expression :

. déf . .
i — i ki
VjU = (ajv +v Fk])

Notation 3.4.1

La dérivée covariante Vjvi se note également v’ jou Djvi.

Avec la déf. 3.1.2 page 28 des Dv :
Vi Dui¥ Vvl dx/ (3.3)

Les Vjvi dx/ sont donc les composantes contravariantes du vecteur différentielle absolue
dU. D’apres dOM = dx!€;, les dx’ sont les composantes contravariantes d’un vecteur.
Par conséquent les Vjvi sont les composantes mixtes d’un tenseur d’ordre deux.

2) en composantes covariantes, on commence par considérer un champ de vecteurs W uniforme
et arbitraire. Dans la base naturelle :

L*U’ — E’ste
Vji  g(w'e;)=0
¢iow' + wkd ey =0
(Gw' + wkr' ;) €; =0
Vi,j  gw' = —wkrY;

Soit U un champ de vecteurs exprimés en composantes covariantes v;. Le produit scalaire
v p p p i p
avec W donne :
U W =yw
U - w) =4 (vw')
gV - W+ T - U = w'd; + vow'

U
oV - W = w'du; — viwkl“ikj

6U - whe; = (6jvi - kakij) w'
Vi,j V- €; =0 — kakij
= Vjvl

Définition 3.4.2 : Composantes du vecteur dérivée covariante

. P . — .
Les composantes covariantes du vecteur dérivée covariante 6‘] U ont pour expression :

déf
— k
Vivy = 9ty — ™5

Notation 3.4.2
La dérivée covariante V;v; du covecteur U est aussi notée v;; ;.
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Avec la déf. 3.1.3 page 29 :
def .
Vi DUl' ; Vjvi dx/
Les Vju; dxJ sont donc les composantes covariantes du vecteur différentielle absolue d U

s , .
D’aprées dOM = dx!¢;, les dx/ sont les composantes contravariantes d’un vecteur. Par
conséquent, les quantités V;v; sont les composantes deux fois covariantes d’un tenseur

d’ordre deux.

Remarque 3.4.1

Effectuons la dérivée partielle par rapport aux coordonnées, de la loi de transformation (Cf. Vol. 1 Notion d’espace) des composantes
contravariantes d’un vecteur U (0%) :

il
Vi v’ = vk ai
axk
. axt’ axt’
dvl’ = dvk == + vkd | ==
15} v axk +v axk
avt’ g vk axt’ a2x!
OV gt = 999X gyl 4k dux!
axl X T axT axk X TV GxigNk X

avk axi’ ax! ' 4ok a2xi'  ax! i
axl axk axJ' dxlaxk axJ’
v’ avk axi’ ax! . 3%l ax!

vi,j =982 9X e TF O
J axJ)  ax! axk oxJ dxloxk axi’

La dérivée partielle « ordinaire » d’un vecteur n’est pas un tenseur a cause de la présence du second terme du membre de droite.

Exemple 3.4.1 : Courbure d’une courbe

Pour étudier la courbure d’une courbe on considere celle-ci comme une trajectoire par-
courue par un point au cours du temps. La courbure de la trajectoire est alors la norme de
I’accélération subie par ce point qui décrirait la courbe avec un vecteur vitesse de norme
unité constante.

Soit donc M(t) le vecteur position d’un point décrivant la courbe €. La vitesse de ce point
au cours du temps est la dérivée absolue suivante :

L . dM
U(t) = d_t

En prenant pour paramétre 1’abscisse curviligne s(t) plut6t que le temps, nous obtenons
un champ de vecteurs % unitaires tangents 2 la courbe :

L. dMde
o) = 35 &
v _dM
vl ds
o dM

La courbure x de C(s) est le taux de variation du vecteur tangent unitaire en fonction de la
distance parcourue sur la courbe (abscisse curviligne) :

du
ds

x|

du/ds est un vecteur, la courbure x est bien invariante par changement de coordonnées.



3.5 Vecteur accélération d’un point mobile

Dans I’espace ponctuel euclidien E,;, considérons un point mobile M dont les coordonnées
curvilignes (x') sont fonction du temps, M[x'(t)]. Le vecteur position est particulier, il s’écrit

OM(t) = xi(£) €,

ol les €; ne sont pas fonction du temps. Il relie I’origine de I’ancien repére a 1’origine du nouveau

repere, et n’est exprimé que dans 1’ancienne base. Par conséquent, dans la base naturelle locale
- crs . . P i—>

(e;), sa différentielle est donnée par dOM = dx'e;

dM = dx ¢, + xid @,

= dxi?i

et non par la déf. 3.1.2 page 28 des Du'. Le vecteur vitesse a alors pour expression :

—» déf dM
T
vie, = 7,
l dt 1
Vi o ul=x (3.5)

7
ood
Vlei=a(vlei)
—d_vl? +Uld_z)i
Tode ! dt
, j—
dvl _, LW’ e
:d_vtei+vl T
dvi , @€
=ar GtV g
. dot o dxk
i i =4
Vi yt = dt+ ij T
=0 +F’j vivk (3.6)
_Dvi?
=

Remarque 3.5.1

Le vecteur dérivée absolue d’un vecteur le long d’une courbe est unique. En effet, supposons qu’il y en ait deux, alors en coordonnées
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cartésiennes (rectilignes) ot les symboles de Christoffel sont nuls, nous aurions :

DU _ dud
acar  pi_si
5u _ du di ~ 82
SA T da

Or d’apres le Vol. 4 Tenseur métrique, une équation tensorielle valable dans un systeme de coordonnées est valable dans tout systéme de
coordonnées.

Exemple 3.5.1 : Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes
Dans un systeme de coordonnées cartésiennes (rectilignes) les symboles de Christoffel

sont nuls (2.6 page 20), I’accélération (3.6) page précédente s’écrit simplement :

R L
. i du
Vi yt = T,

Exemple 3.5.2 : Vecteur accélération dans un mouvement circulaire uniforme

Un mobile se déplace d’'un mouvement circulaire uniforme ayant pour équations en coor-
données polaires p = ¢5¢, 6 = wt. Cherchons les composantes de son vecteur accélération.
En se servant des symboles de Christoffel calculés dans I’ex. 2.7.1 page 21 :

)/P

p+ 566 {J/” = —p&? N {Vp = —pw?
y? = 0+T1%,60

y°=0 y°=0

Avec la définition de la norme d’un vecteur (Cf. Vol. 1 Notion d’espace), on en déduit :

yr=y'e; - ye;

Y =/ &y
=, /gppypyp
= pw?

3.6 Equations de Lagrange

La relation fondamentale de la dynamique classique s’écrit en coordonnées rectangulaires :

- d(mV)
F=——
Z dt
En coordonnées curvilignes nous avons :
- D(mV)
F=——
Z dt

-
Notons F la somme des forces, et supposons la masse m du systeme constante. Avec I’expression
des composantes contravariantes de I’accélération (3.6) page précédente, cette relation s’écrit en
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composantes contravariantes :
Vi F!'=my
— 5 i jnk
= m(v +I'vv )

En composantes covariantes, avec 1’expression des symboles de Christoffel de 1™ espece en
fonction du tenseur métrique (2.13) page 19 :

Vi g F!
Vi E

mg;; (Dl + Fljkvjvk)

m (glJUJ + Fijkvjvk)

= mg;;v) + % (9k8ij + 98k — digj)v/v*

g . m :
= mg;;0’ + mdjg;;uiv* — S 8;gjcviv*

, 0g;j dxk . .
3 : j m k
= mgl—jUJ +m axk T vl — ; 6i(gjk)va

d Cm -
=m (8107) = 3 digev'v

md [0giju'v)\  mdgpvivk
2dt dui 2 axi

En introduisant I’énergie cinétique

TE Lnp?
2
1 . .
= mg; ju'v
on trouve les équations de Lagrange :
: d (0T or
Wi B= g (50) " 5
3.7 Différentielle absolue d’un tenseur

Les considérations du § 3.1 page 27 sur la différentielle absolue d’un champ de vecteurs s’étendent
a un champ de tenseurs. Soit E,, un espace ponctuel euclidien rapporté a un systeme de coordon-
nées curvilignes (x!). Soit un champ de tenseurs T d’ordre trois de composantes mixtes, deux
fois covariantes et une fois contravariantes :

Lorsque 1’on passe d’un point a un point infiniment proche, les composantes du tenseur changent,
ainsi que le repere naturel :

L f (BRI ® T 1, d(T @ T @2
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Définition 3.7.1 : Tenseur différentielle absolue d’un tenseur
dT est le tenseur différentielle absolue du tenseur T.

Définition 3.7.2 : Différentielles absolues des composantes d’un tenseur

Les Dt; jk sont les composantes du tenseur différentielle absolue dT, telles que :
def . >
dTEDt kel® el ® ey

Pour trouver I’expression des Dt; jk nous utilisons la commutativité de la contraction et de la
différentiation.

« la multiplication tensorielle de T avec trois champs de vecteurs uniformes donne :
TUR T QW =1t;u"v"w, '@ ¢/ ®¢,Q¢,Q¢,®¢"

ot le champ de vecteurs 0 est exprimé en composantes covariantes. La contraction compléte
de ce produit tensoriel en posant i = h, j = m et k = n donne le scalaire :

k,ij
tj u'v wy
Différentions ce scalaire pour un déplacement infiniment petit :
At utviwy) = dt; Fulvlwy + ¢ dutvlwg + £ Fuldviwy + £ Fulvldw

Les champs de vecteurs étant uniformes par hypothese, leurs différentielles absolues sont
nulles et les définitions 3.1.2 page 28 et 3.1.3 page 29 des Du' donnent,

duZ =0 Vi, du! = —uhwl,
dv =0 = Vj, dv/ = —vha/,
dw =0 Vk, dwy = whwhk
si bien que :
At utviwy) = d; Fulvlwy — ¢ ul ol viwy — ¢ Ful vha!, wy + tFulv wye

t k h

ulw vak -t ku choh

k

= dt;ulviwy - Wi + 1Ml wea®,

_ k_ ¢ kh_ h_k j

« les champs de vecteurs étant uniformes, différentions le produit tensoriel :
AT U T W) =d ( Jylym w, eiReI® ek® e ® em® ")
= (Dt; Fulv™w, + t; *Dutv™w, + t;Fu'Dv™w, + t; FulvDw,) €' @ ¢
Re®E®E, Q€N
=Dt *ulv™w, €@ €IR € Q¢ ® ¢, Q@ ¢"
Si nous contractons completement ce produit tensoriel nous avons :

kytviw, = (de. K =t Kb, —t. KaP . + ¢ Pk Yulv
Dt;*u'v/wy (dtlj tpj @ tlpcoj+tl]cop)uvwk

Vi, j, k Dt. K =dt;.k —t kP —t. kP 1. Pak

L L pJ l p J L p 3.7
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3.8 Dérivée covariante d’un tenseur

A partir des relations (3.7) :
Vi,j,k Dt =t dx — 1, K TPy dxh — g K TP, dot 41,0 TF, dx”
— k k P k P P rk h

= Vjt;* dx"

Définition 3.8.1 : Dérivée covariante d’un tenseur

Les composantes du tenseur dérivée covariante du tenseur T s’écrivent

k _ k k P k P P rk

39 Théoreme et identités de Ricci

Théoreme 3.9.1 : Théoreme de Ricci

La différentielle absolue du tenseur fondamental est nulle :

Démonstration. Appliquons (3.7) page précédente a un tenseur de composantes deux fois cova-
riantes, et utilisons (2.11) page 18 :

Vi,j  Dgij=dg;j— wkjgik — gk
= o* j8ik T wkigjk Ch j8ik — wkigjk
=0 [l
Par conséquent la dérivée covariante du tenseur métrique est nulle :
Vi, j Dgij=0
Vigijdx* =0
Vi, j, k Vigij=0 (3.8)
Le tenseur métrique se comporte comme une constante vis a vis de la dérivation covariante.
La dérivation covariante des symboles de Kronecker est nulle. En effet :
Vi s =4
Vjik Vitis! + 1V, 8] = V)
Vitd + 1V, 8] = V1
Vi,j,k  Vi8l =0
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Avec I’inverse du tenseur métrique (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique), nous avons :

Vi,j  gMgi =8
Vi,j,h g9V gi + gk V8" = V]

Avec (3.8) :

Vi,k,h  V,g¢ =
Vi,k  Dgki=0 (3.9)

Par conséquent la dérivée covariante et la montée-descente des indices commutent :
Vi,j.k  Vitf = Vi (ghth;)

= gV tnj + ty;Vig™"
= gV tn;

A partir des relations (2.11) page 18, nous trouvons les identités de Ricci :
Vi,j  dgij= wkjgik + o¥igik

Opgijdx" = 'y guedx™ + T, gjpedx™
Vh,i, j On8ij = 8ik ijh + 8jk r,

3.10 Dérivée covariante seconde d’un vecteur

» vecteur en composantes contravariantes

., > . i N 2
Soit U un vecteur de composantes contravariantes v, d’apres la déf. 3.4.1 page 31 sa
dérivée covariante est le tenseur de composantes mixtes :

Cdeéf | :
T i — i k i
Vi, j Vit = givt + v Ty ;
La déf. 3.8.1 page précédente de la dérivée covariante d’un tenseur de composantes mixtes,

2 i _ i i P D i

nous donne :

Vi(Vjvh)

= 6ijvi — vairpjk + VjUp Fipk

= 8 (Gt + vt ;) — (8,0 + v, ) TPy, + (P + var? )T,

— akjvi + Uqakriqj + Fiqj akvq _ ijk apvi — Fiqp ijk + Fipk ajvp + 04 quj ipk
(3.10)
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« vecteur en composantes covariantes

Soit U un vecteur de composantes covariantes v;, d’apres la déf. 3.4.2 page 31, sa dérivée

covariante est le tenseur de composantes deux fois covariantes :

déf
.. def k
Vi, j Vivi = vy — U™

La déf. 3.8.1 page 37 de la dérivation covariante d’un tenseur de composantes deux fois

covariantes,
.. 14 14
Vi, jok  Vitij=0ktij—tp; Iy — tip I e

nous donne :

Vk(vjvi) = aijUi - Vjvp Fpik - vai ijk

= 0y (901 — vgl"gj) = (30 — vl ) I = (3pv1 — Vg I'%p)

— 8 1 — i _ i _1P A qa P
= OpjU; — Vg0l 'qj — I''qj OkVg — Iy GjUp + Ug Iy i Ty

D q D

3.11 Regles de dérivation des tenseurs

3.11.1 Dérivée covariante

o delasomme: Vi(T+S) =V, T+ V.S
o de la multiplication tensorielle : Vi [TS] = [SV,T] + [TVS]
« de la multiplication tensorielle contractée : Vi (TS) = SV, T + TV,S

3.11.2 Différentielle absolue

o de lasomme : D(T + S) = DT + DS
o de la multiplication tensorielle : D[TS] = [SDT] + [T DS]
« de la multiplication contractée : D(TS) = SDT + TDS

Exemple 3.11.1 : Dérivée covariante d’une somme de deux vecteurs
Vl,k thi + VkSi = akti + thijk + akSi + SJFle

= O (t' +s') + (t/ + sHIy,
= Vk(ti + Si)

On généralise directement a la somme de deux tenseurs d’ordre supérieur a un.
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Exemple 3.11.2 : Dérivée covariante de la multiplication tensorielle de deux tenseurs

Soient uJ’ et UJl les composantes de deux tenseurs symétriques d’ordre deux de composantes

mixtes, de produit tensoriel

D.q
trs = Uy Us

En effectuant la dérivée covariante :

Vk,p,q.r,s  dtfd =Bl + TP e+ 1 s — Tt B Tt

r
= (US ur k + u;fvs k) + F ktrs + Fant Fnrktpq - Fn

= (ur k + F nkur Fnrku”) + ur (Us k + FanUS —-I" kv”l)

= Ugur;k +urvg;k

Exemple 3.11.3 : Commutation de la contraction et de la dérivée covariante

La contraction des composantes et la dérivée covariante commutent :

. ijoosk j ¢ i sk

Vh,i,j K _(rkh+rtheork + ool = Tenli )5]

1] ij
+Fthe01 +Fthe01 _thrt

Lj tj
,h +Fthe01
ij
sh

I
<3 &.\‘ s.\‘

Nous en déduisons la loi de dérivation covariante de la multiplication contractée, la
contraction étant effectuée a la fin.
Exemple 3.11.4 : Dérivée absolue de la multiplication tensorielle de deux tenseurs

Soit une courbe d’équations paramétriques x' = x(1) notées X = X (1), et soient T[ X (1)]
et S[X(1)] deux tenseurs définis sur cette courbe :

D 15 = virs)
= [SV,T + TV,S] dd/l
[sva‘%k] [Tvksdcik
sz @



OPERATEURS DIFFERENTIELS

4.0.1 Gradient d’un champ de scalaires

Définition 4.0.1 : Covecteur gradient

Dans la base naturelle (€;), le covecteur gradient a pour composantes covariantes (Cf. Vol. 4
Tenseur métrique) :

Vi 0= grad(9)- ¢

4.0.2 Divergence d’un champ de vecteurs

Définition 4.0.2 : Opérateur divergence d’un champ de vecteurs

Soit un champ de vecteurs u de composantes contravariantes u'. Par contraction des
composantes mixtes V;ju' du tenseur dérivée covariante on obtient le scalaire

div(Z == Vul 4.1)

appelé divergence du champ de vecteurs u.

En se servant de la déf. 3.4.1 page 31 de la dérivée covariante puis des symboles de Christoffel
contractés, relations (2.17) page 19 :

div(w) « Su' +u/ T,
. u/
=du' + Eajv 8]

\/_

div() = \/% 3; (u\/1gl) (4.2)



Dans un systeme de coordonnées rectilignes les symboles de Christoffel sont nuls :
div(d) = d;u' 4.3)

[’ équation de conservation locale (Cf. Vol. 2 Mécanique classique) s’écrit en notation indicielle,
avec ’opérateur divergence en coordonnées rectilignes (4.3) de la présente page :

dp = d(pv))
ot T o

0 (4.4)

En coordonnées curvilignes (4.1) page précédente elle s’écrit :

g—f + Vi(ev)) =0 (4.5)

4.0.3 Divergence d’un champ de tenseurs

« dans le cas d’un champ de tenseurs de composantes deux fois contravariantes, d’apres la
définition de la dérivée covariante 3.8.1 page 37 d’un tenseur :

Vit = bl 4 ¢hi Tt 40,
.. _ P h . . h j

VitV = ot + " T, + T,

_thi

Si le tenseur est antisymétrique t'* = , alors le dernier terme est nul car :

tih Fjih — thi thi
— _4ik FJih
=0
Il reste :
Vit =gtV + M T
= 3t + \/% anlgl

_ L 5
_\/@al(t Vigl)

« dans le cas d’un champ de tenseurs d’ordre deux de composantes mixtes contravariante-
covariante :

O (thj\/g) — I,

on (thj\/g) - % t', g (8ki,j + 8jk,i — 8ijk)

-2 2-

A (t"lgl) - % t* (8ri,j + &ik,i — 8ijik)
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Si le tenseur est symétrique t'* = ¢ alors, en échangeant les indices i et k :

o
1"k = ik
_ ik
= t"gijk

T . ,
Vit} = —3; (51gl) - %tlkgki,j

Vigl

4.04 Opérateur rotationnel d’un champ de vecteurs

. wd . N z
Soit un champ de vecteurs u de composantes covariantes u;. D’apres la déf. 3.4.2 page 31, les
composantes V;u; du tenseur dérivée covariante s’écrivent :

.. _ k
Vi, j Viu; = Guy —ug I';
— k
Viuj = aiuj - ukF ji
Par symétrie des symboles de Christoffel par rapport a leurs indices inférieurs :
Vl,] Vjul- - Vil«lj = ajui — ain
La soustraction de deux tenseurs est un tenseur (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique).
Définition 4.0.3 : Opérateur rotationnel d’un champ de vecteurs
Les quantités,
.. — déf
Vi, j rot;;u = diu; — diuy;
sont les composantes covariantes d’un tenseur d’ordre deux
—> 5 — —
rot(u) = (Gu; — ;) €; @ €

appelé rotationnel du champ de vecteurs u.

Le tenseur rotationnel est antisymétrique
rotijﬁ) = —rotjiﬂ
Un tenseur antisymétrique d’ordre n posséde n? composantes, dont n(n — 1)/2 sont différentes.

Dans le cas d’un espace a trois dimensions, et seulement dans ce cas, 3(3 —1)/2 = 3, le nombres
de composantes « strictes » du tenseur est €gal a la dimension de I’espace :

0 Uyo — Uz U3 — U3z
N
rot() [ —(uy, — us) 0 Up3 — U3
—(uy3 —usy) —(ups3 —usp) 0

A tout tenseur antisymétrique on peut adjoindre un vecteur ayant pour composantes les compo-
santes strictes du tenseur.

Uz, —Ups

—
rot(U) | uy 3 —us;
Uz — Ui
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est appelé vecteur rotationnel.
Exemple 4.0.1 : Vecteur rotationnel en coordonnées rectangulaires en trois dimensions
Dans le systeme de coordonnées rectangulaire (x, y, z) de 1’espace euclidien Ej; :
Oyu, — d Uy,
—
rot(u) azux - axuz

Oxlhy, — Oy Uy

4.0.5 Laplacien d’un champ de scalaires

Définition 4.0.4 : Laplacien d’un champ de scalaires

Soit ¢ une fonction scalaire des coordonnées curvilignes. On appelle laplacien de ¢ le
scalaire :

df . ——
A¢ = divgrad(9)
La divergence étant définie avec les composantes contravariantes du vecteur, nous avons :
A¢ = V;(gV3¢)
= g"“V;(9;¢)
Avec la déf. 3.4.2 page 31 :
A =gl (3¢ — I'*;;6c9)
Avec (4.2) page 41 nous avons aussi :

A¢ =V;(g"3¢)

1 .
A¢ = —0a(Vigls"a¢
\/@ (\/Eg J )

Pour un systéme de coordonnées rectangulaires, g = 1 et g/ = 6% :

ACE Z 0ii¢

Exemple 4.0.2 : Laplacien en coordonnées rectangulaires

Dans le systeéme de coordonnées rectangulaire (x, y, z) de I’espace euclidien Ej :

AN\ = 32¢ + 02¢ + 32¢
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GEOMETRIE DES VARIETES RIEMANNIENNES
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Nous avons vu dans le Vol. 4 Tenseur métrique, qu’un espace vectoriel est pré-euclidien s’il
admet une base orthonormée globale ou pseudo-orthonormée globale, autrement dit si le tenseur
fondamental G peut étre ramené par un changement de coordonnées a la forme :

Vi,j  &j =16

Cela n’est pas toujours possible car dans un espace a n dimensions, un changement de variables
fournit n fonctions x!' = x!'(x/) alors qu’il en faudrait n(n + 1)/2 pour changer chaque élé-
ment d’une métrique riemannienne quelconque. Les espaces pré-euclidiens sont donc des cas
particuliers d’espace riemannien.

Pour une dimension donnée il existe une infinité d’espaces riemanniens, quelques espace pré-
euclidiens, et un seul espace euclidien. Si nous ne pouvons pas toujours ramener globalement
un espace riemannien a un espace pré-euclidien par changement de coordonnées, il est toujours
possible de le faire localement en un point, que nous noterons M. Cela revient a considérer
I’espace pré-euclidien tangent a 1I’espace riemannien en M. Les métriques de deux espaces
tangents en un point sont par définition égales, et par conséquent la dimension de 1’espace et
celle de son espace tangent sont égales.

De plus, nous cherchons un espace tangent pré-euclidien dont les composantes du tenseur métrique
g;j sont des constantes (ne sont pas fonction des coordonnées)

Vi,j,k akgij =0

donc exprimées dans un systeme de coordonnées rectilignes (cartésiennes).



5.1 Métrique euclidienne tangente en un point

5.1.1 Espace pré-euclidien tangent a un espace riemannien en un point

Soit (x') un systéme de coordonnées curvilignes d’un espace riemannien R,, de métrique :
2 _ Y dvid )
ds® = g;;(x") dx'dx/

Pour douer cet espace de propriétés géométriques, nous allons I’identifier localement en un point,
puis au voisinage de ce point, a un espace ponctuel pré-euclidien de méme signature (Cf. Vol. 4
Tenseur métrique), donc de méme dimension. Soit My(xg) un point de R,,, la métrique en ce
point s’écrit :

ds? = g;;(x4) dx'dx/

Soit E,, un espace ponctuel pré-euclidien. Prenons pour cet espace de méme dimension que
R, les mémes variables que pour I’espace riemannien XR,,, c.-a-d. le systeme de coordonnées
curvilignes (x"). La métrique de E,, s’écrit

ds? = g;;(x") dx'dx/

Au point M, (x{) faisons correspondre le point mg(xg) de E,,, tel qu’en ces deux points les valeurs
des composantes des métriques pré-euclidienne et riemannienne soient égales :

Vi,j  (&ijdm, = &M, (5.1

Nous dirons que ces deux métriques sont tangentes au point M (ou my).

Nous avons fixé la métrique de E,, en un seul point, le point m. Prenons une métrique constante
(dont les composantes ne sont pas des fonctions explicites ou implicites des coordonnées) pour
I’espace E,, tout entier, qui soit en tout point €gale & (g;;),,. C’est le plus simple et cela nous
assure que 1’espace que nous avons contruit est bien pré-euclidien.

Vi,j  &ij = (&ij)m,
= (&ij)m, (5.2)

Notons (€;) la base naturelle de I’espace vectoriel pré-euclidien E,, associé a E,, :
Vi,j € -€ =(gijm,

Exemple 5.1.1

Comme espace riemannien R,, prenons la surface d’une sphere de rayon r, de métrique

ds? = dp? + r?sin*(p/r) d¢?
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et de tenseur métrique :

1 0
G

0 r?sin®(p/r)

Au point de coordonnées My(pg, $o) de cette sphere, la métrique et le tenseur métrique
vallent
ds? = dp3 + r?sin(py/r) dp3

et

MO 2

L’espace ponctuel euclidien E, tangent a R, a pour tenseur métrique au point m, :

Ol 7 P
= M
"o 2 sin®(00/1) “10 r2sin(py/r)

Prenons un tenseur métrique constant :

G=Gm|" °
= M,
“l1o r2sin®(po/r)

5.1.2 Caractere intrinseque

Effectuons la transformation de coordonnées (x!) — (xi/). Pour que la notion de métrique eucli-
dienne tangente présente un caractere intrinseque (soit indépendante du systeme de coordonnées),
I’égalité (5.2) page ci-contre doit étre vérifiée dans le nouveau systeme de coordonnées (xi,).
Nous cherchons les conditions pour avoir :

Vk,l gy = (gk’l’)Mo

Par changement de coordonnées, le tenseur métrique de 1’espace ponctuel euclidien tangent E,,
se transforme en tout point selon la loi (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) :

axk' axt
Vi,j &= v @gk’l’
Par conséquent, il faut aussi que dans I’espace riemannien R,, nous ayons en tout point
axk ax!’
Vi,j  gj= 3%l o) Sk

et c’est ce que nous poserons. En effet, en partant de (5.2) page précédente
Vi,j &= (&ijm,
oxt o ail’( )
dxt ox) SRV T Toxt Gl EKIMo
Vi, gy = (8w,
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et I’égalité (5.2) page 46 est conservée par changement de coordonnées. Nous pouvons alors,
grice au caractere instrinséque de la représentation du premier ordre et de la métrique euclidienne
tangente, étendre aux espaces riemanniens des notions géométriques d’origine euclidienne.

5.1.3 Représentation du premier ordre

Montrons que 1’on peut trouver une infinité de métriques euclidiennes tangentes a un espace
riemannien. Soit (x!) un systéme de coordonnées curviligne d’un espace riemannien R,,. Au
point Mo(x(i)) de R, faisons correspondre le point m de I’espace ponctuel euclidien E,;, et un
repére (my, €;) tels que
Vi,j €€ =(gijm, (5.3)
sans plus d’hypotheses sur les vecteurs de base €;, ni sur le systtme de coordonnées de E,,.
Supposons qu’a tout point M(x%) du voisinage de M(x}) dans R,,, nous fassions correspondre
un point m du voisinage de m dans E,,, tel que :
mym < [(x}w - xli\,[o) + Pl (x" — xg)] &
déf ¢ . . - _
dm = [dx' + ¥} (dx")] g (5.4)
ol les fonctions ¥2 sont du deuxiéme ordre par rapport aux variables (x” — x}), pour x” — x}
voisins de zéro, et ot ’on utilise le dx! entre M et M,, de I’espace R,, alors que 1’on est dans E,,.
Localement donc, le point m se trouve défini par les coordonnées (x!). Par conséquent, avec cet
correspondance, les (x!) sont un systéme de coordonnées curvilignes pour 1’espace euclidien
au voisinage de m,. Cette correspondance définit une représentation du premier ordre pour le
voisinage de M. Le point m est 'image de M dans cette représentation, m,, est I’image de M.

Avec (5.4), nous avons :

déf . .
dm = €;dx' + V. (dx")e;

om i i _
= (ﬁ) dx' + lI/é (dxr) €;
mo
Par conséquent :
Vi (a—"f) = & (5.5)
X g

La correspondance (5.4) impose donc que (&;) soit la base naturelle du syst¢me de coordonnées
local (x') dans E,,, et que (m, €;) soit un repere naturel en m. Par conséquent :
Vi,j €€ =(8ijm,
Avec (5.3) :
Vi,j  (&ijdm, = &ij)m,
Les deux métriques admettent méme coeflicients en xé,, elles sont tangentes en ce point.

La représentation du premier ordre est-elle indépendante du systeéme de coordonnées ? Lors du
; >
changement de coordonnées (x') — (x'), elle prend la forme suivante

mom = [(xi' — xg) + 0} (x" - x(r)/)] é;

N . i LN . ! 4 Y /
ol les fonctions @5 sont du deuxiéme ordre par rapport aux variables x” — x{; , pour x" — Xx{,
voisins de zéro. Sa forme étant indépendante du systeme de coordonnées utilisé, elle présente un
caractere intrinseque.
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5.14 Propriétés déduites des métriques euclidiennes tangentes

Certaines propriétés de I’espace euclidien vont pouvoir étre transposées dans les espaces rieman-
niens en utilisant la métrique euclidienne tangente en chaque point M de &,,.

Soit (x') un systeme de coordonnées curvilignes d’un espace riemannien R,, de métrique :
2 _ i 4y
ds” = g;jdx'dx/

Soit M un point de R,, et soit E,, I’espace ponctuel euclidien tangent en M a R,,, de méme systeme
de coordonnées curvilignes (x') et de métrique constante :

d.S_'2 = gl] dxidxj
= (gij)m dx'dx’

Définition 5.1.1 : Tenseur de R,

Nous définissons un tenseur au point M d’un espace riemannien par ses composantes
relatives aux coordonnées (x'), en définissant un tenseur au point m de 1’espace euclidien
tangent en M, par ses composantes dans le repere (m, ;).

5.14.1 Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs attachés au méme point M d’un espace riemannien de tenseur
métrique G, est donné par :
— i
v-w = (g)mv'w

5.1.4.2 Métrique de R,

Le carré de la « distance » élémentaire entre deux points M, et M infiniment proches dans I’espace
riemannien R, est €gal au carré de la « distance » élémentaire euclidienne des deux points images
moetm:
—2 _ . .
mom”~ = g;jdx'dx/
=(g.. idyc
= (gl])M0 dx'dx
2

= MoM

On déduit la longueur d’un arc de courbe en intégrant la distance élémentaire dans 1’espace
riemannien. La fonction indicatrice € (cf. Tome 4) rend le carré de la distance positif dans les
espaces pseudo-riemanniens :

ds® = eg;; dx'dx/
De facon équivalente

eds? = g;; dx'dx/

Par intégration on en déduit la longueur d’un arc de courbe (et I’on retrouve (1.5) page 7) :

b
F:/ Egijdxidxj
a
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Exemple 5.1.2 : Longueur d’une courbe dans un espace hyperbolique

Soit la courbe paramétrée :
x! =
¢ : 5 1<4<K2)

Dans un espace de métrique hyperbolique

811 =822 = 1/(x?)? : 812 =821 = 0

calculons sa longueur :

donce =1.

5.143 Hypervolume dans R,

L’ hypervolume élémentaire d’origine M, dans I’espace riemannien R, est €gal a celui d’origine
m, dans I’espace euclidien tangent en ce point. Il est donné par (1.6) page 11 :

dv =+/|g|d2
=+/|gldQ

ou le déterminant g est fonction des coordonnées du point M. Par intégration on en déduit
I’hypervolume d’un domaine de dimension n :

v:/\/@dg

Par changement de coordonnées, on a (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) :

dQ’
Viglde = gl —-
=+/lg’|d’ (5.6)

L’élément d’hypervolume et par suite 1’hypervolume sont donc invariants par changement de
coordonnées, ce sont des scalaires. Une arréte de 1’hypervolume pouvant étre prise de longueur
nulle, un hypervolume de dimension quelconque d’un domaine de 1’espace est un scalaire.
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5.1.5 Représentation du second ordre

Pour étendre aux espaces riemanniens les notions d’analyse tensorielle de la géométrie euclidienne,
nous définissons la notion de champ de tenseurs sur un espace riemannien.

Définition 5.1.2 : Champ de tenseurs

Attachons a chaque point M d’un espace riemannien &,, un tenseur T de la facon sui-
vante : au point M faisons correspondre dans 1’espace euclidien tangent un repere (m, e;)
compatible avec la métrique riemannienne en ce point. La donnée des composantes du
tenseur dans ce repére en fonction des coordonnées (x!) communes aux deux espaces dans
le voisinage de M, constitue un champ de tenseurs dans &,,.

Exemple 5.1.3 : Tenseur fondamental

Les composantes g;; du tenseur fondamental données en tout point M sont un exemple de
composantes covariantes d’un champ de tenseurs d’ordre deux.

Définition 5.1.3 : Différentielle absolue d’un tenseur

Soient Ty, et T deux tenseurs de R, attachés aux points infiniment voisins M et M. Dans
une représentation du premier ordre, leur différence est définie a des infiniment petits du
premier ordre. La partie principale de cette différence est appelée différentielle absolue du
tenseur 7.

La notion de métrique euclidienne tangente ne nous permet pas de comparer entre eux des
tenseurs attachés a deux points, méme infiniment proches, de I’espace riemannien.

En effet, dans un espace riemannien R,,, donnons-nous un champ de vecteurs v par leurs compo-
santes contravariantes v'. Soient deux vecteurs de ce champ, attachés en deux points infiniment
proches M, et M. Leur différentielle absolue est la différence géométrique de leurs vecteurs images
dans I’espace euclidien tangent E,,. D apres la déf. 3.1.2 page 28, les composantes contravariantes
des Dv! dans le repére naturel en un point mg de E,, s’écrivent :

; 0 — (dp j i k
Vi (Dv )mo (dv )mo +(v )mO ( kJ)mO du
Pour étendre la notion de différentielle absolue aux espaces riemanniens, et écrire

vi  (DuY),, =(Dv),

0
il faudrait avoir

vi,jk (T j)M =

0
c.-a-d. d’apres (2.14) page 19 :
Vi,j,k  (0k8ijIm, = (Ok&ijIm, (5.7)

Deux telles métriques sont dites osculatrices. Pour cela, remplacons la représentation du premier
ordre (5.4) page 48 par une représentation du second ordre, c.-a-d. remplagons 1’espace euclidien
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tangent par un espace euclidien osculateur. La formule de Taylor a I’ordre deux s’écrit

2
fen=fab+ L c-o+d] o-n+iFL x—a>2+§g—§1 (x - b

6x6y| (x— @)y = b) + Rs[(x — @), (y = b)]

ou les fonctions R sont du 3¢ ordre par rapport aux variables (x — a) et (y — b). En prenant deux
points infiniment proches :

af af _52_f 16*f .,
f(x+dx,y+dy) — f(x,y) = dx+aydy+2(3 26y2dy

9*f
+ 5255 X3y dxdy + Rs(dx, dy)

En particulier pour le vecteur position, en utilisant (2.7) page 17 :
om(x! + dx!) — omy(x}) = 9;mdx’ + éﬁjkmdxjdxk + dL(dxNe;
= dx'e; + %Fijkdxjdxkéi + ®i(dx")e;
. 1 _ . . _
= [dxl + zl“’jkdx]dxk + cbé(dxr)] é;

ou les fonctions @3 sont du 3¢ ordre par rapport aux variables dx” au voisinage du point m,.

Posons : .
dm = [d iy r dxjdxk+d5§(dxr)]éi (5.8)

ou les symboles de Christoffel sont evalues dans I’espace riemannien ,, alors que 1’on est dans
E,,. Cette représentation étant déja du premier ordre car elle peut s’écrire sous la forme de (5.4)

page 48 avec ¥} (dx") = éF ik jdxjdxk + @ (dx"), (5.5) page 48 restent valables :

Vi (a—"f) = ¢
X g

Dérivons a nouveau :

D’autre part, avec (5.8) :

On en déduit : .
ik o (T%),, =
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Les notions de représentation du second ordre et de métrique euclidienne osculatrice permettent
d’étendre aux espaces riemanniens les notions d’analyse tensorielle euclidienne relative aux
tenseurs attachés a deux points infiniment voisins. Il en est ainsi en particulier pour tous les
opérateurs différentiels que nous avons étudiés au § 4 page 41.

Nous pouvons étendre la notion de différentielle absolue (déf. 3.1.2 page 28) aux espaces rieman-
niens. Quel que soit le point m, nous avons :

Vi  Dui=dvi+ vjcoij

Si le champ de vecteurs est défini par ses composantes covariantes v;, sa différentielle absolue
(déf. 3.1.3 page 29) a pour composantes covariantes :

J

Vi Duv; = dv; — yjw;

De méme, on généralise aux espaces riemanniens la déf. 3.4.1 page 31 de la dérivée covariante
d’un vecteur. Les quantités,

Vi,k Vvl =gvt + 0T,

sont les composantes mixtes du tenseur d’ordre deux dérivée covariante du vecteur v.

Si le champ de vecteurs est défini par ses composantes covariantes, les quantités,
; _ i
Vi, k Vv = Ok =y

sont les composantes covariantes du tenseur (d’ordre deux) dérivée covariante du covecteur v.
Ces formules sont généralisées aux dérivées covariantes de tenseurs riemanniens.
Exemple 5.1.4 : Espace osculateur en un point d’une surface quelconque

Soit une surface S quelconque (un espace proprement riemannien de dimension deux)
plongée dans I’espace euclidien a trois dimensions, et soit P un plan tangent a S au point
M. Soit (x, y, z) un systéeme de coordonnées rectangulaire de centre M, tel que (x, y) soit
le systeme de coordonnées du plan. Le carré de 1’élément linéaire du plan est donné par :

ds? = dx? + dy?

Dans le systeme de coordonnées rectangulaire (x, y, z) la surface a pour équation z =
z(x,y), le carré de son élément linéaire est :

ds? = dx? + dy? + dz?

Or
oz o0z
dz_a—dx+a—dy
9z \* 9z\? 0z 0z
2 _ [ 24 2 -~ 2 =z
dz _(ax) dx +(ay> dy +26x6dedy
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Si bien que
ds? = dx? + d 2+(%>2dx2 N (6_z>2d 2129292 4.4
B Y ox dy Y dx dy Y
6z \> oz\*] , , 0z dz
Au point M la coordonnée z de la surface est un minimum local et 'on a :
<5_Z) —0
0x/y,

6z>
- =0
<6y M

dx? +

> ds? = dx? + dy?

Par conséquent, au point M les coeflicients des métriques sont égaux (et valent I’unité), la
représentation est du premier ordre (relations (5.1) page 46). Les dérivées partielles du
premier ordre de ces coefficients par rapport aux coordonnées sont aussi égales (et sont
nulles puisque 1’on dérive des constantes), la représentation est du second ordre (relations
(5.7) page 51). L'espace osculateur a la surface est donc ici I’espace tangent a la surface.

5.1.6 Transport paralléle en espace courbe

Généralisons la déf. 2.9.1 page 24 des vecteurs paralleles aux espaces riemanniens :

Soient M(x") et M'(x! + Ax') deux points d’un espace riemannien R,,. Par ces deux points passe
au moins une géodésique. Soit u(u') le vecteur d’origine M, appartenant a I’hyperplan T, tangent
en M a R,,, et soit v(v') le vecteur d’origine M’, appartenant  I’hyperplan T, 4, tangent en M’
a R,. Si I’on souhaite comparer les vecteurs u et v, nous devons effectuer un transport parallele
vecteur v vers le vecteur u. Dans le cas général les vecteurs u et v ne sont pas tangents a la

du

Définition 5.1.4 : Vecteurs paralléles

Deux vecteurs d’un espace riemannien sont paralleles s’ils font le méme angle avec une

géodésique donnée (plus précis€ément avec le vecteur tangent a la géodésique).

géodésique qui permet le transport parallele.
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Exemple 5.1.5 : Transport parallele d’un vecteur sur une sphere

Sur une sphere, le transport parallele d’un vecteur s’effectue le long d’un grand cercle.

Transportons paralléelement le vecteur v dans son plan tangent, de M’ en M :



Chapitre 5 : Géométrie des variétés riemanniennes

FiG. 5.1 — Transport parallele du vecteur v

Les vecteurs v(M) et v(M') sont paralléles sur la sphére.

Remarque 5.1.1

Le changement de bases naturelles infiniment proches donnant les symboles de Christoffel, relations (2.3) page 15, n’a rien a voir avec
un quelconque transport parallele des vecteurs de base, qui lui aurait lieu uniquement selon les géodésiques. Au contraire, chaque
vecteur de base varie en suivant sa ligne de coordonnée qui n’est pas toujours une géodésique de 1’espace.

5.1.7 Equipollence

Deux vecteurs d’un espace euclidien sont équipollents s’ils ont méme longueur (méme norme),
méme direction (ils sont paralleles) et méme sens : leur différence géométrique est nulle. Dans
un espace riemannien, deux vecteurs d’origines infiniment voisines M et M’ sont équipollents
s’ils sont équipollents dans 1’espace euclidien tangent en M.

Définition 5.1.5 : Equipollence

Soient deux vecteurs d’origines infiniment voisines. Ils sont équipollents ssi la différentielle
absolue dv (déf. 3.1.1 page 27) de composantes contravariantes Dv* correspondant au
transport du premier vecteur au second est nulle :

Vi Dvi=0

Définition 5.1.6 : Transport parallele ou transport par équipollence

Le transport paralléle d’un vecteur v d’origine M en un point infiniment voisin M’, consiste
a construire le vecteur v’ d’origine M’, équipollent a v.
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5.2 Trajectoires dans un espace riemannien

5.2.1 Vecteur accélération dans un espace riemannien

Dans I’espace riemannien R,,, considérons un point mobile M dont les coordonnées curvilignes
(x") sont fonction du temps, M(x'(t)). Comme dans 1’ex. 3.5 page 33 pour un espace euclidien,
les composantes contravariantes du n-vecteur vitesse ont pour expression

T dt

et le n-vecteur accélération a pour composantes contravariantes :

Vi=1,..,n Ut

; dx/ dxk

dx!
~ae TR ar

Vi=1,...,n V4

5.2.2 Principe de Mach

Reprenons le principe de Mach (Cf. Vol. 2 Mécanique classique). Un mobile inertiel tourne en
général sur lui-méme par rapport aux étoiles lointaines, car méme dans 1’espace profond loin des
masses et des sources d’énergie, I’espace-temps n’est jamais parfaitement plat, il existe toujours
un champ gravitationnel et le mobile n’est jamais parfaitement sur une ligne de champ. Un
mouvement inertiel implique donc quasi toujours une rotation par rapport aux étoiles lointaines.

Les forces d’inertie axifuges qui s’exercent sur un mobile sont dues a la sortie de son centre
d’inertie de sa trajectoire inertielle (sortie de son centre d’inertie de sa trajectoire géodésique
dans I’espace-temps local) et/ou a sa sortie du mouvement inertiel de rotation dans 1’espace-
temps local (sortie de chacun des éléments constitutifs du mobile de leur trajectoire géodésique
dans I’espace-temps local). Le déplacement d’un mobile est donc relatif a I’espace-temps local,
donc a la répartition de la matiere-énergie principalement a proximité du mobile. De méme, le
mouvement de rotation d’un mobile est aussi relatif a 1’espace-temps local, donc a la répartition
de la matiere-énergie principalement a proximité du mobile. Les forces d’inertie axifuges qui
s’exercent sur un mobile sont bien dues a sa rotation par rapport au reste de 1’univers (plus
précisément a la répartition de la matiere-énergie du reste de I’univers) comme le pensait Mach,
avec une importance décroissant approximativement en 1/r? pour les masses pas trop lointaines
du mobile, et quasi nulle pour les étoiles lointaines. La rotation de I’observateur par rapport aux
étoiles lointaines n’est pas ce qui provoque la force axifuge, c’est la rotation de I’observateur par
rapport a I’espace-temps local qui en est responsable. La conclusion de Mach est donc valide
mais imprécise, et les prémisses sont fausses.

Exemple 5.2.1

Dans sa révolution autour du Soleil, la Terre a une trajectoire inertielle, son centre de
gravité suit une géodésique de I’espace-temps courbe. La Terre est en chute libre dans le
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champ de gravitation local, dii en grande partie au Soleil et aux planéetes Jupiter et Saturne.
Pour un observateur non terrestre, le 3-vecteur accélération de la Terre est non nul, son
3-vecteur vitesse varie en norme et en direction dans sa révolution autour du Soleil.

Définition 5.2.1 : Mouvement inertiel

Un mobile a un mouvement inertiel ssi son centre d’inertie et chacune de ses parties suivent
une trajectoire géodésique.

Exemple 5.2.2

La Terre aura un mouvement inertiel lorsque elle montrera toujours la méme face au
Soleil, dans quelques centaines de millions d’années, de la méme fagon que la Lune
montre toujours la méme face a la Terre. La Terre tourne sur elle-méme par conservation
du moment cinétique, elle a effectué environ 4 milliards de révolutions avec disons 400
rotations par révolution. Elle est déformée par la force de gravitation exercée par le Soleil
car cette force approximativement en 1/r? est plus importante sur la face orientée vers le
Soleil. Elle est en permanence ovalisée selon 1’axe Terre-Soleil, mais comme elle tourne
sur elle-méme elle est continuellement déformée, ce qui provoque les marées terrestres
et océaniques. La Terre chauffe par frottement, et libere cette énergie de rotation par
rayonnement, principalement dans les infrarouges.

5.2.3 Masse inerte et masse grave

Revenons sur I'observation de 1’égalité entre masse inerte et masse grave (Cf. Vol. 2 Mécanique
classique). La masse inerte est le coefficient associé a un corps qui mesure sa résistance a sa mise
en mouvement, autrement dit sa résistance a sa sortie de sa trajectoire géodésique. Lorsque I’on
pese un corps, la balance sort en permanence le corps de sa trajectoire géodésique en 1I’empéchant
de tomber vers le centre la Terre. On mesure donc le méme coeflicient et la masse grave d’un
corps est aussi sa masse inerte, si I’on admet comme modele de la réalité que les masses librent
suivent les géodésiques de 1’espace-temps, autrement dit si I’on admet la relativité générale. Cette
derniére serait remise en question si une expérience montrait une différence entre masse inerte et
masse grave. La relativité générale explique donc le « principe d’équivalence » , qui de fait n’est
plus un principe (s’en était un en mécanique classique) et ne peut donc servir pour construire la
relativité générale.

En I’absence de champ gravitationnel, ou dans un champ gravitationnel homogene (partout le
méme en tout point de I’espace), les centres de gravité et d’inertie d’un corps sont confondus. Si
le corps a un centre de symétrie, il se confond avec les centres de gravité et d’inertie. En revanche,
dans un champ gravitationnel inhomogene, seul le centre de gravité actif (le centre de gravité des
masses graves dans leur rdle actif, (Cf. Vol. 2 Mécanique classique) est confondu avec le centre
d’inertie. Le centre de gravité passif, qui lui dépend du champ gravitationnel extérieur, n’est pas
confondu avec le centre d’inertie.

Exemple 5.2.3

Considérons un systeme formé de deux masses identiques reliées par une tige de masse
négligeable, plongé dans un champ gravitationnel inhomogene (fig. 5.2). Les centres de
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gravité Ggeyif et Gpggsip ne sont pas confondus.

| =

v 9

Gacti f
Gpassz’ f

Q

FiG. 5.2 — Champ gravitationnel inhomogene

5.2.4 Forces de marée

Dans le cas purement théorique d’absence de champ de gravitation, les géodésiques sont des
droites de 1’espace-temps pseudo-euclidien de la relativité restreinte. Un référentiel inertiel
qui suit I’une de ces droites est appelé référentiel galiléen. Un observateur qui ne suit pas une
géodésique de cet espace-temps plat ressent un champ gravitationnel alors méme qu’il n’y a pas
de masse. Ainsi, un référentiel en accélération rectiligne est équivalent a un référentiel galiléen en
présence d’un champ de gravitation homogene. Un tel champ gravitationnel homogene n’existe
qu’en premiere approximation car un champ gravitationnel tend toujours vers zéro a I’infini de la
masse qui crée le champ. De plus, les lignes de champ convergent vers le centre de gravité de la
masse qui crée le champ, alors que dans un référentiel accéléré le champ ressenti est de divergence
nulle (il ne converge ni ne diverge). Pour ces deux raisons cette équivalence ne peut étre que
locale dans I’espace et dans le temps (dans un quadri-volume d’espace-temps suffisamment
petit). En I’absence de masse, un référentiel en rotation uniforme autour d’un axe qui passe ou
non par le centre du référentiel, est équivalent a un référentiel galiléen en présence d’un champ
gravitationnel divergent et tendant vers I’infini a I’infini. Ici aussi, I’équivalence ne peut étre que
locale.

Notez également qu’un référentiel en accélération rectiligne non uniforme et un référentiel en
rotation non uniforme sont localement équivalents a un référentiel galiléen dans un champ
gravitationnel homogene et non constant (variable dans le temps).

Utilisons le principe d’équivalence en rotation pour guider notre réflexion. Un champ gravita-
tionnel est équivalent a un référentiel en rotation. Dans un référentiel inertiel R de systeme de
coordonnées galiléennes (¢, x, y, z), I’intervalle ds est donné par :

ds? = ¢?dt? — dx? — dy?* — dz?

L’intervalle conserve sa forme lorsque 1’on passe a un autre référentiel inertiel. Voyons com-
ment il se transforme lorsque nous passons dans un référentiel non inertiel R de coordonnées
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(t',x',y',z") en rotation uniforme dans R :

@) i

Fic. 5.3 — Référentiel R’ en rotation uniforme dans le référentiel inertiel R

Ecrivons I’expression des vecteurs de base du référentiel R’ en fonction des vecteurs de base
du référentiel R, dans le référentiel R'. A priori nous ne connaissons pas la transformation du

temps, nous supposons ¢’ = t et envisagerons une transformation du temps un peu plus loin :

i’ = cos(wt)i + sin(wt)j
j = —sin(wt)i + cos(wt)j

Soit P un point quelconque fixe dans R’ :
OP=00'+0'P
xi+yj=ri’ +x'i' +)y

= (r + x")[cos(wt)i + sin(wt)j] + y'[— sin(wt)i + cos(wt)j]

r et w sont ici des parametres :

x = (r+ x")cos(wt) — y' sin(wt) x =g(t,x",y")
y = (r+ x") sin(wt) + y' cos(wt) > y = h(t,x',y")
z=2z z=2z
ox ,, Ox ,, Ox
dx = I dx’ + 6_y’dy + Edt
> _ 9y ., 0y ., Oy
dy = 3 dx" + 3y dy’ + 3 dt
dz =dz’

dx = cos(wt)dx" — sin(wt)dy’ — w[(r + x') sin(wt) + y’ cos(wt)]|dt
=> dy = sin(wt)dx’ + cos(wt)dy’ + w[(r + x") cos(wt) — y’ sin(wt)]dt

dz = dz’
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On suppose r nul :

(dx? = cos?(wt)dx'? + sin?(wt)dy'? — 2 cos(wt) sin(wt)dx'dy’
+a?[(r + x')? sin®(wt) 4 y'% cos?(wt) + 2x'y" sin(wt) cos(wt)]dt?
—2w[cos(wt)dx" — sin(wt)dy’|[x" sin(wt) + Y’ cos(wt)]dt
= 1dy? = sin?(wt)dx'? + cos?(wt)dy'? + 2 sin(wt) cos(wt)dx’dy’
+a?[(r + x')? cos?(wt) + y"? sin®(wt) — 2x'y’ cos(wt) sin(wt)]dt?
+2w[sin(wt)dx” + cos(wt)dy'][x’ cos(wt) — ¥y’ sin(wt)]|dt

dz? = dz'?

dx? +dy? = dx? + dy"? + *(x'? + y'?)ds?
+ 2w[sin®(wt)x'dy’ — cos?(wt)y'dx’ + cos?(wt)x'dy’ — sin®(wt)y’dx’]dt
= dx? + dy? + @?(x"? + y'?)dt? — 20(y'dx’ — x'dy’)dt
Dans le référentiel tournant, I’intervalle s’écrit :
ds? = c2dt? — dx? — dy? — dz?
= [c? — W?(x'? + y'?)]dt? — dx? — dy'? — dz'? — 2w(y'dx’ + x'dy’)dt

Quelle que soit la transformation du temps on ne peut faire disparaitre le dernier terme et cette
expression ne peut se réduire a une somme de carrés de différentielles des coordonnées t', X', y', z'.
Ce systeme de coordonnées est donc curviligne est le carré de I’intervalle élémentaire ds s’écrit
sous la forme quadratique générale

ds® = g, dx*dx”

ou les g,,,, sont fonction des coordonnées spatiales et temporelle. Les référentiels non galiléens
étant équivalents a un champ gravitationnel, on en déduit que les masses et donc I’énergie
déterminent les propriétés géométriques de I’espace-temps.

5.2.5 Géodésiques d’un espace riemannien

Appliquons la définition d’une géodésique (Cf. Vol. 1 Notion d’espace) a un espace de Riemann.

Définition 5.2.2 : Géodésique

Une trajectoire joignant deux points a et b de R,, est une géodésique ssi sa longueur est

extrémale :
Pb dxi dxJ
5/pa \/ 80 dp dp dp=0

Théoreme 5.2.1 : Géodésique

Un mobile dans un espace riemannien R,, décrit une géodésique ssi sa n-accélération est
nulle :
Vi=1,..,n ¥4I x5 =0
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Voir la remarque 1.2.1 page 4 sur la notation avec un point. La démonstration du théoréeme est
identique a celle donnée au § 1.2 page 4. Avec (3.3) page 31 :

Vi=1,...,n yi=0

Dv'
T 0 5.9)
Viotdxk 0
e
vVl =0

Les relations (5.9) montrent que sur une géodésique le vecteur vitesse reste équipollent a lui-
méme (déf. 5.1.5 page 55). Cela permet d’étendre la notion de transport parallele a un voisinage
quelconque. Deux vecteurs formant un méme angle avec une géodésique seront dits paralleles.
Les géodésiques constituent I’extension en géométrie riemannienne des droites de 1’espace
euclidien. Les systemes de coordonnées construits avec les géodésiques d’un espace courbe sont
appelés systemes de coordonnées géodésiques (cf. § 5.4.6 page 77). Un systeme de coordonnées
rectilignes (cartésien), est un systeme de coordonnées géodésiques de I’espace euclidien, construit
avec des droites qui sont des géodésiques de 1’espace euclidien.

Si nous adoptons pour parametre indépendant 1’abscisse curviligne s le long de la géodésique, le
vecteur u de composantes dx'/ds est un vecteur unitaire colinéaire a dM :

lull =u-u
= y;u'
= dx;dx'/(ds?)
= g;; dx/dx'/(ds?)
=1

Il est tangent a la courbe, comme I’est la vitesse (relations (3.4) page 32). Avec ce vecteur, les
équations des géodésiques (1.2) page 4 s’écrivent :

du! ;.
s jk —
Vi=1,..,n T +ijuu =0

En relativité générale, la présence de matiere et/ou d’énergie (d’agitation thermique, électroma-
gnétique, etc.) définit le tenseur énergie-impulsion qui détermine la métrique de 1’espace-temps.
d?x%/ds? est 1a 4-accélération de 1’espace-temps plat pseudo-euclidien de la relativité restreinte,
I ’1“1, uMu? est la courbure de 1’espace-temps. Pour une masse m dans un champ gravitationnel :

d2x?
ds?

VA=0,..,3 m = —mI', vt (5.10)

La force gravitationnelle de Newton est remplacée par le terme —mI" AW ufuY de courbure du
quadri-espace riemannien R, dont les mobiles libres suivent une géodésique. Le tenseur métrique
G est le potentiel du champ gravitationnel car sa dérivée premiere donne I’intensité du champ
gravitationnel I" ’1“,, (relations (2.14) page 19).
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Remarque 5.2.1

Dans un champ gravitationnel, les géodésiques sont courbées vers la masse créant le champ (voir la déviation d’un rayon lumineux au
voisinage du Soleil § 9.9 page 163). Trois géodésiques formeraient ainsi un triangle sphérique autour d’un 1’objet massique. La courbure
est donc positive.

Dans les espaces euclidiens et pseudo-euclidiens toute droite est a la fois une trajectoire a
accélération nulle (donc une géodésique) et un extremum de longueur entre deux points de cette
droite. Il en va de méme en géométrie riemannienne, comme nous allons le voir. Reprenons (1.5)
page 7 pour énoncer la définition suivante :

La définition d’une géodésique est indépendante du systeme de coordonnées puisque la notion
de distance en est elle-méme indépendante. Dans 1’espace-temps de la relativité générale, la
distance spatio-temporelle entre deux éveénements quelconques sur la trajectoire inertielle de la
Terre est extrémale. Dans un espace riemannien, le carré de I’intervalle élémentaire d’univers a
pour expression

ds? = g, dxHdx”
= g;jdx'dxd + 2go;dx%dx’ + goo(dx?)>
ou I’on a séparé les coordonnées spatiales et temporelles, et ou I’on utilise la notation indicielle

pour les coordonnées galiléennes réduite (cf. Tome 4). Or, les événements sur la trajectoire
terrestre ont lieu au méme endroit dans le référentiel terrestre et seul le temps propre varie :

ds* = goo(dx0)2

ds = cy/gpo dt

relation qui généralise la relation ds = c dt de relativité restreinte, et I’on a

E>
AT == \/ gOO dt
E,

Pour étre sur une géodésique, il s’agit alors de chercher la condition pour avoir ds? extrémal
lorsque la partie spatiale est nulle. C’est le cas lorsque I’intervalle de temps propre dr = dx°/c
est maximal et rend le ds?> maximal (si d7 était minimal, une partie spatiale non nulle rendrait le
ds? plus petit encore a cause des signes négatifs).

Si la forme quadratique fondamentale n’est pas définie, la détermination de la longueur de la
géodésique d’un espace riemannien,

Pp
S:/
p

a

devra se faire dans une région de 1’espace ou elle conserve un signe constant.

Exemple 5.2.4 : Equation des géodésiques 2 la surface d’une sphere

1) premiere méthode
Les composantes du tenseur métrique sur une sphere de rayon r en coordonnées
(6,¢) s*écrivent (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) : ggg = 12, gg¢ = r*sin’(6). Les
dérivées partielles des g;; sont nulles sauf gg¢ 9 = 2r? sin(6) cos(). Les relations
(2.19) page 21 donnent les symboles de Christoffel de 2¢ espece en coordonnées
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orthogonales :

(i _ 8iii - )
0
rs. = Sii,j [Teg =0
4
1 28 = It ¢¢e = cot(6)
J — _gll,] ¢
kFijk =0 i,j,k# \Fe¢¢ = —sin(6) cos(6)
Les géodésiques ont alors pour équations :
20 o (d¢\’ de (dqb >
) + 1%, (a) =0 . 12 sin(8) cos(0) 1 0
dz_¢+1"¢ %%4_ ¢ %d_e—o dz_¢+ 2 d_e@=0
ds? $9 ds ds 66 ds ds — ds?2 " tan(O) ds ds

La seconde relation s’écrit :

d [i—f sinz(e)] =0

ds
d
d—f sin®(0) = cste
Une solution (parmi d’autres) évidente est :
¢ — Cste
La premiére relation donne alors :
d?e
—— =0
ds?
9 _,
ds
O=as+ 6

ou a est une constante. En prenant 6 =0ens=0ona:

0 =as
¢ étant constante
s=r0
d’ou
1
a=-
-

L’équation d’une géodésique est donc :

0 =s/r
¢ — cste
Comme 6 varie de 0 a 7, la géodésique est un demi-arc de grand cercle allant

d’un pole a I’autre. Par symétrie sphérique, tous les arcs de grands cercles sont des
géodésiques.
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2) seconde méthode

A partir du carré de 1’élément linéaire sur une sphére de rayon r :
ds? = r2d6? + r? sin%(0) d¢?

oll ggg = r? et gy = 1 sin*(0). Plutdt que de calculer les symboles de Christoffel,
résolvons le probleme de variation,

5/ds=0

5 / [d6? + sin%(6) d¢?]" =

5/ [6% + sin*(0) ¢2] dp =0

5/ [6% + sin*(0) $*|dp = 0 (5.11)
ol le point désigne une dérivation par rapport au parametre quelconque p. Le
lagrangien s’écrit

£(6,$,6,4,p) = 62 + sin®(6) $?

et les équations de Lagrange :

d (cM) oL _
dp\ag/ 96
4 (22) 22
dp\ap) 9¢

2 4 _ 25in(6) cos(6)¢? = 0

= ddp , '
i [sin®*(6)¢] =0 (5.12a)
6 — sin(6) cos(8)¢? = 0 6 — sin(6) cos(6)$* = 0
{2 sin(6) cos(8)8¢ + sin(8)¢ = 0 ~ {qb +2cot(0)6¢ = 0

On retrouve les deux équations différentielles (1.2) page 4 d’une géodésique, qui
nous donne les symboles de Christoffel :

6+I%;¢*=0 %, = —sin(6) cos(6)
. - . . avec
$+ 1%, 6 +1%,,46 =0 %, = cot(6)

(5.12a) donne une intégrale premiére du mouvement (une constante par rapport au
parametre) :
sin(8)¢ = ¢;
¢ = c;/sin*(8)
$? = c3/sin* 6



Une seconde intégrale premicre est obtenue en posant simplement un lagrangien
constant £ = ¢, (dans (5.11), la variation d’une constante est nulle) :

62 + sin%(6) ¢* = ¢,

A partir des deux intégrales premieres :

sin?(6) ©
62 ¢, 1
GG sinX0)
62 c, 1

$2 sin* 6 N ¢ sin?(9)

c?  sin%()

Posons
a = cot(6)
da - sin?(8) — cos%(6) d6
@ B sin?(6) @
da\> 1 [dey’
(@) =775 (%)
C 1

c B sin?(0)
G sin®(8) + cos?(6)
c sin%(6)

Donc « est une fonction sinusoidale de ¢ (la dérivée seconde est la fonction de départ
avec un signe opposé) :

a(¢) = asin(¢ + b)

da

3 = acos(¢ + b)
(g—g)z = a®cos?(¢ + b)
On trouve I’expression de la nouvelle constante :
a’cos?(¢p +b) = z—i —1—a?sin’*(¢ + b)
a? é -1



Revenons a 1’ancienne variable 9 :

cot(6) = asin(¢ + b)
cos(0) = sin(B) [A cos(¢) + Bsin(¢)]
r cos(0) = Arsin(0) cos(¢) + Brsin(60) sin(¢)
z =Ax+ By

Les géodésiques sont donc les sections de la sphere par des plans passant par son
centre, c.-a-d. des grands cercles.

5.3 Métrique euclidienne de raccordement

5.3.1 Développement d’une courbe de R,, sur I’espace ponctuel euclidien

Dans un espace riemannien R,, de systéme de coordonnées curvilignes (x'), soit C une courbe
d’équations paramétriques x' = xX(¢) ol t est un paramétre quelconque. A chaque point M de C
faisons correspondre un point m et un repére naturel (m, e;) de I’espace vectoriel euclidien E,,
associé a I’espace ponctuel euclidien E,,.

Au point M, de C pour t = 0, faisons correspondre un point m,, arbitrairement choisi dans E,,,
et un repere naturel (my, ;) indéterminé en orientation mais défini en forme (angles entre les
vecteurs) et grandeur par :

Vi,j ey -e, = (g j)MO (5.13)

Soit (y!) le systéme de coordonnées de I’espace ponctuel euclidien E,,. La base (e;) étant une
base naturelle, dOM = dx’?i est vérifiée :

dm = dy'e;
Les vecteurs des bases naturelles en m dans E,, vérifient également (2.3) page 15 :
Vi de; =(I'"y;) dy¥e,
Le choix des bases en chaque point m étant libre, on pose
(Fhki)m = (Fhki)M

Les symboles de Christoffel sont donc calculés a partir de la métrique riemannienne g;; au point
M. TIs ne dépendent donc que du parametre ¢, de méme que dm par I’intermédiaire de M. Nous
obtenons :

4 B dm _ dy' .
m = €; 3, T 3. %i
Ya e e dt ) (5.14)
de; = (I ki)M dy*e, Vi de; rh dy vi
@ =y gren v
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m(t) et les e;(t) sont obtenus par intégration de ce syst¢eme d’équations différentielles en se
servant des conditions initiales que nous nous sommes données pour ¢ = 0, relation (5.13). A la
courbe C de RR,, correspond la courbe m(t) notée C de 1’espace ponctuel euclidient E,,, appelée
développement de la courbe C sur I’espace euclidien.

La modification des conditions initiales, c.-a-d. la modification du repére naturel (m, €; 0), revient
a effectuer un déplacement quelconque de la courbe C dans I’espace euclidien. Par suite, C se
trouve définie a un déplacement pres dans E,,, et est indéterminée en orientation. En effet, dans
I’espace euclidien, le lieu et I’orientation d’une figure n’ont que peu d’importance.

5.3.2 Métrique euclidienne de raccordement le long d’une courbe

Etablissons le théoréme suivant au sujet du développement de la courbe C :

Théoreme 5.3.1 : Métrique euclidienne de raccordement

On peut trouver dans ’espace ponctuel euclidien E,, une métrique telle que les valeurs
numériques que prennent ses coefficients et leurs dérivées premiéres le long de la courbe C
de E,,, coincident avec les valeurs numériques que prennent les coefficients de la métrique
riemannienne et leurs dérivées premieres aux points homologues de la courbe C de R,,.

Autrement dit d’apres (5.7) page 51, on peut construire une métrique euclidienne qui soit oscula-
trice a la métrique riemannienne en tous points d’une courbe C de R,,.

Démonstration. Choisissons le systeéme de coordonnées curvilignes (x') de R,, de sorte que la
premicre coordonnée soit précisément la courbe C, les autres coordonnées étant nulles le long de
la courbe : )

XM =t

VM e C :
{x%w=---=xzz=o

Prenons la convention que les indices grecs varient de 2 a n, la courbe C s’écrit :

x! =
C :
{x“zO

Faisons de méme dans I’espace ponctuel euclidien E,,. A la courbe C de R, faisons correspondre
la courbe C de E,, telle qu’elle soit I’ensemble des points m de coordonnées :

1 _ 1
_ = _ =t
VmeC {y:‘” = C : {y
Ym = yM=0

Le systeme d’équations différentielles (5.14) page précédente qui par intégration donne le déve-
loppement de la courbe C de R,, s’écrit :

) dm o
dm =dy'e; dyt — 1!
{de- = (") . dyle Vi, u d);' (5.15)
i =)o dyen Vi ot = gpen  Vin

ou les symboles de Christoffel sont évalués sur la courbe C, c.-a-d. pour x* =0 Vu =2,...,n,
et ol seul dy! est non nul le long de la courbe C.
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A tout point P au voisinage d’un point M de C tel que x} = x},, faisons correspondre un point p
au voisinage du point m de C, tel que

. . 1 . i i .
mp = [x}; — X+ - (Fljk)xu=o (xp — X)Xk — XK + DL(xh — xlrw)] e; (5.16)

2

ol I’on utilise les valeurs du systéme de coordonnées (x%) de R,,, ot les vecteurs de base e; sont
ceux de (5.15), donc ceux de (5.14) page 66, et ot les fonctions @3 sont du 3¢ ordre par rapport
aux variables Xp — X}, pour Xp — X}, voisins de zéro. Or,

Xp = X}y
{xﬁ;«éo
donne
Viu  xh—xl = xb—xl +xk—xk
i
et:

Vi, u (X;: - x;\d) € = (x113 - xll\d) € + (xg - xf\t/[) €y

— K
= Xp€y

(5.16) devient :
1 . .
mp = xle, + [5 (M), Xpxd+ cp;(x;)] e;

Si m est le centre du systeme de coordonnées :

mp = x’e, + [% (Fiya) . xx° + &L (xe)] e; (5.17)

XM=

Le point p est défini par les n variables scalaires x! (avec x! = t), les coordonnées (x*) de R,,
forment donc aussi un systéme de coordonnées curvilignes pour E,, au voisinage de la courbe C.
Le repere naturel en m(t, x* = 0) est défini par

(5_19) _ dm
oxt/) g dx!

= el
p étant dans le voisinage de m, (5.17) s’écrit :

p=are,+[1(r}),_, var + ol )

XM=
ap
(ax_a)xyzo —e, (5.18)
Nous avons donc
op _
o)y ap
* = <—> =€;
oxt xHM=0

68



Le repeére naturel du systéme de coordonnées (x!) au voisinage du point m est le repere (m, e;)
posé en (5.14) page 66. La métrique de E,, dans le systéme de coordonnées (x!) au voisinage de
la courbe C, admet donc pour coeflicients en m les produits scalaires e; - e; des vecteurs de base
donnés en (5.14).

Montrons qu’en tout point de la courbe C, ces coefficients sont égaux a ceux de la métrique
riemannienne. Avec les secondes relations de (5.15) page 67 et avec (2.12) page 18 nous avons :

d(e; - ) = de; - €; + €; - de;
= (™), en - &dx* + (Fhkj)M e, - e;dx*
= [(Fhki)Mghj + (Fhkj)Mghi] do*
= |(Twa),, + (Ti), | A
= dgi;

Les quantités e; - €; et g;; satisfont donc au méme systeme différentiel. Or, d’apres (5.13) page 66,
les conditions initiales sont les mémes. Il en résulte

€ -6 = 8ij

identiquement quand M décrit C. Les métriques euclidienne et riemannienne sont donc tangentes
en tous point de C.

Pour montrer qu’elles sont osculatrices (tangentes a I’ordre deux), en se servant des relations
(2.7) page 17, montrons que les symboles de Christoffel en m dans E,, sont égaux a ceux en M
dans R,,. Pour la premiére coordonnée x!, d’apres (5.15) page 67 :

°p _ (01)
ox1oxt) ,_,  \Ox/ ug
= (Fhli)x,uzo €n

Pour les autres coordonnées, avec (5.18) page précédente :

( o*p ) _(ai)
0xx0xB ) ,_o \0xP) u_g

= (Fhaﬁ)x,u=0 €,

&*p h
(axiaxj )x#ZO a (F ij)x:“:O ©h

Les métriques sont donc osculatrices, et la métrique euclidienne obtenue est appelée métrique
euclidienne de raccordement le long de C. [

Au final :

Ainsi, grace a un choix convenable de systeme de coordonnées, on peut rendre nuls tous les
symboles de Christoffel, non seulement en un point donné mais le long d’une courbe de I’espace
riemannien. En relativité générale, cela revient a dire qu’il est toujours possible de trouver
localement et instantanément, un espace de Poincaré-Minkowski osculateur en tout point d’une
ligne d’univers quelconque, géodésique ou non. On peut suivre une ligne d’univers non géodésique
par changement continu de référentiel inertiel, autrement dit dans un référentiel accéléré.
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533 Application géométrique a la métrique euclidienne de raccordement

Soit C une géodésique de I’espace riemannien R,,. En chaque point M de C on attache un vecteur
unitaire u tangent a la courbe. Lorsque I’on passe du point M a un point de C infiniment voisin,
le vecteur u est transporté parallelement (déf. 5.1.6 page 55), sa différentielle absolue est nulle.
Cette différentielle absolue est égale a celle du vecteur image dans 1’espace ponctuel euclidien E,,,
dans une représentation du second ordre du voisinage de M (par exemple celle d’une métrique
euclidienne de raccordement). Le vecteur image n’est autre que le vecteur unnitaire tangent a
la courbe C de E,,, développement de C. Par transport parallele d’un vecteur dans un espace
euclidien, on construit une droite. On en conclue que les géodésiques d’un espace riemannien
sont les courbes qui se développent sur 1’espace euclidien selon des droites.

54 Tenseur de courbure d’un espace riemannien

Dans un espace riemannien, effectuons le transport parallele d’un vecteur en partant d’un point
M et en revenant en ce point. Apres ce cycle le vecteur n’a pas la méme orientation, il a tourné
d’un angle a.

Exemple 5.4.1

Un vecteur qui parcourt un triangle sphérique ne retrouve pas son orientation de départ a
son retour au point initial M :

FiG. 5.4 — Courbure de la sphere

Sa nouvelle orientation dépend du sens de parcours, 1’angle a change de signe :
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Remarque 5.4.1

Le transport d’un vecteur n’est défini que selon une géodésique.

L’angle de rotation final d’un vecteur effectuant un cycle dans un espace riemannien donne une
information sur la courbure de I’espace comprise dans le cycle. Plus le cycle est petit, plus I’angle
de rotation du vecteur est petit.

54.1 Quasi-parallélogramme

Introduisons le tenseur de courbure d’un espace riemannien en suivant une méthode géométrique
due 4 Elie Cartan. Soient deux symboles de différentiation, d et §, que I’on supposera échangeables,
c.-a-d. tels que :

Vj  &dx/ =déx) (5.19)

Sous cette hypothése, pour une fonction scalaire f(x/) deux fois continiiment différentiable des
xJ, nous avons :

déf = d(ajféxj)
= 6jif5xjdxi + 6jfd5xj
= aijfdxiéxj + 0, f8dx!
=6(8:f dxi)
=ddf
La fonction f pouvant étre par exemple un changement de variables, on en déduit que le caracteére

échangeable de deux symboles de différentiation subsiste par un changement arbitraire des
variables x/.

Soit M(x/) un point de R, :
— la différentiation d fait passer de M(x/) a M;(x/ + dx/) = M + dM
— la différentiation & fait passer de M(x/) A M,(x) + 6x/) = M + 6M

Nous supposerons que dM et M ne sont pas colinéaires, c.-a-d. que dx/ et 5x/ ne sont pas
proportionnels.

— de M;(x/ + dxJ), la différentiation § fait passer au point M3(x/ + 6x/ + dx/ + §dx/)
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— de M,(x/ + 6x7), 1a différentiation d fait passer au point M, (x/ + dx/ + 6xJ + d&x/)

D’apres (5.19) page précédente, les points M5 et M, sont confondus. Le circuit fermé formé des
quatre points M, M, M3, M, est appelé quasi-parallélogramme dans R,,.

My(x? + 627) My (27 + da? + 627)

M(z) M (27 + da?)

FiG. 5.5 — Quasi-parallélogramme

54.2 Développement du quasi-parallélogramme

Développons le quasi-parallélogramme dans 1’espace ponctuel euclidien E,, tangent a I’espace rie-
mannien au point M. Pour rester dans cet espace nous nous maintenons au voisinage infinitésimal
du point M en considérant un trajet fermé infiniment petit.

— lorsque dans R,, on passe du point M au point infiniment proche M, dans E,, on passe du
repére naturel (7, €;) au repére naturel

(m + dm, ¢; + de;)
et d’apres (5.14) page 66 :
{dm = dxJe;

dej = w'je; = I'; dxke;  Vj

Puis, lorsque dans R, on passe du point M; au point M3, dans E,, on passe au repere
naturel
(m+dm + dm + 6dm, ¢; + de; + Se; + 6de;)

— lorsque dans R,, on passe du point M au point M,, dans E,, on passe du repere naturel
(m, €;) au repere naturel
(m+ ém, e; + Ge;)

et avec (5.14) : '
dm = 5x’e
de; = caijei = Fijkéxkei vj

ot le tilde indique la forme différentielle prise par w pour les 8x/. Puis, lorsque dans R,
on passe du point M, au point M3, dans E,, on passe au repere naturel

(m+ém + dm + dém, e; + Je; + de; + dde))
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Comparons les positions des deux reperes naturels finaux :

dém — §dm = d(5x’e;) — 5(dx’e))
= 6x/de; — dx/de;
= oxlw'je; — dx/d' e,
= (8xIT) dx* — dxirt; 5xK)e;
= (ijFijk dxk — dxkT?; 6xj) e;
= ( ijk — Fikj) dxksxle;
On suppose que les conditions d’intégrabilité des points sont satisfaites, et donc que les symboles
de Christoffel de 2¢ espece sont symétriques par rapport a leurs indices inférieurs :

=
dém —ddm = 0

Les développements selon les deux trajets conduisent alors au méme repere final, et le quasi-

parallélogramme est fermé également dans 1’espace ponctuel euclidien tangent E,,.

Comparons I’orientation des vecteurs des deux reperes naturels finaux :

Vj dée; — 5de; =d (c?)ijei) - 5(coijel~)

— A4 i ~k k
=da'je; — dw'je; + @ ;de, — w";5ey

= (dcbij — 5a)ij + cbkjcoik - cokjc?)ik) e;
= Qijei
ou I’on a posé
Vi,j QLS dal; - ol + o ol — okl (5.20)

Les bases finales ont méme forme (méme angle entre les vecteurs de base pris deux a deux)
puisque les produits scalaires de ces vecteurs donnent les coefficients de la métrique en M3, qui
est unique. Par conséquent, les quantités Q' ; définissent la rotation permettant de passer d’un
repere a I’autre au voisinage infinitésimal du point m5 de E,,. La courbure d’un espace riemannien
se manifeste ainsi par le fait qu’en développant sur I’espace euclidien, a partir d’un méme repere
initial, deux chemins ayant mémes extrémités, les reperes finaux sont différents en orientation.

Remarque 5.4.2

Nous aurions pu comparer les repéres finaux par Vj dde ' — dde j. Ainsi le tenseur rotation oL jest défini au signe pres.
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54.3 Tenseur rotation

Théoreme 5.4.1

[_Les quantités Q j sont les composantes mixtes d’un tenseur d’ordre deux.

Démonstration. Cherchons comment se transforment les quantités en question par changement
de base naturelle :

axk’

V_] ej = W €
axk’ axk’

o) i = W 5ek/ o) (W) (D%
axk’ k' 3 k' k'
déej = 3] d5ek/ + d( )éek, + 5( ) )dek/ + d5( 3 )ek/
De méme :
_ axX’ dx’ dx’ dx’
V] 5dej a 5dek/+5(a )dek,+d(a >5ek/+5d<a 7 (9%

d et § étant échangeables devant les dxk' /axJ, ne restent que les variations des vecteurs :

. axK’ axK’
Vj dée; — 5de; = ¥ déey — W6dek/
axk/

- (d5ek/ - 6dek,)
a k’

. 7 _ hl
V_] .Qljei = W Q k,eh/
axk . axt
= 3 Q K’ Fy €;
Caxk axt
. i h
vh.j 2= axi axh T ¥ -

544 Tenseur de courbure de Riemann-Christoffel de 29¢ espéce

Reprenons (5.20) page précédente donnant les composantes du tenseur rotation :
;o S N S S SN S
Vi, j Q' =da'j - dw'j + &% 0y —w
Avec (2.2) page 14, nous avons
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— d’une part
Vi,j  dal;— b0’ =d(I;6x")—6(I';dxt)
= 0,I";dx"8x" + I''; déx® — 0,I'; 5x"dx® — I''; 6dx®
= 0,I";dx"6x* — 6,I";; 6x"dx*®
= 0, dx"6x* — O5I",; 5x°dx”
= (arl“isj — asrirj) dx’5x5

— et d’autre part

;o ~k i k ~i _ rk s i r k r i s
Vi, j @Fjoty — @Y =T 6x° 'y dx" =T, ;dx" Iy 6x

J J
— k i k i
= (rk;rt, —rk, ri,)dxsxs
Par conséquent :

Vi,j QL= (8, —a,r;)dx"6xS + (Ik; Ity — %, 'L, ) dx"8x
= (6,I'\;— o, ; + "I, — I, T, )dx"5x*

Les dx" etﬁéxs étant les composantes contravariantes de deux vecteurs différentiels arbitraires,
relation dOM = dxi?i, et les Qij étant les composantes mixtes d’un tenseur d’ordre deux,
d’apres le théoreme du quotient (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) les quantités entre parentheses
sont les composantes une fois contravariante et trois fois covariantes d’un tenseur d’ordre quatre.
Tout comme le tenseur rotation, il est défini au signe pres.

Définition 5.4.1 : Tenseur de courbure de Riemann-Christoffel de 24¢ espece
Le tenseur d’ordre quatre

; déf . . . .
Vl, ], I", S lers = arrljs - asrljr + F jS Flkr - F J L

r+ ks

de composantes une fois contravariantes et trois fois covariantes, est appelé tenseur de
courbure de Riemann-Christoffel de 29 espece de 1’espace riemannien R,.

Etant donnée une forme différentielle quadratique arbitraire, pour qu’elle soit la métrique d’un
espace euclidien, il est nécessaire que les conditions suivantes soient satisfaites :

Vi, j,r,s R =0 (5.21)

Dans ce cas, I’orientation du repere ne dépend pas du chemin suivi (par exemple le long d’un
parallélogramme), et les conditions (2.1) page 14 sont intégrables.

Lorsque la variété correspondante est topologiquement équivalente a I’espace euclidien, on
démontre que ces conditions sont suffisantes. Lorsque la variété correspondante n’est pas topo-
logiquement équivalente a I’espace euclidien, si les conditions (5.21) sont satisfaites, I’espace
riemannien est dit localement euclidien : ses propriétés purement locales ne different pas de
celles d’un espace euclidien.
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54.5 Tenseur de courbure de Riemann-Christoffel de 17 espece

A partir de la déf. 5.4.1 page précédente du tenseur de courbure

o déf ; . ) .
P i py i i k i k i
Vi,j,r,s Ry = 0" — 05, + I Iy — I, Ty

abaissons I’indice contravariant :
Vi, j,7,5  Rijrs = gin R jps
= gin (8, — 8, + 1%, I —T%, ")
= 8in 0T js — 8in O} + I Tiger — I, Tis
=0y (gih ths) - ths 0r8in — Os (gih thr) + thr 0s8in
+ I Tier = T, Ties
=0, Ijjs — I Ijr + ijs (Fikr — 0¢8ik) — ijr (Fiks — 958ik)

Les relations (2.12) page 18 donnent

Fiji + Tjik = 9k8ij Tijk + Tjik = Ok8ij
Iije — 0k&ij = —Ljik et Ijjk— 8ij = —Ljix
Figr — 0r8ik = —Tkir Figs — 058ik = —Tkis

si bien que I’on a la définition suivante :

Définition 5.4.2 : Tenseur de courbure de Riemann-Christoffel de 1™ espece

Le tenseur d’ordre quatre
. def K K
Vi, j,r,s Rijrs = a}’FijS - asrijr -I jsrkir +I erkis

de composantes quatre fois covariantes, est appelé tenseur de courbure de Riemann-Chris-
toffel de 1™ espece de I’espace riemannien R,,.

En dérivant (2.13) page 19,

1 1
Lijie = (0k8ij + 9igki — 9igjk) Lijie = (0k8ij + 98ki — 9igjk)
Iijs = % (058ij + 9;8si — igjs) et Lijr = é (0,8 + 9igri — 9igjr)
1 1
Orlijs = 3 (Ors&ij + 0jr8is — 0irgjs) Oslijr = 5 (Ors&ij + 0s&ir — Gisgjr)

le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel de 1 espece s’écrit aussi :

. def 1 1
Vi, j,r,s Rijrs = > (arsgij + ajrgis - airgjs) 3 (arsgij + ajsgir - aisgjr)
- ijstir + ijrrkis
déf 1
= 5 (ajrgis - airgjs - ajsgir + aisgjr) - ijs Fkir + ijr Fkis (5.22)
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5.4.6 Systeme de coordonnées localement géodésiques

En tout point d’un espace riemannien passent une infinité de géodésiques, une par direction. Par
exemple une infinité de droites passent par un point du plan ou de I’espace euclidien, une infinité
de grands cercles passent par un point de la sphere.

En tout point d’un espace riemannien il est toujours possible de définir un systéme de coordonnées
localement géodésiques. Ce systeme de coordonnées utilise les géodésiques passant par un point
donné comme systeme de coordonnées pour les points du voisinage. On peut toujours choisir ce
systeme de coordonnées de sorte qu’il soit orthonormal, on parle alors de systéme de coordonnées
géodésiques normal, ou systéme de coordonnées riemanniennes normal.

L’ensemble des géodésiques passant par un point ne se croisent pas ailleurs qu’en ce point si
I’on prend un voisinage suffisamment petit. Les coordonnées géodésiques sont donc utilisées
la plupart du temps localement. Cela revient a se placer dans 1’espace plat tangent a 1’espace
riemannien au point considéré, et a utiliser un systeme de coordonnées rectilignes.

L’emploi de ce systeme de coordonnées facilite les calculs car les propriétés (intrinseques) des
tenseurs démontrées dans ce systeme de coordonnées sont valides dans tous les autres systemes
de coordonnées. Nous montrons que dans les systemes de coordonnées localement géodésiques,
les dérivées des composantes du tenseur métrique sont nulles et par conséquent les symboles de
Christoftel également. En ce point, la dérivée covariante se réduit a la dérivée partielle ordinaire.

Soit (x) un systtme de coordonnées curvilignes d’un espace riemannien R,,. Soit un point
M(dl,...,a") de R, et soit P un point suffisamment voisin de M pour que deux géodésiques
passant par M ne passent pas par P. Considérons 1I’unique géodésique MP passant par M et P,
d’équations paramétriques de parametre 1’abscisse curviligne s :

Vi o xt=xi(s)
Prenons le point M(a') pour origine de I’abscisse curviligne de cette géodésique :
Vi  x{(0)=d

Les coordonnées des points de cette géodésique se développent en série de puissance de s au
voisinage de M :

i 2,0
Vi=1,...,n Xi(S)=ai+S<(i1_x) lsz(i]_);) + ..
S M 2 S M

Les composantes du vecteur unitaire u(u') tangent 2 la géodésique MP au point M s’écrivent :

Vi ul = d_xl
ds M

Ce vecteur unitaire est dans I’hyperplan tangent a 1’espace riemannien R,,.
Remarque 5.4.3

L’hyperplan en question est un espace pré-euclidien de méme dimension 1 que I’espace riemannien, qui contient toutes les tangentes en
M atoutes les courbes de R, passant par M.
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Les équations (1.2) page 4 d’une géodésique nous donnent I’expression de la dérivée seconde
des coordonnées de la géodésique x'(s) par rapport a s au point M :

, d2x! ;fdx7\  [dxk
vi (dsz )M—‘F fk(E>M(K)M

. . . . 1 . .
Vi=1,...,n xt=al + sul — - 2 (F‘~k) wuk + ...
2 IR M

Si bien que :

Placons-nous dans le syst¢eme de coordonnées (xi/) de centre M en effectuant la transformation
de coordonnées (ou en posant a' = 0 Vi)

_ ., . .
Vi xt' =xt-d

Alors

. . 1 . .
Vi=1,...,n xU = sul — = §2 (Fl-k) wuk + ...
2 IR M

Définition 5.4.3 : Coordonnées localement géodésiques

Les coordonnées localement géodésiques y* d’un point quelconque P suffisamment proche
de M(a' = 0) sont définies par :

Vi oy s s (5.23)

ou s est la distance de M a P le long de la géodésique.

Les coordonnées localement géodésiques ne conservent que la partie linéaire en s des coordonnées
curvilignes en prenant les tangentes aux géodésiques, et reviennent a effectuer la transformation
de coordonnées :
. _ i il L 2 (i ja .k
Vi=1,...,n y=x +2s (ij)Muu

. 7z . ~ 7z 7z o il
On a supprimé localement au point M la courbure du syst¢me de coordonnées géodésique (x').
Les termes de courbure d’ordre supérieur sont négligés.

Remarque 5.4.4

Parmi Iinfinité de géodésiques passant par le point M de 1’espace riemannien R}, nous pouvons en choisir n dont les tangentes en M
sont perpendiculaires entre elles, et construire ainsi un systeme de coordonnées géodésiques normal.

Théoreme 5.4.2

Au point origine M des coordonnées localement géodésiques, les symboles de Christoffel
de 17 et de 2¢ espéce sont nuls, ainsi que les dérivées partielles des composantes du tenseur
métrique.

Démonstration. Pour un vecteur unitaire u de direction fixée et d’origine M, la dérivée de (5.23)
donne :

. dy!
Vi T

. d2yi
voge =0
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Les équations différentielles (1.2) page 4 d’une géodésique donnent :

d2i ) dj d k
o (@), (), (F), 0
S M M S M S M

(Fijk)M wuk =0

Les symboles de Christoffel étant symétriques par rapport aux indices inférieurs, ils ne peuvent
s’annuler par soustraction. Par exemple pour k et j variantde 1 a2 :

(M), it + (M), u'e? + (Ty), Wl + (Ty),, w'u? =0
(Fill)M ulul + [(Filz)M + (Fi21)M] ulu? + (Fizz)M wu? =0
(Fiu)M wlul 4+ 2 (Filz)M ulu? + (Fizz)M W = 0
= (Fln)M = (Fl12)M = ( lzz)M =0
Par conséquent, dans le systeme de coordonnées localement géodésiques de centre M :
Vijk (M), =0
Les relations (2.5) page 16 donnent les symboles de Christoffel de 1™ espece :
Vi, j k (Fijk)M = 8in (F jk)M =0
Les relations (2.12) page 18 donnent les dérivées partielles des composantes du tenseur métrique :

Vi ik (0egi),, = Tk, + (Ti),, = 0 -

D’apres (5.10) page 61, le champ gravitationnnel de la physique non relativiste devient la courbure
de I’espace-temps en relativité générale. En un point arbitraire de 1’espace-temps, le systeme
de coordonnées localement géodésiques permet d’éliminer localement autour de ce point la
courbure de I’espace-temps, donc le champ gravitationnel. En physique non relativiste, I’égalité
observée entre masse grave et masse inerte entraine 1’égalité locale entre forces d’inertie et force
de gravitation : observation d’une équivalence locale entre ces deux forces. Le choix toujours
possible d’un systeme de coordonnées localement géodésiques est 1’expression du principe
d’équivalence (entre masse grave et masse inerte, ou entre force d’inertie et force de gravitation)
en relativité générale. En physique relativiste et non relativiste les systtmes de coordonnées
localement géodésiques sont appelés systeme de référence localement inertiel et systeme de
coordonnées galiléennes.

5.4.7 Propriétés du tenseur de courbure

A partir des relations (5.22) page 76, dans le systéme de coordonnées localement géodésiques le
tenseur de courbure de Riemann-Christoffel de 17 espece s’écrit :

.. 1
Vi, j,r,s Rijrs = 5 (ajrgis - airgjs - ajsgir + aisgjr)

ou les g;; sont les coeflicients de I’élément linéaire en coordonnées localement géodésiques.
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Remarque 5.4.5

Cette derniére relation n’est valable qu’en coordonnées géodésiques, par exemple en coordonnées cartésiennes dans le plan mais pas en
coordonnées polaires dans le plan. De plus elle n’est valable qu’en un point, au centre du systeéme de coordonnées géodésiques. En
revanche, les propriétés de symétrie du tenseur de courbure sont valables dans tous les systémes de coordonnées.

54.7.1 Antisymétries et symétrie par blocs

— antisymétrie par rapport aux deux premiers indices :
. 1
Vi, j,r,s Rjirs = > (airgjs - ajrgis - aisgjr + ajsgir)
vi,j,r,s Rjirs = _Rijrs
— antisymétrie par rapport aux deux derniers indices :
- 1
Vi, j,r,s Rijsr = > (ajsgir - aisgjr - ajrgis + airgjs)
Vi, j,r,s Rijsr = _Rijrs
— symétrique par blocs des deux premiers et des deux derniers indices :
- 1
Vi, j,r,s Rrsij = 5 (aisgjr - ajsgir - airgjs + ajrgis)

Vi, j,r,s Rrsij = Rijrs

5.4.7.2 Premiéres identités de Bianchi

Le tenseur de courbure est cyclique. Par permutation circulaire sur les indices j, r, s puis addition,
nous obtenons les premieres identités de Bianchi :

.. 1
Vi, j,r,s Rijrs = > (ajrgis - airgjs - ajsgir + aisgjr)

.. 1
Vi, j,r,s Ripsj = > (arsgij - aisgrj - arjgis + aijgrs)

.. 1
Vi,j,r,s Rijr = > (asjgir - aijgsr - asrgij + airgsj)

Vi,j,r,s Rijrs +Rirsj +Risjr =0 (524)
5.4.7.3 Composantes indépendantes

Dans un espace & n dimensions, le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel a n* composantes.
A T’aide des propriétés précédentes, calculons le nombre de composantes indépendantes. Par
composante indépendante on entend une composante non nulle qui ne soit pas I’opposée d’une
autre composante déja comptabilisée comme indépendante, et qui ne soit pas la somme de deux
autres composantes indépendantes.

1) Composantes ayant quatre indices identiques, du type R,,44 OU a est la valeur prise par
tous les indices i, j, r, s. L antisymétrie par rapport aux indices i et j donne :

Ragaa = —Raaaa

=0
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2)

3)

4)

Composantes ayant trois indices identiques :

Va#b Raaabs Raabas Rabaas Rbaaa

La symétrie par blocs et I’antisymétrie par rapport aux indices i, j et r, s donnent :
Raaab = =Raaba = ~Rbaaa = —Rabaa = —Raaap =0
Composantes ayant exactement deux fois deux indices identiques :

Va ?é b Raabb9 Rabab’ Rbaab’ Rbaba’ Rbbaa’ Rabba

La condition a # b est trop faible et I’on doit poser soit a < b soit a > b pour ne pas tout
compter deux fois (si a prend I’ancienne valeur de b, et b I’ancienne valeur de a). Cette
condition sert au dénombrement et n’a pas de rapport avec les propriétés de symétrie du
tenseur de courbure. Plus simplement, supprimons les termes symétriques :

Raabb’ Rabab’ Rabba avec a# b

La symétrie par blocs et I’antisymétrie par rapport aux indices i, j et r, s donnent :

Raabb = —Raabb

-0 et Rabab = —Rabba

Donc un type de composantes nulles et deux types de composantes non indépendantes. I1
ne reste plus qu’a dénombrer les composantes du type R,pqp, C€ qui revient a dénombrer
ab. Dans un espace de dimension n, I’'un des indices prend n valeurs et 1’autre n — 1 valeurs
car il est différent du premier (a # b). Il s’agit de choisir deux nombres différents parmi
n ou I’ordre des nombres choisis n’intervient pas. Ceci est équivalent a tirer sans remise
deux boules parmi n boules numérotées de 1 a n sans tenir compte de I’ordre. C’est une
combinaison :
C2=n(n-1)/2

Composantes ayant exactement deux indices identiques (autrement dit exactement trois

indices différents) sont de douze types

Raabc’ Raacb’ Rbcba’ Rcbbaa Rabca’ Racbaa Rbabc’ Rcabb’ Rbaca’ Rcabaa Rabbc’ Racbb

avec a # b et a # c sinon on serait dans le cas (2)). Ici aussi la condition b # ¢ est trop
faible et I’on doit poser b < ¢ (ou b > ¢) pour ne pas tout compter deux fois. En revanche,
a étant présent deux fois, les valeurs de a et de b, et celles de a et de ¢ peuvent s’échanger
sans redonner la méme composante. Ainsi les conditions a # b, a # c et b < ¢ donnent les
troiscas:a < b <c,b<a<cetb <c < a.On peut aussi écrire que les composantes
sont des six types suivants

Va 3& b’ a ?é G b 7é c Raabc’ Rbcaa’ Rabca’ Rbaac’ Rbaca’ Rabac

La symétrie par blocs donne :
Raabe = Rpeaa =0

L antisymétrie et la symétrie par blocs donnent :
Rabac = —Rabea = Rbaca = —Rbaac
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Donc deux types de composantes nulles et quatre types de composantes non indépendantes.
Reste a dénombrer les composantes du type R,pqc. Par hypothése a # b, a # ¢, b # c,
donc un indice prend n valeurs, I’autre prend n — 1 valeurs et le dernier prend n — 2 valeurs.
On pose ¢ < b avec a quelconque, cela donne les trois cas a < ¢ < b,c < a < bet
¢ < b < a, pour chaque cas C; combinaisons :

3C; =n(n—1)(n-2)/2

5) Les composantes ayant leurs quatre indices différents sont de 24 types :

Rabeda = —Rabde = Rbade = —Rbacd = —Redba = Redab = —Rdcab = Racba
Ruebd = —Racdb = Readb = —Reabd = —Rbdea = Rbdac = —Rdbac = Rabac
Radbe = —Radeb = Raach = —Rdabe = —Rbeda = Rbead = —Rebad = Rebda

avec a < b < ¢ < d pour ne pas tout compter plusieurs fois. Nous avons trois ensembles

de huit types de composantes non indépendantes. Les premieres identités de Bianchi (5.24)
page 80 montrent que le dernier ensemble dépend des deux premiers car

Rabed + Racbd = —Radbe

Il reste deux ensembles de huit types de composantes non indépendantes. Nous dénombrons
C;} combinaisons pour les composantes de type R pqq et autant pour celles de type Ry pq
soit :

2C =n(n—1)(n—2)(n—3)/12

Au total, dans un espace de dimension n, le nombre de composantes non nulles et indépendantes
du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel est donné par :

n(n—l)+n(n—l)(n—z)+n(n—1)(n—2)(n—3) _ nn-—1) [1+(n_2)<1+n—3>]
2
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nn—1) (n—=2)(n+3)
2 [” T]

(n* —n)(n* +n)/12
=n*(n*-1)/12

Exemple 5.4.2 : Tenseur de courbure d’un espace a une dimension

Dans un espace riemannien 4 une dimension le tenseur de courbure a 1* = 1 composante,
dont 12(1% — 1)/12 = 0 indépendantes. Le tenseur de courbure d’une courbe est nul

Ry111 =0

car c’est bien la courbure intrinseque qui est mesurée.

Exemple 5.4.3 : Tenseur de courbure d’un espace a deux dimensions

Dans un espace riemannien 4 deux dimensions le tenseur de courbure a 24 = 16 compo-
santes, dont 22(22 — 1)/12 = 1 seule indépendante :

Ri212 = —Ry221 = R121 = —Roinz



Les composantes ont deux fois deux indices identiques, et I’on a bien 2(2 — 1)/2 = 1.
— en coordonnées cartésiennes du plan, autrement dit pour I’élément différentiel
2 2
ds? = (dx!)” + (dx?)
le tenseur métrique est constant, tous les symboles de Christoffel sont nuls (§ 2.6

page 20). D’apres la déf. 5.4.2 page 76 du tenseur de courbure de 1™ espece, toutes
les composantes du tenseur de courbure sont nulles, 1’espace est plat.

— en coordonnées polaires appliquées au plan, I’élément différentiel (Cf. Vol. 1 Notion
d’espace) s’écrit :
ds? = (dxl)2 + (x1)? (dxz)2
avec x! = petx? = 0,00 g;; = 1etg, = (x})2 Calculons la valeur de la
seule composante indépendante potentiellement non nulle grace aux symboles de

Christoffel non nuls donnés dans I’ex. 2.7.1 page 21 :
{lez =Dy =x! ¢ {lez =I?% =1/x!
e

1

| 1 _
I =—X I'y, =—x

Avec la déf. 5.4.2 page 76 du tenseur de courbure de 1™ espece :
.. def k k
Vi,j,r,s Rijps = Oplijs — Oslijr + T jr Tkis = I js Tkir
Rizip = 01 Tipp — 0, Ty + T Tty — T Tieny

=01 oy — 0 Tigy + Ty T = Ty Tiay + Ty Doy = T oy
=0y Iy + 1% Ty
=—1+x!/x!
=0

Le tenseur de courbure est nul et I’espace est plat.

— en coordonnées sphériques (7, 6, ¢), a la surface d’une sphere de rayon r. Calculons
la valeur de la seule composante indépendante potentiellement non nulle grace aux
symboles de Christoffel non nuls donnés dans I’ex. 2.7.3 page 23 :

Tppo = I'pop = r? sin(0) cos(0)
TFopp = —r? sin(B) cos(H)
e =%, = col(6)
F9¢¢ = —sin(0) cos(H)
Avec la déf. 5.4.2 page 76 du tenseur de courbure de 1™ espece :

déf
Vi, j,r,s Rijrs :arrijs_asrijr‘l'rerkis_Fjstir

Rogop = 0 I'agp — Op L'oge +Fk¢e Tkop — I'*44 Tioo
_ ] ] ¢ ¢
—33F9¢¢—8¢F9¢@+F¢6F39¢—F¢¢F@99+F ¢61"¢9¢—F ¢¢F¢99

= 0g Togy + I 45 Tgos
= r?[5in?(0) — cos?(0)] + cot(0) x r? sin(8) cos(O)
= r%sin®(0)

Le tenseur de courbure est non nul et I’espace est courbe.
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Exemple 5.4.4 : Tenseur de courbure d’un espace a trois dimensions

Dans un espace riemannien a trois dimensions le tenseur de courbure a 3* = 81 compo-
santes, dont 3%(3%2 — 1)/12 = 6 indépendantes.
3(3 — 1)/2 = 3 composantes ayant deux fois deux indices identiques :

Ri212 = —Ry221 = Ra121 = —Roin2
Ry313 = —Ry331 = R3131 = —R3y13
Rj323 = —Ra335 = R335 = —R3p3

3(3 — 1)(3 — 2)/2 = 3 composantes ayant exactement deux indices identiques :

Ri213 = —Ry231 = Ry131 = —R3113 = —Ry321 = Ryzi2 = —R3112 = R3ip
Rj123 = —Rz132 = Ri232 = —Ry223 = —Ry312 = Ry3z1 = —R301 = Rappp
R3135 = —R3123 = Ry33 = —Ry332 = —R3213 = R3231 = —Ry331 = Rpaps

En coordonnées sphériques dans 1’espace euclidien, autrement dit pour I’élément différen-
tiel (Cf. Vol. 1 Notion d’espace)

ds? = d(x!)? + (xldxz)2 + (x! sin x2)2 (dx3)2

avec x! = p, x> = Bet x> = ¢, d’apres I’ex. 2.7.2 page 22 les symboles de Christoffel non
nuls sont les suivants :

(Tyo1 = Iy = X (I'%, =T?%, =1/x!
I35 = I35 = xtsin® x2 3, =13, =1/x'
332 =133 = (x1)? sin x2 cos x? t ! 3, =13, = cotx?

Iy = —x! © r, = —x!
I35 = —x!sin® X2 Iy, = —x'sin® x?
(33 = —(x1)? sin x? cos X2 (['%; = — sin x? cos x?

Avec la déf. 5.4.2 page 76 du tenseur de courbure de 1™ espece :

Ripa =010 =0, oy + T Ty — Ty Ty + T2 Doy — T, Doy
= 51F122 +F221F212 = -1 +x1/xl
=0

1 1 3 3
Riz13 =01 T133 = 0331 + Ty T3 — I3 [hqn + 173 Iz — 3315
= 51 F133 + F331 F313 = — Sil’l2 x2 + xl Sin2 xz/xl
=0

2 2 3 3

Rosp3 = 03133 — 03 I3y + I 5y Ian3 — I35 1o + 135 393 — 15313,
= 0, p33 + I, Tsp3 = —(x1)? cos? x? + cot x2(x1)? sin x2 cos x?
=0

déf
.. k k
Vi, j,r,s Rijrs=arrijs_asrijr+rerkis_Fjstir



Ripi3 =0y Iy — 0501 + T Ty — T3 Ny
=013 — 03y + Iy Ty — Ty Tiny + 1% Tops — T3 Doy
+ 1% T35 — 3Ty

Ryips = 0513 — 03 app + I3 Tios — I3 Ty
=0,T513 =031y + Ty Doy = T3 Digp + T3 Tops — T3 Ty
+ 2, T3y — 3Ty

Rsy3p = 03315 — 0y Tags + T3 Tisy — I3 Ty
= 03131, — 0y Iay3 + T3 Dyzy — Tl Dz + T3 Togy — T2, sz
+ I 3335 — I3 T

= =8, 313 — ;33 +F313F332

= —2x!sin x?2

=0

cos x2 + x1sinx

2 Ccos X2

Le tenseur de courbure est nul et I’espace est plat.

+ x! sin x2 cos x?

Exemple 5.4.5 : Tenseur de courbure d’un espace a quatre dimensions

Dans un espace riemannien a quatre dimensions le tenseur de courbure a 4* = 256
composantes, dont 42(4?> — 1)/12 = 20 indépendantes.
4(4 — 1)/2 = 6 composantes ayant deux fois deux indices identiques :

Ry =
Ryziz =
Riyas =
Rozps =
Raas =

R3y34 =

—Ri201 = Ry121 =
—Ry331 = R3131 =
—Ry441 = Ryna1 =
—Ry332 = R3p32 =

—Rj442 = Rypan =

—R3443 = Ry343 =

—Ry12
—R3113
—Ry4114
—R3323
—R4224

—Ry334
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4(4 — 1)(4 — 2)/2 = 12 composantes ayant exactement deux indices identiques :

Ri213 = —Ry231 = Ry131 = —Ra113 = —Ryzz1 = Riziz = —Rs112 = Raim

Ri214 = —Ri241 = Ro141 = —Ro114 = —Ruao1 = Rus12 = —Ran2 = R
Ry314 = —Ri341 = R3141 = —R3114 = —Rua31 = Rig13 = —Ra13 = Ry
Rj123 = —Ro132 = Rip3 = —Ri203 = —Rp312 = Ra321 = —R321 = R

Rj124 = —R2142 = R1242 = —Ri1204 = —Ro412 = Rosz1 = —Rao1 = Raon2
R334 = —Ry342 = R3242 = —R3304 = —Rp432 = Roaz3 = —Ruzo3 = Rypso
R3132 = —R3123 = Ri323 = —Ry33 = —R3213 = R331 = —R2331 = Rz

R3134 = —R3143 = R1343 = —Ri334 = —R3413 = R3431 = —R4331 = Rya3
R3334 = —R3343 = R343 = —Ry334 = —R3423 = R3430 = —Ry332 = Rysz
R41420 = —R4124 = Ri424 = —Risaz = —Ruz14 = Raoa1 = —Raa1 = Raana
R4143 = —R4134 = R1a34 = —Rysa3 = —Ruz14 = Ryz41 = —R3441 = R3414
Ryz43 = —R4z34 = Rps34 = —Rosa3 = —Ruzoa = Ruzan = —R3u4p = R34

4(4 —1)(4 — 2)(4 — 3)/12 = 2 composantes ayant quatre indices différents :

54.8

Ri234 = —Ry243 = Rp143 = —R3134 = —R3421 = R3412 = —Ry312 = Ry3n;

Ri324 = —Ry342 = R3142 = —R3124 = —Ru431 = Ras13 = —Ry213 = Ryoi3

Dérivées covariantes secondes d’un vecteur

Soit un champ de vecteurs de composantes contravariantes v", cherchons la différence entre
V. (Vsoh) et Vg (V,0"). Reprenons (3.10) page 38 :

Yh,r,s

V, (Vo) = 8,508 + 018, + ' 0,01 — Ik, 8ot — vi T, %, + TPy o0k + virk

Vs (V1) = 8500 + vig I, + T, 00t — e G0 — viT

Si bien que :

Vh,r,s V. (V") =V (V,0h)

h

1

h i k. h
T+ 0.0k +oirk, T

— i h i h h i h i h k h k
—Ularr iS—UlaSF ir+FisarUl—FiraSUl+F krasl) _F ksarv

i Tk h i 7k h
+vFistr_UFirst

On en déduit qu’en un point M :

i k h k h
+vl(r isF kr_FirF ks)

Vh,r,s V. (Voh) = Vg (VM) =i, —o,r", + &t — 1%, ")

On reconnait la déf. 5.4.1 page 75 du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel de 29 espece :
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Dans un espace courbe, les dérivées covariantes secondes d’un vecteur, et plus généralement d’un
tenseur, dépendent de I’ordre des dérivations (ce qui n’a pas lieu pour les dérivées ordinaires).

5.4.9 Tenseur de courbure de Ricci

Nous verrons au § 7.8 page 133 que pour établir les équations de la relativité générale nous
devons trouver un tenseur chronogéométrique (li€é uniquement a la courbure de I’espace-temps)
symétrique d’ordre deux.

Effectuons toutes les contractions possibles des composantes du tenseur de courbure de Riemann-
Christoffel. En utilisant les symétries du tenseur de courbure du § 5.4.7 page 79 :

Rijrs = _Rjirs = Rjisr = _Rijsr = Rrsij = _Rsrij = Rsrji = Rrsji
i _ i T _ i T _ i T T
g JRijrs =8 JRjirs =8 ]Rjisr =—8 JRijsr =8 JRrsij =—8 JRsrij =8 JRsrji =8 JRrsji
i _ i _ pl _ i
R irs — —R irs — R isr — —R isr

Ry =—Rys =Ry =—Ryu =0

grsRijrs = ginrsij
=0

girRijrs = _gierirs = gierisr = _girRijsr = girRrsij = _girRsrij = girRsrji = girRrsji
st = —st = RS] = _RS] =0

gstijrs = gierisr
=0

is — is — olS — is — oS — is — olS — olS
g Rijrs =-8 Rjirs =8 Rjisr =-8 Rijsr =8 Rrsij =-8 Rsrij =8 Rsrji =8 Rrsji

Ry, =R,
g'"Rijrs = 8" Rjisr
R\ = stsr
Ris = Rj,

Par contraction des composantes du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel, nous ne pouvons
donc former qu’un seul tenseur, le tenseur symétrique d’ordre deux R;g, qui s’écrit également R;,..

Définition 5.4.4 : Tenseur de courbure de Ricci

Le tenseur symétrique d’ordre deux
déf
7 — r
Vi, s Ris - gj Rijrs
— r
- Ri rs

k k
= ai'l—‘rsi_asl—‘rri + I siFrrk_F riFrsk

87



est appelé tenseur de courbure de Ricci de I’espace riemannien.

Montrons que ce tenseur est symétrique en montrant que chacun de ses termes est symétrique :

0, " = 0,1

k _ 1k
Fsirrrk_risprrk
k _ 1k
I Mg = T Ty

N

A partir des relations (2.16) page 19 :
3" =3 (ia-g>
S ri N 2g 1

1

= 20,(6;1ng))
1

= 50i(05In g])

= 0l "y

Exemple 5.4.6 : Tenseur de Ricci dans les espaces pré-euclidiens

D’apres le § 2.6 page 20, dans les espaces pré-euclidiens les symboles de Christoffel sont
nuls. Par conséquent le tenseur de Ricci est également nul. Par exemple dans I’espace-temps
pseudo-euclidien de la relativité restreinte :

Vi,v Ry =0

Exemple 5.4.7 : Tenseur de Ricci d’une sphere

En se servant de I’ex. 2.7.3 page 23 :

Roo = 0,155 — 0" + oo Iy = "6 Ty
— ¢ ¢ ¢
=1+ cot?(8) — cot?(6)
=1

Ryg = 0,1 g5 — g7y + T g Iy = TX, s Ty
= 0645 + T4 T = T Ty = T T

= 0ol +Fe¢¢<reee +F¢¢e> ~ TPy D% =T 4s T 4g = Tos To0 = To4s T o

= 065 + ool g0 = [ag T = T35 o

= 06l = o5 T

= sin%(6) — cos2(0) + cos2(0)

= sin%(6)
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k k
Rop = 0rI"gy — Ol vy + I gy I'yj = I Igy.
— 6 0 ¢ ¢
— 0 &)
=0

5.4.10 Courbure riemannienne scalaire

La contraction des composantes du tenseur de courbure de Ricci (déf. 5.4.4 page 87), donne un

invariant, le seul possible :

Définition 5.4.5 : Courbure de Ricci
Le scalaire w .
R = glsgerijrs
= giSRirrs
= gisRis
- R:f

est appelé courbure de Ricci ou courbure riemannienne scalaire de 1’espace.

Dans un espace riemannien a n dimensions :
Ri=R3+R}+R%:+ .-+ R}
Réciproquement, dans un espace a n dimensions gikgki = n (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) :
gijg"Rij = gijR
R;j = %gi iR

Exemple 5.4.8 : Courbure de Ricci d’un espace de dimension 2

Dans un espace riemannien de dimension deux, d’apres 1’ex. 5.4.3 page 82, les seules
composantes du tenseur de Riemann-Christoffel non nulles sont les suivantes :

R12,12 = —R12,21 = R21,21 = —R21,12

Avec le déterminant du tenseur métrique dual (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique), par définition
la courbure de Ricci a pour expression :

R= giSRis
= g12g21R12,12 + g21812R21,21 + 811822R12,21 + gzzguRzl,lz
_ (g12g21 +g2lgl? — glig? — g2l R, )
- (gngzz — g2g") Ry, 1,
= —2g7'Riz12
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Réciproquement :

Riz1 = —EgR

1
= _ER (811822 — 812821)

Exemple 5.4.9 : Courbure de Ricci d’une sphere

En utilisant I’inverse du tenseur métrique (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) et 1’ex. 5.4.7
page 88, la courbure de Ricci d’une sphere de rayon r s’écrit :
R = gVR;;
= g%Rgo + %Ry
1 1

==+—= sin?(6)
r*  r2sin“(0)
2
2

54.11 Secondes identités de Bianchi

Nous pouvons obtenir de nouvelles identités par dérivation du tenseur de courbure de Riemann-
Christoftel. Adoptons un systeme de coordonnées localement géodésiques en un point M de R,,,
les symboles de Christoffel sont alors nuls et la déf. 5.4.1 page 75 du tenseur de courbure de
Riemann-Christoffel s’écrit :

Vh, i, r,S Rhirs = athSI - asrh

ri

Dans le systeme de coordonnées localement géodésiques, les symboles de Christoftel étant nuls,
la déf. 3.4.1 page 31 de la dérivation covariante se réduit a la dérivation partielle ordinaire :

Vh,i,r,s,t VRN, =3,RM,
=0yl hsi — O’ hri
Par permutation circulaire sur les indices r, s, t, nous avons :
Vh,i,r,s,t V;’Rhist = arsrhti - archsi
Vh,i,r,s,t VRN, =0d,I"., — 0,
Puis en additionnant les trois relations obtenues :

. h h h  _

Vh,i,r,s,t VR, + VR +VR", =0

La dérivée covariante d’un tenseur étant un tenseur, chacun des membres de 1’identité est un
tenseur et cette relation est donc une relation tensorielle. Par conséquent, les identités de Bianchi
sont valables dans tout systeéme de coordonnées, en tout point de R,,. L’abaissement de 1’indice

conduit aux expressions :
Vh,i,r,s,t ViRnirs + ViRpist + VsRpigr = 0
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54.12 Tenseur d’Einstein

Toujours au § 7.8 page 133, nous verrons que pour établir les équations de la relativité générale,
la divergence du tenseur symétrique d’ordre deux que nous cherchons doit étre nulle. En effet, ce
tenseur qui représente la courbure de 1’espace-temps doit étre égale au tenseur impulsion-énergie
qui est conservatif, donc de divergence nulle (théoreme de divergence Cf. Vol. 2 Mécanique
classique). Effectuons une double contraction des secondes identités de Bianchi :

1) Pourt =h:
Vi,r,s V,R"

irs

h h
+ VrR ish + VSR ihr = O
La contraction doit avoir lieu sur le méme indice (ici pour les deux derniers termes) :
Vi,r,s VuRY, —V.R", +VR", =0
VuR", — V,Ris + VsR;, = 0
Vk,r,s gikvthirs - gierRis + gikvsRir =0
La dérivée covariante du tenseur métrique étant nulle, (3.8) page 37 :
Vh (githirs) - Vr (gikRis) + Vs (gikRir) =0
VR, —V,.RE 4+ V.RE =0
2) Puis pour s =k :

Vr VuR"™ ., —V,RK =0+ V;RE
VLR + ViRE—V,R=0
2V RK—-V,R=0
V, Rk — %55 (VR) =0
VR = 2V, (85R) = 0
Vi (R’; - %551{) =0 (5.25)

Définition 5.4.6 : Tenseur d’Einstein

Le tenseur d’ordre deux ”
Vk,r SK'= RK—>6fR

est appelé tenseur d’Einstein.

Par symétrie du tenseur de courbure de Ricci, ce tenseur est symétrique. (5.25) de la présente
page exprime que la divergence du tenseur d’Einstein est nulle ((4.1) page 41). Les composantes
covariantes de ce tenseur s’écrivent :

. . 1 .
Vie,r - 8ikSr = 8ikRr — 5 8ikOrR
1
Skr = Ryr — EgkrR (5.26)
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DYNAMIQUE CLASSIQUE
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6.1 Applications de la géométrie riemannienne

La géométrie riemannienne trouve une application importante dans les problemes de mécanique.
Soit un systeme dynamique se déplacant dans I’espace ordinaire, euclidien a trois dimensions.
Prenons le cas d’un pendule sphérique. La tige du pendule exerce une force sur la masse I’obligeant
a se déplacer sur une sphere. Nous pouvons ignorer cette force et considérer directement que la
masse se déplace sur une sphere, sans jamais la quitter. Nous savons que I’espace accessible a la
masse du pendule simple est une sphere. Dans le cas général, pour trouver la forme de 1’espace
accessible, la force doit pouvoir étre remplacée par une fonction des coordonnées, de la forme

F(x',x%,x*) =0

La liaison est alors dite holonome. Par exemple, pour le pendule spherique en coordonnées
sphériques (p, 6, ¢) :
o= cste

Dans le cas présent la liaison est aussi scléronome, c.-a-d. indépendante du temps. Grace a cette
relation, pour décrire le mouvement de la masse nous passons de :

« trois coordonnées sphériques (p, 6, ¢), une force, un espace euclidien

o

« deux coordonnées (6, ¢), aucune force, un espace courbe (la sphere)



Lorsque I’on utilise un nombre minimal de coordonnées pour décrire I’évolution du systeme, on
parle de coordonnées généralisées. Ici ce sont deux angles, et 1’espace riemannien correspondant
est une surface (deux dimensions).

En I’absence de champ gravitationnel, la masse ne peut décrire que des grands cercles de la
sphere, c.-a-d. des géodésiques de cet espace riemannien. De plus la masse se déplace a vitesse
constante en norme.

Lorsqu’il existe une force dérivant d’une énergie potentielle, par exemple un champ gravitationnel,
nous verrons qu’il existe quand méme un espace riemannien dans lequel les trajectoires de la
masse sont encore toutes des géodésiques.

Enfin, lorsque la longueur de la tige varie dans le temps, par exemple un moteur allonge ou
raccourcit la tige, la liaison est dite holonome rhéonome. Nous pouvons encore supprimer la
force, mais I’espace riemannien évolue dans le temps. Le temps devient une nouvelle coordonnée,
au méme titre que les coordonnées spatiales, et nous considérons I’évolution du systeme dans un
nouvel espace riemannien ayant une dimension supplémentaire. Dans le cas du pendule sphérique,
I’espace riemannien a alors trois coordonnées, (6, ¢, t).

6.2 Systémes holonomes a liaisons scléronomes

Considérons un systeme dynamique S a n degrés de liberté, c.-a-d. un systeme a n coordonnées
généralisées (g'). L évolution temporelle de ce systéme est représentée par un point M se déplagant
dans un espace de dimension 7 ayant pour coordonnées les (q'), appelé espace de configuration.
Cet espace de configuration est I’ensemble des configurations possibles du systéme, il constitue
une variété différentielle a n dimensions, autrement dit un espace riemannien V;,. Lorsque les
liaisons sont holonomes, parfaites et indépendantes du temps, 1’espace de configuration n’évolue
pas dans le temps : les composantes g;; du tenseur métrique de I’espace de configuration ne sont
pas des fonctions explicites du temps. Soit ds I’élément linéaire de 1’espace de configuration :

ds? = g;;dq'dg/

ou les indices latins varient de 1 a n, et ou les g;; sont fonction des q* uniquement.

6.2.1 Cinématique

. — .
Le vecteur vitesse vV a pour composantes contravariantes,

. ddt .
Vi=1,...,n v‘=d—ci=ql

Vi=1,..,n Ui=gijvj=gijqj=CIi
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Exprimons 1’énergie cinétique en fonction de I’élément linéaire :

T L2
2
(e
) dt
ds? = % dr? 6.1)

Remarque 6.2.1

On peut toujours changer d’unité de masse et poser m = 1 pour avoir :
ds? = 2Td¢?

On peut également diviser ’unité de longueur des q i par 4/ m et obtenir le méme résultat.

Nous avons également :

= -mg;; 4'¢/ (6.2)

Dérivons par rapport aux composantes de la vitesse :

) 0T m 0
Vi a_ql = ?a_ql(glf qlql)

=2 aql (Zzguq‘l“fzz:guqqf)

i j#i i j=i

55 (Zzguqq> Zaql<zguqq)

i J;él

= mg;; ¢’ (6.3)

= muj;

Or, les composantes de 1I’impulsion généralisée s’écrivent :

) déf 0L
Vi p= 3

ou L = T — Vest le lagrangien. Lorsque I’énergie potentielle totale V ne dépend pas des vitesses

généralisées :

or

aqt

= mu;

Vi pi=

Les composantes de I’impulsion généralisée ne sont autres que le produit de la masse par les
composantes covariantes de la vitesse du point représentatif M dans I’espace riemannien V;, des

configurations.
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Pour I’accélération, servons-nous de la déf. 3.4 p. 32 du vecteur unitaire U tangent 2 la trajectoire
¢ au point M :

v-u=1
@ =0
2}—2-*:0
d—‘; T=0

Le vecteur d 0/ds est soit nul soit orthogonal & U partout sur la trajectoire C. D’apres (3.2) p. 29,
il a pour composantes les dérivées absolues Du'/ds. Il n’est pas unitaire, appelons p sa norme.
On définit un vecteur unitaire T qui lui est colinéaire :

Dul  n
Vi —_— ==
! ds o

Le vecteur unitaire 11 (n'), colinéaire au vecteur orthogonal 4 la tangente a C, est appelé vecteur
de la normale principale a C. La dérivation absolue de la vitesse par rapport au temps donne
I’accélération :

. DUt
. i_ Duv
Vi at = T
_ D(vub)
T dt
Avec (3.1) p. 29 :
. dv ; Du' ds
V' [T Ls _
S T Pl
_dv o v
=3 + - n (6.4)

Le vecteur accélération se décompose en une accélération tangentielle et une accélération normale.
Le scalaire p(s) appelé rayon de courbure de C au point considéré, a la dimension d’une longueur.
o~ ! est appelé courbure de € dans V}, au point considéré.

6.2.2 Les équations de la dynamique lagrangienne

En I’absence d’hypotheses sur le caractere conservatif ou non des forces généralisées Q; s’exercant
sur le systeéme, le mouvement du systéme est déterminé par les équations de Lagrange sous leur
forme la plus générale :
d (0T oT
Vi=1,..,n —\=]-—==0 6.5
3 (57) -5 =@ (6.5)

Désignons par Q;5q’ le travail élémentaire des forces extérieures appliquées au systéme lors d’un
déplacement virtuel arbitraire dq*. C’est un scalaire qui ne dépend pas du systéme de coordonnées
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dans lequel on I’exprime, car si c’était le cas le systeéme gagnerait ou perdrait de 1’énergie par
changement de coordonnées. C’est donc un invariant par changement de coordonnées. Les 8¢
étant les composantes contravariantes d’un vecteur, les Q; sont les composantes covariantes du
vecteur force généralisées de V;,. Servons-nous des relations (6.3) page 95 et (6.2) page 95 :

. d . 0 1 2ok
Vi a (mgi;¢') — 3 (5 mgjrq’q ) =Q; (6.6)
Le calcul suivant est identique a celui de la démonstration du th. 1.2.1 p. 4 :

. d¢/  dgij .\ m (9« ...
Vi Qi=m<gijd_qt+ dt”‘ﬂ)-g((a—éiqjqk)

~0gijdgk . 108k ..
] J e S R _] - j -k
= m (g ¢/ + digi; 'd* —  Bignd’d")
1 i
=m [gij g/ + <akgij - gaigjk) q]qk]
En remarquant que 0y g; Gigk = g gikd/d¥ etavec (2.13) p. 19 donnant les symboles de Christoffel
de premiere espece en fonction du tenseur métrique :

, i (1 1 1 Kxi
Vi o Q= m[gij g’ +<5 9i8ki + 5 Ok8ij — Eaigkj) qkqj]

i 1 s
=m [gij q’ + > (9:8ki + Oxgij — 9i8kj) qkqj]
= m(gin §" + I'ijk 4°¢7)
Avec (3.6) p. 33 donnant les composantes du vecteur accélération :
Vi Q=mgp(d"+I" ¢ )
= mgipa"
= ma;
Ainsi les membres de gauche des équations de Lagrange (6.5) page ci-contre ne sont autres
que les composantes covariantes du vecteur accélération de M dans 1’espace riemannien de
configuration. Les équations de Lagrange étendent la relation fondamentale de la dynamique

aux espaces courbes. D’apres (6.4) page précédente, on peut encore écrire les équations du
mouvement sous la forme :

2

, dv Ve
Vi maui+m;n‘=Qi (6.7)

Au cours du mouvement le vecteur force généralisée reste dans le plan défini par la tangente a la
trajectoire et par la normale principale, nous dirons qu’il est coplanaire a celles-ci.
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6.2.3 Absence de forces extérieures

En I’absence de forces extérieures exercées sur le systeme, c.-a-d. lorsque les Q; sont nulles,
I’énergie cinétique est constante puisqu’il n’y a pas d’énergie potentielle. Dans 1’espace rieman-
nien, le vecteur vitesse est donc constant et 1’accélération nulle, le point M suit une géodésique
deVj,:

Vi a; =0
m@u-+mv—2n’—
de ™ B
Soit : d
v
— =0
dt
1/p=0

~

La norme du vecteur vitesse est constante et la courbure est nulle dans 1’espace riemannien. A
partir des relations (6.6) page précédente nous avons également :

. d . 0 1 ke i
vi E(mgijqj)_ 6_ql(5 mgkjq qj) =0
.. 1 ke i
i — 50;8K;4*¢’ = 0 (6.8)

Ce sont les équations différentielles des coordonnées de la géodésique suivie par le systeéme dans
I’espace riemannien des configurations

6.2.4 Forces dérivant toutes d’une énergie potentielle
Supposons que le vecteur force généralisée dérive d’une énergie potentielle indépendante du
temps :
Vi Q=-0V(q")
En prenant le produit scalaire de (6.7) page précédente par le vecteur vitesse,

2
vi<m%ui+m%ni>=ini

— +U—2ni __dvdq
de dqt dt
ol 47
de — dt

/mvdvz—/dV

1
Emv2 + V= cste

C’est I’équation de conservation dans le temps de 1’énergie mécanique E d’un systéme conservatif
(systeme dont les forces dérivent toutes d’un potentiel) :

E=T+7V
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Cette équation donne I’expression de la vitesse d’un systeme conservatif :

V=42(E-7)

A partir des relations (6.6) page 97, la loi du mouvement du systéme s’écrit :

d N mO8kj . . v
Vi o om—(g;¢)- 5 —=q¢ =—=— 6.9
3 (8j4) -3 g T =50 (6.9)
Ce ne sont pas les équations des coordonnées d’une géodésique a cause du membre de droite
non nul. Cependant, dans le § suivant nous montrons que nous pouvons quand méme réduire le
probléme a la recherche d’une géodésique en faisant « disparaitre » ce terme.

6.2.5 Recherche d’une géodésique

Déterminons la trajectoire fictive du point représentatif d’un systéme en présence d’une énergie
potentielle, sous la forme d’une géodésique. Il s’agit de supprimer le terme 3V/dq' dans les
équations différentielles (6.9) en changeant de parametre et en changeant d’espace de configu-
ration. Gardons I’hypotheése de conservation de I’énergie mécanique du § précédent (systeme
conservatif).

« Dans la loi du mouvement, remplacons le temps par une fonction a déterminer, 6(t), c.-a-d.,
effectuons un changement de parametre de la trajectoire (Cf. Vol. 1 Notion d’espace). Les
coordonnées sont maintenant des fonctions de la fonction 6(t) :

Vi g =q[6)]
dg'[6()] _ 9q" do()
dt ©06(t) dt
g 4dq
¢=36°
La loi horaire ne dépend plus explicitement du temps mais cela ne change pas la forme de
la trajectoire suivie par le systeme :

VMG e\Sided) 2% ded dodr tag o
. d dg/ .\ 1,08k dg/dq* 1 9V _
6@(&7@9)‘59 g dode tmag =0 10

do d ( dg/ de) _ m 98k dg/ d6 dg*do v _

« Changeons d’espace de configuration en changeant de métrique mais pas de systeme de
coordonnées (q') :

ds'? = F(q')ds?
= F(q")g;;dq'dg’
= 8i;dq'dq’

Par la suite nous fixerons la nouvelle métrique par 1’intermédiaire de la fonction inconnue F(q')
de sorte que la trajectoire soit une géodésique dans le nouvel espace de configuration. Cherchons
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la composante covariante de la vitesse dans cette nouvelle métrique en utilisant la fonction 6(t) :

Vioooq=gd
= F(q)gi;q’

dg; . dg’

10 - F(q")g;; 6

Les équations différentielles d’une géodésique de ce nouvel espace de configuration sont données
par (6.8) page 98 :

Vi

. ogl. da’ dgk
d(dql) 1 %8jk dg’ dq _0 ©.11)

6\ d6) 23 a6 @ -

J dg; J dagk J dgk
i(Fg~di)—1F gk dg/ dg° 1 0F dq’ dq* _

a6 25 5q a6 a6 " 234 %" a6 a6 -

Le parametre 6(t) étant libre, prenons le égal a 1’abscisse curviligne s’. Nous avons alors :

dg’/ dg¥ dg/ dg¥
Fgji a6 de " Feji ds’ ds’
_ ds”?
"~ ds?
dg/dg® 1
Skqode T F

Par conséquent (en gardant 6 plutdt que s”) :

" w\"iae 3qi 46 46  2F oq
Fd (F ..d;‘lj)__angjk dg/ d¢* 1 6F _

w®\"8iae) 2 s de a6 "2ag °

d (g, 94\ _1,98kdq dg" 1 oF
2
1

Cette relation s’identifie avec la loi du mouvement du systeme (6.10) page précédente, si I’on
prend :

F(@g)=6 et F(q")=c%—2V/m

Pour la constante, prenons le double de 1’énergie mécanique divisée par la masse :
F(@) = 2 [E - V(d)]

Dans cette relation, il vaut mieux ne pas remplacer E — V par T, car T est une fonction explicite
des vitesses.

La trajectoire d’un systeme dynamique conservatif, pour une valeur donnée de son énergie
mécanique, est donc une géodésique (relations (6.11)) de I’espace de configuration de métrique
riemannienne :

ds? = F(q")g;jdq'dq’
2 . . .
= —[E-V(q)]g;;dq'dq’
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La loi horaire s'(t) selon laquelle ces géodésiques sont décrites au cours du temps est donnée
par :

do .

= = = [E- (@]

o(t) = % / [E - v(g)]de
2

s'==[E-V(g)]t+6(t =0)

6.3 Systemes holonomes a liaisons rhéonomes

Considérons un systetme dynamique a n degrés de liberté. Lorsque les liaisons sont holonomes,
parfaites et dépendantes du temps, les configurations possibles pour le systéeme dépendent de
I’instant considéré. Nous sommes amenés a substituer a I’espace de configuration, un espace-
temps de configuration, c.-a-d. une variété a n + 1 dimensions V., pour laquelle les g’ et le
temps q° constituent un systéme de coordonnées. Le point représentatif du systéme dynamique
se déplace en fonction du temps, sur une hypersurface qui se déforme dans le temps.

Remarque 6.3.1

Le passage a un systeme de coordonnées en mouvement est traité comme un cas particulier de liaisons holonomes dépendantes du
temps. On utilise les mémes formules mais le nombre de coordonnées ne change pas.

Soit ds I’élément linéaire de I’espace-temps de configuration,
ds* = gop dg*dg®

ou les indices grecs varient de 0 a n, et ou les gog sont fonction des q*.

Le vecteur vitesse a pour composantes contravariantes,

o4
Ya=0,...,n vazdiz'“
dt
de sorte que :

. dqi
i'=— Vi=1,..,
T=q "= hen (6.12)
§° =1

Le vecteur vitesse a pour composantes covariantes :
Va=0,..,n Uy =gaglP = gupd® = dq
Exprimons 1’énergie cinétique a partir de la vitesse et de I’élément linéaire :

1
T = -mv?
2

In()
T2 dt

1 cor -
“Mgag 4°¢°
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Comme pour le cas scléronome :

ds? = 2T de?
m

En dérivant I’énergie cinétique par rapport a la vitesse :

oT m 0 o s
Va 365 = 3 dq_'“ (gaﬁ qaqﬁ)

g%
=3 % (ZZgaﬁq PPN qﬁ)

a B#a

== 3= (Zzgaﬁq qf”) 3 5 (Zgaaq Q)

a B#a
o Z gocﬁqﬁ + ngaaq
B=a o

= ngocﬁq[3
= mu,

Les n composantes p; de I’impulsion généralisée sont donc encore égales aux produits de la
masse avec les n composantes covariantes v; de la vitesse. La dérivation absolue de la vitesse par
rapport au temps donne 1’accélération :

Dv®
dt
= G+ %567

Va a% =

[accélération a pour composantes covariantes :

DuvP
Aa = 8ap dr

= 8uap q-‘g + Fayﬁ quﬁ

Va

La composante temporelle s’écrit :

Ao = 8op G§° + Loyg q'¢?
— ..O+ '..i+1—' . 'l'k+F . .l.0+F .0 .k+F .0 .0
800 q 8o0i q 0ik 4°q 0i0 94 ook q 4 0009 4

Avec (6.12) page précédente,

=1
=0

nous avons
ao = goi 4" + Lok 4'd" + Toio §' + Took 4° + T'ogo

Avec (2.13) p. 19 donnant les symboles de Christoffel de premiere espece en fonction du tenseur

métrique :

1
Ioip = > 9i800
1

Lok = > 9k&oo = ao = 8oi G + Toik 4'd* + 8;800¢" + > 90800

1
Lo00 = 530300
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6.3.1 Les équations de la dynamique

Quel que soit le type de liaison, scléronome ou rhéonome, le mouvement du systeme est déterminé
par les équations de Lagrange :

Vi=1,..,n

(5350

dt\agi)  aqi

dans lesquelles 1’énergie cinétique est maintenant fonction de ¢°. Cherchons 1’équation différen-
tielle pour I’indice 0. Effectuons le produit scalaire par ¢* :

E(ﬂ) T i o
ai\ag )9 ~ aqlq = Q'
4202 o]- oo
dr\agt 1) " aq 1 aqlq 2l
oT ., oT .
dt(aql ) <6_qiq+aq‘ ) Q' (6.13)

Réécrivons le premier terme du membre de gauche. L’ énergie cinétique est une fonction homogene
de degré deux des vitesses généralisées (si les variables, ici les vitesses généralisées, sont
multipliées par un scalaire, le résultat est multiplié par ce scalaire au carré) :

T(A°, ..., A¢") = 2T (¢, ..., ")
dT(A¢%) = d[2* T(¢%)]

oT a 2
3 d(Ag%) = d(4°T)
T d(A¢*) _ d(#*T)
0(Ag®) di da
oT
3014 a) =2AT
oT ., OoT
3 QP+ — 3 q' = 2T (pour 1 =1)
oT .; oT
ot = e

i(ﬂ -z)_zd_T_i<£)
dt\ag 1) =@ ~ ar\ago

Réécrivons le second terme du membre de gauche :

: oT oT ... 0T oT | ;

0 =0 o1 0 i

dT (4. ¢%¢',q%) = qdq +aqidq+aq0dq +aqidq
dT _ T . oT 4T,

@ ag 1 et o
dT oT dT ,; 0T ,
— s ===q + ==
dt  9q° 9qi oq!
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Injectons ces deux relations dans (6.13) page précédente :
dT d (0T dr JdT\ . .
@~ alap) (@ ) =2
dr_d(ST), ST gy
dr ~ dr\ogo) T aqo ~ <
d (0T oT  dT .
i (57) ~ 500 = 0
Cette relation remplace celle de conservation de I’énergie que nous avions pour le cas holonome
scléronome. L’ énergie mécanique ne se conserve plus car les liaisons, variables au cours du temps,
effectuent des travaux que nous ne pouvons prévoir explicitement. Nous obtenons les mémes

équations que pour le cas holonome scléronome, ainsi qu’une équation pour la composante
temporelle :

ma; = Qi Vi
dT y (6.14)
mao = - — Q'

Ces deux équations sont les équations du mouvement de M dans V;, ;. Si le mouvement du
systeme a lieu sans forces extérieures exercées sur le systeme, les n composantes a; sont nulles,
mais ag est en général différent de zéro et les trajectoires du point M dans V;,,; ne s’interpretent
pas géométriquement d’une maniere simple.

6.3.2 Forces dérivant toutes d’une énergie potentielle généralisée

Supposons que toutes les forces dérivent d’une énergie potentielle généralisée U (qo, q, ... ,q”)
pouvant contenir explicitement le temps g°. Si I’on introduit le lagrangien

L=T-U
les équations du mouvement du systéme deviennent :
4 (38)-
dt \d¢t

Vi=1,...,n _6_qi_
La métrique de la variété V;,,; s’écrit :
do? = ggpdq®dgP
= gijdq'dq’ + 2 g0 dq'dq® + goo dq°dq’
Choisissons des vecteurs de base orthogonaux entre 1’espace et le temps, Vi gjo = 0 :
do? = g;; dqidq’ + goo (dg°)”
= ds? + gy (dqo)2

Avec (6.1) page 95 et en faisant entrer la fonction U dans g :

do? = % dt? + goo (dqo)2

— Edtz — ljdtz
m m
20

==dr?
m
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Les formules (6.14) subsistent avec cette métrique a condition de remplacer les forces par leurs
énergies potentielles, c.-a-d., remplacer T par £ et les Q; par zéro. Les équations du mouvement
du point représentatif M dans I’espace 1}, ; doué de la nouvelle métrique s’écrivent :

a; = 0 Vi
dg

Mo ="gqr

6.4 Dynamique classique des milieux continus

6.4.1 Milieux continus

D’un point de vue microscopique tout milieu est composé de particules. Cependant, en prenant
un volume de matiere suffisamment grand, nous pouvons nous placer d’un point de vue ma-
croscopique et supposer le milieu continu. Cette approximation est valable pour les fluides en
hydrodynamique et pour les solides en théorie de I’élasticité. On utilise donc les mathématiques du
continu pour modéliser un milieu physique qui ne I’est pas. Rien de nouveau en cela, en physique
I’espace et le temps sont aussi supposés continus, et en mécanique classique les échanges de
maticre, d’énergie et de quantité de mouvement ou de moment cinétique sont supposés continus.

En relativité, on utilise les milieux continus car la notion de solide n’existe pas, puisqu’elle
suppose un déplacement simultané des différentes parties d’un solide soumis a une force de
surface. En faisant vibrer ce solide on pourrait transmettre un signal avec une vitesse infinie, en
désaccord avec I’existence d’une vitesse limite.

Placons-nous dans un référentiel inertiel et étudions 1’évolution dans le temps et dans 1’espace
d’une caractéristique ¢ quelconque d’un milieu continu, sa masse volumique, sa température, sa
pression, sa vitesse, son accélération...

Plusieurs points de vue sont possibles :

 du point de vue d’Euler on imagine un volume infinitésimal en un point fixe de notre
référentiel, au travers duquel circule le milieu continu. La caractéristique ¢ du milieu
continu dans le volume infinitésimal varie dans le temps mais pas dans 1’espace

« du point de vue de Lagrange on choisit un volume infinitésimal de matiere du milieu
continu et I’on suit son évolution dans le temps et dans 1’espace. Le volume infinitésimal
de matiere se déforme au cours du temps. La caractéristique ¢ du milieu continu dans le
volume infinitésimal varie dans le temps et dans 1’espace. En général la vitesse de I’élément
de matiere que ’on suit est fonction du temps

« il existe un troisieme point de vue qui consiste a se placer dans le référentiel inertiel de
repos instantané du volume infinitésimal de matieére. Dans ce référentiel la vitesse du
volume infinitésimal de matiere du milieu continu est nulle, mais son accélération est en
général non nulle. La caractéristique ¢ du volume infinitésimal varie dans le temps mais
pas dans I’espace. C’est en fait un cas particulier du point de vue d’Euler, dans lequel le
référentiel inertiel de I’observateur est choisi de facon a ce que la vitesse instantanée du
milieu continu soit nulle.
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6.4.2 Dérivée particulaire

Rapportons 1’espace 2 un systéme de coordonnées curvilignes quelconques (x!). Prenons le point
de vue de Lagrange, et soient v'(t) les composantes contravariantes de la vitesse du volume
infinitésimal de maticre du milieu continu par rapport a ’observateur inertiel :
; 0
agle, ] = 5 at + 22 axic)
d¢ 9¢ 6¢ dxl(t)
dt — dr = 9xi dt

- a¢ ‘(t) (6.15)

% c;q: + V(1) - grad(¢>)
La dérivée particulaire de ¢ nous dit qu’en chaque point du référentiel d’un observateur inertiel,
la variation dans le temps de la caractéristique ¢ du milieu continu est due a sa variation locale
(en un point fixe) dans le temps et a la vitesse relative V(¢) de I’observateur par rapport au milieu
continu, dans le gradient de ¢.

6.4.3 Tenseur des contraintes

Pour étudier I’équilibre des forces dans un milieu continu, considérons le volume a face planes
ayant le nombre minimal de faces, le tétracdre. Nous choisissons un tétraedre trirectangle (dont
trois des quatre faces sont des triangles rectangles), régulier : @ = b = c sur la fig. 6.1 ci-dessous.

Rapportons I’espace 2 un systéme de coordonnées rectangulaire (x!, x2, x3) et 2 son repére naturel
orthonormé (o, €, €,, €3) dont le centre o est I’orthocentre du tétragdre.

x3

Fic. 6.1 — Tétraedre trirectangle régulier

Soient 1—51, ?’2, F3 les forces extérieures s’exercant respectivement sur les faces appartenant
aux plans coordonnées (x5, x3), (X1, X3), (X, x;). Ces forces mettent le tétraedre en mouvement
accéléré de rotation et de translation. Dans le cas statique, une quatrieme force extérieure F
exercée sur la base du tétragdre (face « inclinée » ) maintient le tétra¢dre immobile :

F+F'4+F2+F3=0

106



Appelons s, 51, 5, S3 a la fois les faces du tétragdre et leurs surfaces correspondantes.

Remarque 6.4.1
Les projections de la base s sur les plans coordonnées (X5, X3), (X1, X3), (X1, X2) sont précisément les surfaces égales Sy, S5, S3. Par
symétrie, la base fait un angle de 45° avec les autres surfaces :
Vi=1,2,3 s; = Scos(45)

Vs

2

- > o> —
Soient f, f 1, f2, f31les vecteurs forces extérieures par unité de surface (elles sont homogenes
a une pression) s’exercant sur chaque faces du tétra¢dre :

Soit @ le vecteur unitaire normal 4 la base, sortant du tétraédre, de composantes covariantes dans
la base (€;) :

8 . ?i = 0;
_ S
s
Si bien que
f+Tfig=0 (6.16)

—> e 2z s .
Dans la base (€;), posons que le vecteur force par unité de surface f ! qui s’exerce sur la face s;
a pour composantes contravariantes les ¢! :

- —
fl=r1¢ +12¢,+ 1%,

= tli?i
tll
f 1 t12
t13

ot les t% sont homogeénes 4 une pression.

Remarque 6.4.2
Nous aurions pu aussi choisir la convention « contraire » en prenant les trois vecteurs unitaires sortants, normaux aux surfaces s;, qui
= <
forment la base (11;) orthonormée, telle que :

— —
nj=-—e¢;

Avec cette convention nous aurions écrit

—
f 1 = tllﬁl + tlzﬁz + t13H3
-
n;

£l

J

autement dit : N )
fl=—tlUe j
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Pour chacune des trois forces :
—> . PR
Vi=1,23 fl=1U¢;

De méme pour le vecteur force par unité de surface qui s’exerce sur la base :

Avec (6.16) page précédente
? = —?iO'i
fJ?] = —tij?jO'i
Vi=1,2,3 fl=—tlg; (6.17)
donc N -
f = —tl]Gi?j

—
Dans la base naturelle (? j), la force par unité de surface f a pour composantes contravariantes
—tijO'i.

Remarque 6.4.3

. . =g .
Dans la convention contraire, base (1), nous aurions :

=d s s —
f =—t"o;n;

:tifai?z’j

Dans la relation (6.17) de la présente page, les f/ sont des composantes contravariantes et les o;
des composantes covariantes, d’apres le critere général de tensorialité,pour qu’une suite ordonnée
de quantité constitue les composantes d’un tenseur, il faut et il suffit que le produit contracté de
cette suite ordonnée de quantités avec un tenseur donne un tenseur, les t/ sont les composantes
deux fois contravariantes d’un tenseur, appelé tenseur des contraintes. Sous forme matricielle
(6.17) de la présente page s’écrit :

fl tll t12 t13 o-l
f3 l—31 t32 t-33 0-3

Remarque 6.4.4

Vérifions le caractere tensoriel des t*J en effectuant la transformation de coordonnées de x* a x!', auquel correspond le changement de
base naturelle :

k/
Vji=1,23 €= %x—j?k/
X.

Le vecteur force par unité de surface se transforme selon :

g ii_ =
—f =t”Ui€j
iir= —=2>\>>
=t(o-¢eye;
iz 0 5, ) 0
= Aerad /A el !
axi ! oxJ k
axt axk' _,

=2 22 g
t axl o) G-ep)ey
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Or la force exercée sur la surface s ne dépend pas du systeme de coordonnées (la force est un vecteur) :
- —
f=f'

. ?l’)?k’ = tk’l,(g . ?y)?kr

U k'
o o
X X

La matrice 3 X 3 des £/ est donc un tenseur de composantes deux fois contravariantes.

Cherchons I’expression de la force infinitésimale :

f1=—tg;
fls = —tls;
Vji=1,2,3  flds=—t"ds; (6.18)

Lorsque le fluide est parfait (ni transfert de chaleur, ni viscosité en cisaillement ou en traction-
compression) les contraintes sont normales aux surfaces du tétraedre. Le tenseur des contraintes
devenu tenseur des pressions prend la forme suivante,

Vi, j t = +pgti

ou le scalaire p est la pression du fluide (positive ou nulle) au point (au centre du tétragdre) et a
I’instant considéré, et ol les g/ sont les composantes du tenseur métrique dans le systéme de
coordonnées choisi. Lorsque ce dernier est orthogonal, le tenseur métrique est diagonal ainsi que
celui des pressions. Sur la face s; :

?1 = tlJ?J
— 1j
= ipg J ej
=+pe;

La force exercée sur le tétracdre par le fluide parfait extérieur au tétra¢dre étant une force entrante,
nous conservons le signe positif :

N
1 _ —>
f'=pe,
et dans la convention choisie,
Vi, j t = pg¥ (6.19)
la contrainte normale t** est positive en compression.
Remarque 6.4.5
Dans la convention contraire, base (Hi) :
fl=—te;
= ¥pg'e;
=Fp¢;

La force exercée sur le tétra¢dre par le fluide parfait extérieur au tétraédre étant une force entrante, nous conservons le signe positif pour
avoir : o
1 — —->
fl=pe,

et . s s
Vi, j tt = —pgt

la contrainte normale ¢! est négative en compression.
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Pour la force par unité de surface exercée sur la base :

s
— ij~7
f——t‘]O'iej

- ij 2
= —pglaie;

6.4.4 Equations de la dynamique des milieux continus

On consideére un volume élémentaire dv de matiére du milieu continu, de surface fermée ds, et
de masse volumique p. On utilise un systeme de coordonnées rectangulaire et on se Rlace dans le
référentiel inertiel de repos instantané de ce volume élémentaire de matiere. Notons f ,, la somme
des forces volumiques extériijres par unité de volume s’exercant sur dv (force de gravitation et
force électromagnétique), et f ¢ la somme des forces surfaciques extérieures par unité de surface
s’exercant également sur dv.

Remarque 6.4.6

Pour le tétraedre :
— — —>1 —>2 —>3
fo=fs+ 51+ f25,+ f°5;3

6.44.1 Mouvement en translation

Pour le mouvement en translation, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit :

ypdv = ?Udv + ?Sds
pyiedv = fie€;dv — fie;ds
Vi=1,2,3  pyldv= fidv — fids

(6.17) page 108 est applicable a toute force de surface :
Vi=1,2,3  pyldv = fidv — t¥dsy

Intégrons sur un volume V quelconque, de surface S, puis utilisons le théoréme de la divergence
(Cf. Vol. 2 Mécanique classique) dans un systeme de coordonnées rectilignes :

Vi //V(fvi —py)dv — //Stkidsk =0
///V (fi - py' = 3ty dv = 0

fi = 9t® = py! (6.20)

Ce sont les équations de la dynamique des milieux continus en coordonnées rectilignes.
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6.4.4.2 Mouvement en rotation - symétrie du tenseur des contraintes
Pour le mouvement en rotation, la somme des moments des forces extérieures par rapport a un
point arbitraire de I’espace, est égale au moment des forces d’inertie par rapport a ce méme point :
T, x fido— T X flds= T x 7pdv
Les rayons vecteurs des forces de volume sont tous égaux a T :
X (?l‘, — yp)dv— T X flds=10

En notation indicielle et en intégrant sur un volume quelconque V de surface S, puis en utilisant
le théoreme de la divergence (Cf. Vol. 2 Mécanique classique) :

Vi, j /// ff_pyf) x! (fE - py)dv—//(xth Xtk dsy =
/// fJ_PJ/J aktkj)_xf(fz_m, aktkl dv—// (69— ) dv = 0

Les relations (6.20) page ci-contre montrent que la premiere intégrale est nulle, il reste :

Vi, j // (tV =) dv =0
v

Le tenseur des contraintes est donc symétrique par rapport a ses deux indices :

tijztji

6.4.5 Ecriture des équations en fonction de I’impulsion

Les relations (6.20) page précédente peuvent s’écrire en fonction de la densité volumique d’im-
pulsion. Ecrivons I’accélération dans un systéeme de coordonnées rectilignes, puis utilisons (6.15)
page 106 :

dv?

dr

vt

k3 ;i
= — + V%, v
At k

La vitesse de I’élément de matiere varie localement dans le temps, et il existe un gradient de
vitesse dans le milieu continu.

Vi=1,2,3 yi=

En vue de passer au cas relativiste, placons-nous dans le référentiel inertiel instantané R, au
repos par rapport a I’élément de matiere du milieu continu. La vitesse relative est nulle (mais pas
sa variation dans le temps ou dans I’espace) :

. out

. i_ ov

Vi=1,2,3 yt = 3
d(pv)  ;dp
i_ N g ol
PV = "5 Y 5t

_ 9(pv')
ot

111



oil I’on a utilisé une seconde fois la nullité des v’ dans le référentiel propre de 1’élément de
matiere du milieu continu. Les équations de la dynamique des milieux continus en coordonnées
rectilignes (6.20) page 110 par unité de volume s’écrivent en fonction de I’impulsion :

Vi=1,2,3  fl—0,t" =0,(ov)
Soit ff le 3-vecteur impulsion par unité de volume non relativiste, de composantes contravariantes :
) _odéf
Vi=1,2,3 pt = pvt
Les équations de la dynamique et I’équation de continuité (4.4) p. 42 s’écrivent :

{atP +0;,p' =0

PR _ (6.21)
op +oth = fI  Vi=1,2,3

6.4.6 Forme générale des équations de la dynamique des milieux continus

Généralisons (6.20) page 110 a un systeme de coordonnées curvilignes. Les équations tensorielles
Vi=1,2,3  fl—Vitkl = pyt (6.22)

sont invariantes par changement de coordonnées et redonnent (6.20) pour un systeéme de coor-
données rectilignes. Ce sont donc les équations de la dynamique des milieux continus dans un
systeme de coordonnées curvilignes arbitraires.

6.4.7 Ecriture des équations générales en fonction de ’impulsion

Dans (6.22) de la présente page, écrivons les forces volumiques d’inertie (o) en fonction de
I’impulsion. Les relations (3.6) p. 33 donnent I’accélération en fonction de la vitesse dans un
systeme de coordonnées curvilignes :

dv
dt
=g,vt + vkakv +Flkjvkvf

= 9,0l 4+ vk (akvi + Fikjvj)

Vi=1,2,3 yi=

En multipliant par la masse volumique et avec la déf. 3.4.1 p. 31 de la dérivée covariante :

Vi=1,2,3  pyl = pd vl + pvkV, 0!

za(gtvi)_ %¢+V (pvkvl) — viV (pvk)
_6(§tv)+v (pvkut) — [6 + Vi (pvk )]

Avec I’équation de continuité (4.5) p. 42 le dernier terme est nul :
Vi=1,2,3  py' =0 (pv')+ Vi (ovFvl)
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Remplagons dans les équations de la dynamique des milieux continus en coordonnées curvilignes
(6.22) page ci-contre :

Vi=1,2,3 6 (pv') + Vi (ovkv! + K1) = fi

Ces trois équations et celle de continuité déterminent la dynamique des milieux continus sous
I’action de forces de volume et de surface. Il reste & remplacer les t*% et les f% par des modeles de
forces.

6.5 Dynamique relativiste des milieux continus

Nous nous placons dans le référentiel inertiel R, momentanément au repos par rapport au milieu
continu (référentiel comobile), en un lieu et a un instant précis, c.-a-d. en un point d’univers
donné appelé évenement R). En ce point les composantes de la 3-vélocité du milieu dans le
référentiel R, sont nulles, en revanche les dérivées de ces composantes peuvent étre non nulles.
Nous choisissons un systeme de coordonnées rectangulaires.

En dynamique relativiste toutes les formes d’énergie apportent leur contribution au 4-vecteur 4-
impulsion. Or les énergies s’additionnent, nous devons donc raisonner en termes d’énergie. Dans
les équations de la dynamique classique des milieux continus (Cf. Vol. 2 Mécanique classique),
le 3-vecteur impulsion volumique non relativiste p ne contient que le terme de masse volumique
p (Cf. Vol. 2 Mécanique classique), auquel correspond 1’énergie de masse par unité de volume en
relativité. Multiplions la définition du 3-vecteur impulsion volumique non relativiste (Cf. Vol. 2
Mécanique classique) par ¢? pour faire apparaitre I’énergie de masse (on utilise la définition de
I’énergie au repos, E, = mc?) :

Vi=1,2,3 2p' = pc*v!

ou p est la masse volumique propre, celle mesurée dans le référentiel propre R. Pour former la
4-impulsion relativiste nous devons aussi prendre en compte I’énergie des contraintes mécanique.
En revanche, nous supposons 1’absence de champ électromagnétique.

Le travail par unité de temps de la force de contrainte est son produit scalaire euclidien par la
vitesse de 1’élément de matiére considéré. A partir de (6.18) p. 109 :

yFids = —utids;
Remarque 6.5.1

Les composantes covariante Uj sont nulles mais la substitution se fera a la fin. De méme que lorsque I’on écrit la relation fondamentale
de la dynamique Z F = d(mv)/dt la vitesse peut étre nulle sans que I’accélération le soit.

Au terme pc?v’ homogene 4 une énergie par unité de temps et de surface correspond le terme de
mémes dimensions vjt"/. La partie spatiale du 4-vecteur densité volumique d’impulsion relativiste
[,P] a alors pour composantes contravariantes :

) . A
Vi=1,2,3 P =pv‘—c—2thj
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Exemple 6.5.1 : Densité volumique d’impulsion relativiste

La pression p est homogene a une densité volumique d’énergie. En mécanique classique,
I’énergie infinitésimale contenue dans un volume élémentaire dv (volume infinitésimal
d’ordre un) de fluide parfait a la pression p a pour expression

dE = —pdv

Lorsque dv est positif le systeme fournit de 1’énergie mécanique au milieu extérieur, il
perd de I’énergie et dE est négatif, d’ou le signe négatif. Cette relation donne

Vi=1,2,3 dEvi=—pvidv
= —pgydv
= —tydv
En relativité, avec dm = pdv :
dE = pdvc? — pdv
Avec (6.19) p. 109 pour un fluide parfait, on obtient :
Vi=1,2,3 dEv! = (pc?vt — pvl)du

dEv
2

1
==<pv“—55pg”q)dv
i = ol — il
p - p C2 ]
Les composantes spatiales de la 4-impulsion [,p] sont nulles en Ry mais il n’en est pas de méme

de leurs dérivées. Les équations de la dynamique classique des milieux continus (6.21) p. 112
deviennent :

1
6t,o + al' (pUl - C_2 tl‘]Uj> =0
1 . . .
o (pvl -2 t”vj> + Otk = f1 Vi=1,2,3
En tenant compte de la nullité des v’ en B), v'9,0 = 0 et vjattij =0:
810 + PO’ — = ity =
tP + PO — S oty =0
1 . .
pA! — - 198, + Ot = I Vi=1,2,3
Introduisons la variable x° = ct dont la différentielle est dx° = cdt :
Bop + pAvt — = diiv, = 0
COpP T POV c2t Uj -

o1 o (6.23)
cpdout — < 1460y, + M = f1 Vi=1,2,3
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6.6 Forme tensorielle des équations du mouvement

Il s’agit d’écrire les équations de la dynamique relativiste des milieux continus (6.23) dans
I’espace-temps de la relativité, c.-a-d. sous forme de 4-vecteurs et de 4-tenseurs. Nous introduisons
le 4-tenseur d’univers symétrique T de composantes deux fois contravariantes T%® qui généralise
le tenseur des contraintes du § 6.4.3 p. 106. Dans le référentiel inertiel de repos instantané R, et
au point d’univers R), ce tenseur a pour composantes :

Vi,k=1,2,3 Tik = tik : Vi=1,2,3 Ti0 = 70i = 700 = ¢
(0 0 0 0]
0 tll t12 t13
T
0 t21 t22 t23
0 t31 t32 t33

Les indices latins varient de un a trois, les indices grecs de zéro a trois, I’indice zéro désignant la
composante temporelle. Nous introduisons également le 4-vecteur force d’univers par unité de
volume, qui a pour composantes dans R, en K, :

vioo¢i=f1 5 ¢°=0
%
9] j:
/]
ainsi que la 4-vitesse
Vi o oul=yu ; u® =ye

qui a pour composantes dans R en B) :
Vi ul=0 : u’ =c
Montrons que (6.23) page précédente s’ écrivent
Va=0,..,3  Vg(ouuf + T%) = ¢* (6.24)

Détaillons ces quatres relations :

Vi (ou'uf + TF) = ¢° {Vﬁ (puuf) + V, T + V(T = 0

{Vﬁ (ouluf + TF) = ¢ Vg (puitf) + VoT® + V, Tk = fi
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En coordonnées rectilignes :

3 (ou’uP) + 6, T°k + 6,T%° = 0
Og (pu'uf) + 8T + 8, T = 1 Vi=1,2,3

uOuPdsp + puPdgul + pudsuf + 8 T + 8,7 = 0
{uiuﬁaﬁp + puPdgul + puldguf + 8,T + 8, T = 1 Vi=1,2,3
Nous avons aussi les trois relations suivantes :
dguf = dyul + guk
uPdgo = u®dyp + u'd;p
uPdgul = uldpu’ + uldu'  Vi=1,2,3

Dans R, avec Vi ut =0, u® =g, d,u® = 0 (Cf. Vol. 5 Relativité restreinte), ces trois relations

deviennent :
aﬁuﬁ = gpuk

uPdgp = cdyp
uﬁaﬁui = cOyu' Vi=1,2,3
Remplacons :
c20pp + pcduX + 8, T°% 4+ 5,7 =0
u'cdop + puPdgul + puldguf +8,T + 8, T = f1 Vi=1,2,3
De nouveau avec Viut =0, u® =c:

c20pp + pcdul + 0, Tk +3,T°° = 0
pcdoul 4+ 0,T + 9, Tk = fI Vi=1,2,3

Par hypothese Vo T%° = 0 :

Ya=0,...,3 T“ﬁu,@ = T“OuO+T°‘juj
=0 (6.25)

Les tenseurs et vecteurs ayant une existence propre indépendante de tout référentiel, cette relation
vraie dans R, est vraie dans tout référentiel. Cette relation donne :

Va=0,..,3 T+ T%y; =0
T%c = —T%y;
Va,f =0,...,3 c0gT* = —05Ty;

Séparons les parties spatiale et temporelle :
O TH = =g, Ty, Va=k

= CaoTiO = —aoTqu Vl

O, T = -0, T%u;
Vo { k k 'j
CaoTOO = —a()TO‘]uJ = —u]aoTO‘] - Tojaou] = 0

CaoTaO = —aoTa‘jUj
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Avec ces relations (T est symétrique par hypothese) :
20 o;u' ! 0, Tru; =0
C"0pp + cpoju Ok =
1 . .
cpdou' — z TYdyu; + 0, Tk = ft Vi=1,2,3
Or, nous avons également (dans Ry, y = 1) :

{diui = yo;u' + v'd;y - {Giui = yo;ut - {aiui = ;v

aoui = )/aovi + viaoy Vi aoui = Vaovi Vi aoui = aovi Vi

Nous retrouvons (6.23) page 114, ce qui acheve la démonstration :
0 9;v! L 9;tu; =0
COpp + POV — Z Ol Y =

1 . .
cpdyv! — - U000 + Gt = 1 Vi=1,2,3

Les relations (6.24) page 115 s’écrivent :
Va=0,..,3  VgP* =¢* (6.26)

ou I’on a posé
déf
Vo, =0,..,3  P¥B = puuf + T8 (6.27)
Le tenseur symétrique P*# est le 4-tenseur énergie-impulsion du milieu continu considéré. Le
4-produit scalaire avec la 4-vitesse s’écrit, en utilisant (6.25) page ci-contre :
Va=0,..,3  P%ug=(ou*uf + T*)u,

= pu“uﬁul@

= ou®
Le tenseur énergie-impulsion peut étre vu comme une application linéaire ayant pour vecteur
propre le 4-vecteur vitesse et pour valeur propre correspondante la masse volumique p.
D’apres (6.19) p. 109, lorsque le milieu continu est un fluide parfait le tenseur énergie-impulsion
admet pour composantes :

Vl,k Tik — tik — _pnik : Vi TiO — TOi — TOO =0

Le signe négatif vient du choix de la métrique en convention de genre temps Vi, k ik = —1.
En tenant compte du fait que Vi u! = 0 = Vi, k uluF = 0 et u®u® = ¢2, dans un systéme de
coordonnées quelconque :

_ p
Taﬁ = —pgaﬁ + C_2 u“uﬁ
D’ou
_ _ p
Va,$ =0,...,3  P% = puuf — pg®h + 3 usuP

=(p+ C%) u®uf — pg*#
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7.1 Métrique de la relativité générale

En mécanique classique la gravitation est une force attractive entre les masses. Nous abandonnons
ici la notion de force gravitationnelle pour un modele ou les masses et distributions énergétiques
courbent I’espace-temps. Les systemes libres ainsi que la lumiere suivent les géodésiques de
I’espace-temps.

L’univers est représenté par une variété riemannienne V, a quatre dimensions, de métrique
ds® = g, dx*dx” (7.1)
de signature (+ — ——) ou (— + ++). En particulier I’équation
ds’=0

définit en chaque point de la variété ¥, un hypercone €lémentaire de lumiere (cf. Tome 4). Les g,,,,
sont des fonctions des coordonnées x*, dont les dérivées déterminent les symboles de Christoffel
qui apparaissent dans les équations des géodésiques. Ils définissent donc compleétement les
géodésiques de ce systeme de coordonnées, donc la gravitation, ¢’est pourquoi on les appelle
potentiels gravitationnels de ce systeme. Par analogie avec la définition d’un potentiel scalaire
(Cf. Vol. 2 Mécanique classique), le tenseur métrique G est un « potentiel tenseur » . Dans



I’espace-temps de dimension n = 4 les composantes g, sont au nombre de seize (4 X 4), mais
seules dix sont indépendantes (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) :

nn+1)/2=10
Le probleme consiste en la détermination de ces dix potentiels gravitationnels.

L’espace-temps plat pseudo-euclidien de la relativité restreinte est osculateur a 1’espace-temps
courbe pseudo-riemannien de la relativité générale. Quelle que soit I’intensité du champ gravita-
tionnel, un observateur inertiel se déplace sur une géodésique de I’espace-temps de la relativité
générale, dans I’espace pseudo-euclidien de raccordement de la relativité restreinte.

7.2 Champ gravitationnel faible

Une faible courbure de I’espace-temps doit redonner la théorie de la gravitation newtonienne pour
des vitesses petites devant la vitesse limite. En coordonnées galiléennes, un champ gravitationnel
faible s’écrit de la forme :

Yu,»=0,...,3 g =N + hyy

ou 7, est le tenseur métrique de I’espace plat pseudo-euclidien dans M, et h,, est le tenseur
symétrique

[huV] =

tel que
Yu,v hyy =~ 0
On suppose également que la métrique est stationnaire (constante dans le temps) :

Vi, v aOg,mz =0

La ligne d’univers d’un mobile en chute libre dans ce champ gravitationnel est une géodésique
dont I’équation est donnée par (1.2) page 4,
d?xt , dxHdx?
4 y——— =
dr2 K dr dr
Le parametre est ici le temps propre 7 du mobile. Le parametre étant quelconque, nous pouvons
également prendre le temps coordonnée x° = ct (ou temps impropre) d’un référentiel quelconque.
Habituellement on prend un référentiel dans 1’espace profond, loin de toute masse-énergie. Le
mobile est supposé non relativiste, son 3-vecteur vitesse est petit devant la vitesse limite c :
, dxt
Vi=1,2,3 — <L
dt
dx! <« cdt

dx! <« dx°
dx' _dxf
dr dr

VA=0,...,

w
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En faisant cette approximation puis en remplagant x° par ct :

2t 5 dx®dx®

Vi gt grar ®
d2xA de\?
= o (E) ~0 (7.2)

Ecrivons les symboles de Christoffel de 2¢ espece en fonction des potentiels gravitationnels selon
(2.14) page 19. Dans la relation qui suit, les deux premiers termes du membre de droite sont nuls
car le systeme de coordonnées est stationnaire :

A 1.2
va I = 58 x (ng,O + 8ox,0 — goo,x)
L]
=38 *800,x
Faisons I’approximation du premier ordre

g/lx ~ 77/17<

De plus
800,x = hoo,x

car les composantes du tenseur métrique 7),,,, de M sont des constantes :

\Z I /100 ~ —‘U/lkhoo x

(7.2) devient :

d2xt 2 de\?
\7 i ~ ?17’1"1400’,C (—)

« la premiére relation, pour A = 0, donne pour la partie temporelle :

d*x® ¢ . dr\?
~ hoo x

dr? N?n dr

Seule 1700 est non nulle donc ¥ = 0, et le systtme de coordonnées étant stationnaire
hoo,0 = &oo,0 =0

2x° 2 de\?
dz2 ~?77 hoo,o(a)

~0

Soit « une constante :
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« les trois relations suivantes donnent pour la partie spatiale :

: d2x! 2 . dr\?
Vi = 1,2,3 dz2 ~ ?7)”]’100,]'( )

dr
Pour une signature (4 — ——) de M (noté R'3) nous avons n/ = —5U :
. d3xd c dr)?
Vi gz R 7 9 hoo, (E)
d?x 2 (dt)?
P ~ —E (a) grad (hoo)
d?x c?
o? ol a? grad (hy,)

A grad (hy)

Comparons avec I’équation de Newton d’un mobile dans un champ gravitationnel. Soient m, la
masse grave et m; la masse inerte de ce mobile :

f =mgg
d2x —
m; 7 = —Mmggrad(¢)
Nous avons alors .
© orad(h ™% grad
—5 grad(ho) » o, 8@ (¢)

En posant 1’égalité entre masse grave et masse inerte :

2¢

hoo ® —
00 c2

Par conséquent, dans la limite des champs gravitationnels faibles :

2
8oo ® 1+ c_f (7.3)

ou ¢ est négatif (Cf. Vol. 2 Mécanique classique).

Cette derniere relation peut €tre obtenue grace au principe de moindre action. En mécanique
classique, le lagrangien d’un systéme dans un champ gravitationnel de potentiel ¢ s’écrit

1
L=-mv>—m
5 g¢
En relativité restreinte (cf. Tome 4) :

v2
2
1—C—2—mg¢

L = —m;C
A faible vitesse nous avons :

1
L~ —mc? + Emivz — mg¢
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On remarque que si I’on supprime le terme constant m;c? du lagrangien (ce qui est toujours
loisible de faire) on retrouve bien le lagrangien non relativiste. L’action s’écrit :

8=/Ldt
2
z—mc/(c—v—+£)dt
2c ¢

ou I’on a posé 1’égalité entre masse inerte et masse grave :

2
dsz(c—v—+£)dt
2c ¢

v\’ $\’ v\ ¢
C2+(%) —U2+<E) +2<C—£) zldtz

~ {c2+v2[(4v—;>—1] +2¢[1—2—§+ %]}dtz

On approxime respectivement a moins un et un les termes entre crochets :

ds? ~

ds? ~ (¢* + 2¢p — v?) dr?
~ (1 + zc—f) (cdt)? — dr?
= gpdxHdx”
= goo(dx®)? — g;;(dx')?

si bien que

2¢

8oo 1+ —

Exemple 7.2.1 : Ecart a un espace plat, pour la Terre et pour le Soleil

Calculons quelques valeurs de la correction a apporter a la composante temporelle du
tenseur métrique en présence d’un champ gravitationnel. A partir de ’expression du
potentiel de champ gravitationnel ¢ (Cf. Vol. 2 Mécanique classique) :

2¢  —2GM

2 re?
ou la vitesse limite vaut exactement ¢ = 299 792 458 m/s, et la constante gravitationnelle
a pour valeur G = 6,674 30 x 101! m3/kg/s?.
Prenons la Terre qui a pour masse Mg = 5,973 6 X 10%* kg et pour rayon moyen rg =
6 371 km. A sa surface, la correction est de :

—2G9My  —2x%6,67430x 10711 x 5973 6 x 10%*
rez2 6 371 X 103 X 299 792 4582
=—-1,392 59 x 10~°

Prenons le Soleil qui a pour masse Mg = 1,989 X 103? kg et pour rayon ry = 696 342 km.
A sa surface, la correction est de :
—2GMgy  —2%6,67430 x 1071 x 1,989 x 10%°
rez 696 342 X 103 X 299 792 4582
= —4,24235x 107
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Ces valeurs petites devant 1’unité n’invalident pas 1’approximation d’un champ gravitation-
nel faible (elles ne le valident pas non plus).

Remarque 7.2.1

On ne peut démontrer ce que I’on a posé en hypothese, par exemple que le champ gravitationnel est faible. Tout ce que I’on
peut faire est de montrer que le raisonnement est cohérent, en vérifiant que les valeurs sont effectivement petites devant 1’unité,
apres 1”avoir supposé. Si ce n’était pas le cas ’hypothese serait fausse, mais comme c’est le cas on ne peut pas conclure. Il se
pourrait que le raisonnement en supposant que le champ gravitationnel est fort donne des valeurs grandes devant 1’unité, et
donc soit cohérent lui aussi.

7.3 Ecoulement du temps dans un champ gravitationnel

Un horloger et son horloge sont fixes dans le champ gravitationnel terrestre. Cet horloger ne peut
observer la dilatation du temps en comparant I’intervalle de temps de 1’horloge avec celui donné
par le constructeur de 1’horloge, puisque le champ gravitationnel affecte le temps et non 1’horloge
elle-méme. L’horloger n’a pas conscience de la dilatation du temps, son horloge fonctionne de
maniere nominale. Ainsi, le carré de I'intervalle entre les deux événements que sont le tic et le
tac de I’horloge marque le temps propre de I’horloger :

ds? = c2dr?

Un observateur dans un champ gravitationnel de méme intensité, et sans vitesse relative avec
I’horloger, mesure le méme écoulement du temps que 1’horloger, leurs horloges sont synchrones.

En revanche, un observateur inertiel dans I’espace profond loin de toute masse-énergie créant un
champ gravitationnel, ou en chute libre dans un champ gravitationnel, peut observer la déformation
de I’espace-temps due a la présence de la Terre.

Dans son systeme de coordonnées (x*), le carré de I’intervalle entre le tic et le tac de 1’horloge
est donné par :

ds'? = g, dxHdx”

L’intervalle entre deux éveénements est un invariant. Les carrés des intervalles dans les deux
référentiels (dans les deux systemes de coordonnées) sont égaux :

c2dr® = g, dx*dx”
o (Y g, i
dx0) T 5# qx0 dx0

t = x%/c est le temps propre de I’observateur galiléen, et u# sa 4-vitesse dans le référentiel
terrestre de 1’horloger :

(6] =g,
= 8w Tdr cadr

dr\?
?() =g
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Si le 3-vecteur vitesse spatiale u' de I’observateur galiléen est nul dans le référentiel terrestre :

2dT2 0,,0
C a = 8gooUU U

ou ggo est le coeflicient temporel de la métrique au niveau de ’horloge. En utilisant (7.3) page 122
comme approximation d’un champ gravitationnel faible, nous obtenons dz en fonction de dt :

1/2
dr ~ (1 + %) dt
c

~ (1 + %) dt (7.5)

Remarque 7.3.1

Le potentiel gravitationnel ¢ étant négatif, on peut aussi écrire :
dr ~ <1 - |i;|) dt
c

Si I’horloge s’approche d’un objet massif, ¢ augmente en valeur absolue. On observe que le
temps propre de 1’horloge ralenti.

Remarque 7.3.2

On remarque que la masse méme de 1’horloge affecte son temps propre.

De méme, nous obtenons d¢ en fonction de dr :

-1/2
dt ~ (1 + %) dr
c
¢
c2

~(1- %)

Le potentiel gravitationnel ¢ étant négatif, on peut aussi écrire :

Remarque 7.3.3

Pour un intervalle de temps fini
AT = /'V gOO dt

D’apres cette derniere relation, notre choix de signature de métrique implique
800 > 0
Lorsque le champ gravitationnel est constant dans le temps

AT = gooAt
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7.4 Décalage gravitationnel vers le rouge

Soit un atome en un point d’un champ gravitationnel, de fréquence propre

Y
07 dt,
Grace a (7.5) page précédente, nous avons :
o 0N
07 dt,
_dN dt
—dr dt

zv(l—%)

En un point A ou régne un champ gravitationnel de potentiel ¢4, la fréquence d’un atome vaut :

A zv<1—¢—A>

c2

En un point B ou régne un champ gravitationnel de potentiel ¢p, elle vaut :

N $a P  Pads
Flt et a T
- 4 — ¢5
NVOA(1+C—2

Exemple 7.4.1 : Mesure terrestre de la fréquence de la lumiere émise par le Soleil

Sur Terre on mesure la fréquence de la lumiere émise par le Soleil :

¢® - ¢6
VOEB ~ VOO (1 — 0—2)
GM,
~ VOO (1 — c2R >
Yo — Yo _  GMg
Y06 2R,

126



Constante gravitationnelle : G ~ 6,674 28 x 10~ Nm?/kg?
Vitesse de la lumiere : ¢ = 299 792 458 m/s

Masse du Soleil : Mg ~ 1,988 5 X 1030 kg

Rayon moyen du Soleil : Ry =~ 696 342 X 10° m

A
2V N —2x10°6
Yoo

Les raies spectrales d’émission des atomes venant du Soleil et observées depuis la Terre
sont décalées vers les basses fréquences (vers le rouge) par rapport aux raies spectrales
d’émission de mémes atomes situés sur la Terre.

Exemple 7.4.2 : Décalage gravitationnel de la fréquence de la lumiere

On considere un photon émis verticalement vers le haut, depuis un point A de la surface
terrestre, vers un point B a une hauteur H au-dessus du point A. On note M la masse de la
Terre et R son rayon :

1 /GM GM
VOBNVOA[l_c_2<T_R+H>]

~ a1 - 2 ()
~ 04 Rc2 \R+H

On fait la nouvelle approximation R + H =~ R :

GMH
i % 0 (1= )
Yop —Yoa _ —GMH
YA R2¢2
c2

~
~

ou est le champ de pesanteur a la surface de la Terre (supposé constant jusqu’a la hauteur
H). En B la fréquence du photon est décalée vers le rouge.

Accélération de la pesanteur 2 la surface de la Terre a Paris : g ~ 9,81 m/s?

Vitesse de la lumiere : ¢ = 299 792 458 m/s

Hauteur : H = 20 m

A
7” ~ 2,18 X 10715

7.5 Métrique d’un champ gravitationnel

Contrairement a la relativité restreinte, en relativité générale on ne peut définir I’élément de
distance spatiale en posant dx° = 0, car d’aprés (7.4), dans un champ gravitationnel le temps
propre est fonction de x° par I’intermédiaire de g, lui méme fonction du lieu. On procéde alors
de la fagon suivante : d’un point B de coordonnées spatiales x! + dx* on emet un rayon lumineux
vers un point A de coordonnées spatiales X', qui réfléchit le rayon vers le point B. Le temps
mesuré en B multiplié€ par c est égal au double de la distance AB. L’intervalle d’univers entre

127



I’événement émission du rayon en B et I’événement réception du rayon en B s’écrit :
ds? = gy, dx*dx#
En séparant les coordonnées spatiales et temporelles :
ds? = g;; dx'dx) + 2gp;dxOdx! + goo(dxP)?
En supposant que la lumiere se propage a la vitesse limite, ’intervalle est nul :
g dxldxd + 2go;dx0dx’ + goo(dx®)? =0

Cherchons pour quelles valeurs de dx° cette équation est vérifiée. Le discrimant réduit de cette
équation du second degré en dx° s’écrit :

A =b"?—ac

= g§;(dx")? — goog;; dx'dx/
Les deux racines de I’équations sont :
dx% = (=b' £V4")/a
= (—gm‘dxi + \/8gi(dxi)2 — 8008ij dxidxj) /800

En remplacant gq;dx’ par g, dx/ :
J

dx? = (_gOidxi + \/gOingdxidxj — 8008ij dxidxj) /800

= [—80idxi + \/(goigoj - 8008ij)dxidxj] /800

x% + dx? est la coordonnées temporelle de I’événement émission du signal, et x° + dx9 est la
coordonnées temporelle de I’évenement réception du signal. « L’intervalle de temps » entre les
deux évenements s’écrit :

2 .
dx§ —dx? = 5\/(‘%180]' — 8o0&ij)dxidx/
Avec (7.4) page 125 nous avons I’intervalle de temps propre :

dr = 4/gpo(dxq — dx%)/c

que I’on multiplie par ¢/2 pour avoir la distance spatiale :

1 —
= ﬁ\/(gm‘go]‘ — go0&ij)dxidx/

1 . .

di* = —(gOing - gOOgij)dxldx]
8oo

_ (80i80j _

S

= 7;;dx'dx/ (7.6)

g; j) dxtdx/
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Vi, j

Vij =

80i80; — g
8oo Y

est la métrique tridimensionnelle de 1’espace exprimée en fonction de celle quadridimensionnelle
de I’espace-temps. En général les g;,, dépendent de x? de sorte que la métrique spatiale dépend
du temps. Dans ce cas on ne peut intégrer dl car sa valeur dépend de la ligne d’univers choisie
entre les deux évenements. En relativité générale la notion de distance perd donc sa signification,
sauf lorsque les g3, ne dépendent pas du temps.

Remarque 7.5.1

Lorsque le champ gravitationnel tend vers zéro, 1’espace-temps devient celui pseudo-euclidien de la relativité restreinte avec les go;

nuls et §go = 1. Nous retrouvons alors
Vi, j

Le signe négatif est di au choix de la signature de la métrique.

Avec le dual du tenseur métrique (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) :

VA, u

Yij = —8ij

g/lvgvu = 5ﬁ

vraie lorsque les parametres A et u prennent les valeurs 0, 1,2, 3 est aussi vraie lorsque les

parametres ne prennent que les valeurs 1,2, 3 :

vi,j  g¥g;=¢ e

Vi,j  g*gj+ 880 =

Elle est également vraie lorsqu’au moins un parametre est nul

0 — <0 .
{g”gvj—f%- Vj -

gV =8y Vi

g%g;+8%go; =0  Vj#0
& g%go + g°
g% g0 + g%

Vi g*gro +8°800 =0

Reprenons (7.7) de la présente page

Ogoo =1
80=0  Vi#0

{go"gk i +8%80; =8
g% gro + 80800 = 8}

= Vi

Vi,j  g*g;+ 880 =6

g er; -
gk (gk j
Avec le dual du tenseur métrique :
Vj, k
et
Vj, k

8% gko ;
= i
800 8oj J
8ko8oj ;
- Bty
00 .
—g*p; =8
YVij = —8kj
yki = _gki

i=j=0

Vi

(7.7)
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Le tenseur tridimensionnel —g; ; est le tenseur métrique de la métrique (7.6) page 128.

Pour synchroniser deux horloges aux points A et B précédents, nous utilisons également des
signaux lumineux. L’instant x° au point A est simultané a I’instant au point B milieu de I’aller-
retour :

1 | —8oidx’ + \/(gOing — 8o0&ij)dxidx
2 800

% (dx% +dx%) =

—goidx’ — \/(g()igo]' — 8o00&ij)dx'dxJ
800

+

_ goidx’
8oo

Ainsi, I’instant x° au point A est simultané avec I’instant —g,;dx!/g,, au point B. Cette relation
permet de synchroniser les horloges dans un volume infinitésimal autour du point B. En procédant
de proche en proche on peut synchroniser des horloges le long d’une ligne ouverte, mais pas
le long d’un contour fermé. En effet, apres avoir fait le tour du contour, on se trouve avec une
valeur de —g,;dx!/g,, différente de zéro. La synchronisation des horloges dans tout I’espace est a
fortiori impossible, a I’exception des référentiels dans lesquels Vi g; = 0. Cette impossibilité de
synchroniser toutes les horloges dans tout I’espace n’est pas une propriété de 1’espace-temps, elle
est liée au choix du référentiel. Dans tout champ gravitationnel il est toujours possible de choisir
un référentiel tel que les quantités g,; soient nulles, ce qui rend possible la synchronisation de
toutes les horloges.

En relativité restreinte le cours du temps est différent pour deux horloges animées d’un mouvement
relatif. En relativité générale s’ajoute le fait que le temps s’écoule différemment en différents
points de I’espace d’un référentiel donné. Si deux évenements E; et E, ont lieu en un point A et
sont simultanés avec respectivement les deux événements E; et E; en un point B, I’intervalle de
temps propre entre E; et E, sera en général différent de I’intervalle de temps propre entre E; et
Puisque nous avons supposé dx® = dx{, la relation précédente s’écrit aussi
g% (dx% +dx?) + goidx’ =0
800dx® + goidxt =0

go,ldx’1 =0
de =0

La différentielle covariante dx, doit donc étre nulle.
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7.6 Lien potentiel gravitationnel et quadritenseur énergie-impulsion
Prenons le laplacien du potentiel gravitationnel g, en champ faible et pour v <« ¢ :
2¢
2
= 2 A

Avec I’équation de Poisson (Cf. Vol. 2 Mécanique classique) :

Or avec la définition du tenseur énergie-impulsion (cf. Tome 4) :
POO — pC2

En coordonnées galiléennes réduites avec la notation indicielle (Cf. Vol. 5 Relativité restreinte),
avec la signature (+ — ——), P%° = R :

8
Agoo = %493)0 (7.8)
7.7 Trajectoire d’un mobile dans un champ gravitationnel

Nous cherchons 1’équation de la trajectoire d’un mobile libre de masse m dans un champ gra-
vitationnel. Nous reprenons le principe de moindre action en relativité restreinte (Cf. Vol. 5
Relativité restreinte) dans lequel la présence d’un champ gravitationnel est prise en compte dans
I’expression de la métrique ds :

B
5/ ds=0
A
B
/ dds =0
A

A partir de (7.1) page 119 :

ds* = g, dx*dx”
8ds? = 8g,,dxHdx” + g, ddxHdx” + g, dx*Sdx”
2dséds = &gy, dxHdx” + 2g,,,dxHEdx”
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u U v
5ds=( dx* dx? dx* ddx )ds

08 35 ds ds +g"“’$ ds

dx#* dx¥ d dx* . )y d dxH\ o,
[ e s as + s (B 0) ~ g (80 G ) 5% ]ds
_ dx* dx”* d dx* d dx* _
/5ds /[ 08ur —— 5 ds —d—s<g S)éx]ds+/d—s(gw,d—séx)ds
Le dernier membre est nul car §x”(A) = §x¥(B) =0 :
_ 1 g/xv o dx# dx” d dx*
/5ds /[260 ds ds &(g )5x]

1 08y dx* dx” agﬂa dx? dx# I
2 dx° ds ds dxA ds ds Suo 352

) 6x%ds
Or,

OB @ dx
oxAt ds ds

Vo =0,...,3 9x* ds ds dxAt ds ds

98uc dx? dx* 0dg,, dx* dx”
ox¥ ds ds ox# ds ds

(ag,ua dx* dx*  08uo dx* dx“)

1
2
1
2

58;17; aguo agw dx* dxV dzx“ c
/5d /[ (axo T 6x:”> ds ds  5MoTgg ]5" ds
On utilise les symboles de Christoffel de 1™ espece, relation (2.13) page 19,
dx* dx? d2x#
/5ds—/( o gy ds  8H0 g2 )5x0ds
puis les symboles de Christoffel de 2¢ espece, relation (2.5) page 16 :
dx# dx¥ d?xH
— A
/6dS = —/(go/ll“ 'WK E +g/xa ds2 )5deS
dx# dx d?x*
— A
= — / (gaAF 'MVK K + 81c W) 0x%ds
dx# dx”  d*x*
— A ol
= /gg,1<FW 5 a5 T a2 )5x ds

La variation de 1’action étant nulle pour des variations arbitraires des coordonnées 6x°, nous
retrouvons 1’équation (1.2) page 4 d’une géodésique :

d2x* ;  dxHdx?

VAZO,,3 W'}'F“VKE:

Nous pouvons obtenir ce résultat par un raisonnement beaucoup plus direct. En relativité restreinte
un mobile est libre si sa 4-accélération est nulle (Cf. Vol. 5 Relativité restreinte) :

duy

VA I

=0
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En relativité générale le champ gravitationnel courbe 1’espace-temps, ce qui revient a prendre un
systeme de coordonnées curviligne. La dérivée ordinaire est remplacée par une dérivée absolue :

Dut
dut 4+ T Aﬂvu“dx” 3
ds B

d2x*, dxFdx”

a2 TUw gy a T (7.9)

C’est I’équation de la trajectoire d’un mobile libre dans un champ gravitationnel.

7.8 Les équations du champ gravitationnel

7.8.1 Cas intérieur

Nous cherchons a établir une relation entre champ gravitationnel et matiere qui généralise les
équations de Poisson et de Laplace (Cf. Vol. 2 Mécanique classique). Ces équations différentielles
déterminent localement le potentiel newtonien dans les cas intérieur et extérieur a la distribution
de matiere. Nous cherchons cette relation sous une forme covariante générale, c.-a-d. tensorielle.
Commencgons par I’équation du champ en dehors de la matiere (cas extérieur). Supposons que le
tenseur de courbure de Riemann-Christoffel (§ 5.4.4 page 74) soit nul

YA, u,v,0 Ruvic =0

Dans ce cas, on peut toujours effectuer un changement de coordonnées pour rendre constants les
potentiels gravitationnels g, et nuls les symboles de Christoffel. Les géodésiques sont alors des
lignes droites dans 1’espace-temps et dans I’espace. C’est I’espace-temps plat pseudo-euclidien
de la relativité restreinte, sans courbure ni gravitation. Par exemple, dans notre systeme solaire, a
I’extérieur de la matiere du Soleil et des planetes, ces dernieres se déplaceraient en ligne droite a
vitesse constante. On rejete donc cette hypothese.

Supposons que le tenseur de courbure de Ricci (§ 5.4.9 page 87) soit nul :
Vu,o Ry =0 (7.10)

Cette hypothese est moins contraignante car on peut avoir R, 35 # 0 bien que le tenseur de Ricci
soit nul. Cette relation conduit a des équations aux dérivées partielles du second ordre pour les
potentiels gravitationnels (autrement dit contenant les potentiels gravitationnels ainsi que leurs
dérivées premicres et secondes), dans lesquelles les dérivées secondes interviennent linéairement.
En cela elle ressemble a 1’équation de Laplace A¢ = 0 (Cf. Vol. 2 Mécanique classique). Nous
conservons cette hypothese.

Cherchons maintenant les équations a I’intérieur de la matiere sous la forme d’une égalité entre
tenseurs de I’espace-temps,

Vi, v Suy = XQuy
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ou d’apres (7.8) page 131 :
87§
Vi, v S;w = C_4 Q,uv
Le tenseur Q,, est le tenseur €nergie-impulsion total des distributions de matiere et d’énergie.
Il décrit en chaque point d’univers la distribution de matiere et d’énergie (cas intérieur). Dans
les régions vides de maticre et d’énergie (cas extérieur) il est identiquement nul et nous devons
retrouver (7.10) page précédente, donc S, = R, Le tenseur Qy,, étant d’ordre deux, le tenseur
Sy est aussi d’ordre deux.

Dans I’hypothese d’un milieu continu avec interactions électromagnétiques nous avons
Vu,v Quv = B + My,

ou B, est le tenseur énergie-impulsion du milieu continu (déf. (6.27) p. 117) et My, est le tenseur
énergie-impulsion du champ électromagnétique. B, et My, €tant symétriques, Qy,,, I’est aussi.
Par conséquent le tenseur que nous cherchons S, est aussi symétrique. La gravitation n’étant
pas modélisée par une force, les f* sont nulles et (6.26) p. 117 deviennent :

Yu,v V., PH =

La divergence du tenseur énergie-impulsion du milieu continu est nulle car il se conserve
(Cf. Vol. 5 Relativité restreinte), ainsi que celle de Q,,,, qui généralise B,

Yu,v V, Q" =0

IIs sont dits conservatifs. Cette étude valable en relativité restreinte est valable localement pour
I’espace-temps de la relativité générale en prenant une métrique pseudo-euclidienne osculatrice
a V. Par conséquent S, est aussi de divergence nulle :

Yu,v V,S*¥ =0

S,y est un tenseur purement géométrique ne dépendant que de la métrique, c.-a-d. des potentiels
gravitationnels et de leurs dérivées (par rapport aux coordonnées). Si on utilise le tenseur métrique
et uniquement ses dérivées premieres, alors aucun nouveau tenseur ne peut €tre construit. En effet,
en chaque point on peut trouver un systeme de coordonnées (géodésiques) dans lequel les dérivées
premieres du tenseur métrique sont nulles. Le tenseur cherché est alors égale au tenseur métrique
lui-méme, ou 2 son inverse, ou 2 €% kl/\/g (ou €t kl est e tenseur d’antisymétrie), etc. Cette
égalité entre tenseur étant vraie dans un systeme de coordonnées, elle est vraie dans tout systeme
de coordonnées. Nous utilisons donc le tenseur métrique ainsi que ses dérivées premieres et
secondes. Le tenseur de courbure de Ricci dépend des potentiels gravitationnels et est symétrique
d’ordre deux mais n’est pas de divergence nulle, en revanche le tenseur d’Einstein (5.26) page 91
est symétrique d’ordre deux, conservatif et dépendant des potentiels gravitationnels.

Elie Cartan a montré que de facon générale les tenseurs satisfaisant aux conditions précédentes
sont donnés par

1
V,L{,V S,UV = [R/.[V - ng(R + 5)]

ou a et 3 sont des constantes, R v €St le tenseur de courbure de Ricci, R est sa courbure rieman-
nienne scalaire. Nous obtenons :

1
Vi, v Ry — Eguv(R +p) = )(Q,uv
1
R,uv - ERg,uv + Ag/xv = XQ,uv
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ol I’on supprime la constante o puisqu’il y a déja la constante y. La constante A = —%6 est
appelée constante cosmologique. Sauf dans certaines études cosmologiques tres spéciales, on
n’envisage en théorie relativiste de la gravitation que le cas A = 0. Nous avons alors les équations
du champ gravitationnel :

1 87§

Vi, v R,uv - Eg;wR = e Q;w (7.11)

7.8.2 Cas extérieur

Les équations du champ gravitationnel libre, c.-a-d. a I’extérieur des masses qui I’engendrent
s’écrivent :

1
Yu,v Ry — ng,R =0

En passant en composantes mixtes :
1
Vv, v gVMR/,w - Egv'ug/,wR = )(gVMQ/,w
R} — - 8YR = xQ3

ou I’on utilise la notation des tenseurs symétriques (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique). En contractant
les indices v et v, .
YW Ry—- &R =xQy

D’apres la déf. (5.4.5) page 89 de la courbure scalaire :
R, =R
De méme la contraction suivante est appelée scalaire de Laue :
Q=0
Avec 6, = 4 dans un espace a 4 dimensions (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique), on a alors :

R—2R = xQ
R=-xQ

Cette dernicre relation permet d’écrire les équations équivalentes a (7.11) de la présente page :

@ (Q/,w - é&qu)

Vu,v Ry, = =

Dans un espace vide Q,,,, = 0, nous retrouvons (7.10) page 133 :

Yu,v Ry =0 (7.12)

Comme nous I’avons déja mentionné, cela ne signifie pas que 1’espace-temps vide de matiere et
d’énergie soit plat (il est déformé par de la matiere ou de 1’énergie « plus loin » ), car pour cela il
faudrait que le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel soit nul, c.-a-d. les conditions plus
restrictives R,15 = 0.
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PRINCIPE DE MOINDRE ACTION EN RELATIVITE
GENERALE

8.1 Cas extérieur

Le principe de moindre action est la méthode historique utilisée par David Hilbert pour établir
les équations du champ gravitationnel. Par analogie avec le principe de moindre action qui
donne les équations de la dynamique classique, nous supposons que les équations du champ
gravitationnel a I’extérieur des masses et de I’énergie qui 1I’engendrent, dérivent (sont issues)
d’un principe de moindre action. Il s’agit de trouver I’action Sy du champ gravitationnel comme
fonction des potentiels gravitationnels g,,,, invariante par changement de coordonnées pour
assurer I’invariance des équations du champ gravitationnel, puis de poser I’hypothese que la
variation de cette action est nulle lors d’une variation des potentiels gravitationnels :

Pour trouver I’expression de Sg, partons de I’invariance de I’hypervolume par changement de
coordonnées, (5.6) page 50 :

VigldQ = +/]g/|de’
/Lg\/@dg = /L'g\/|g’|d.(2’

ou le lagrangien du champ gravitationnel £ est un scalaire, donc un invariant. Le déterminant g
étant négatif (Cf. Vol. 5 Relativité restreinte), nous avons la forme de I’action cherchée :

8g = K/Lg\/—_gdﬂ

ol x est une constante. Il s’agit a présent de trouver I’expression du lagrangien L. Par analogie
avec I’équation de Laplace du potentiel du champ gravitationnel dans le cas extérieur A¢ = 0
(Cf. Vol. 2 Mécanique classique), nous cherchons les équations du champ gravitationnel sous
forme d’équations différentielles du second ordre par rapport aux potentiels gravitationnels g, .
Autrement dit £ doit €tre du premier ordre car on prend sa variation. Il n’existe pas de scalaire



formé a partir des g, et de leurs dérivées premieres 0; g, (ou des symboles de Christoffel).
Ces derniers peuvent toujours €tre annulés en un point en prenant un systeme de coordonnées
localement géodésique en ce point. En revanche, le scalaire de courbure riemannienne R, ainsi
que aR + S ou a et § sont des constantes, contiennent les dérivées secondes des g, de maniere
linéaire, ce qui fait qu’elles disparaissent lors de la variation. Dans un premier temps on suppose
que le lagrangien est la courbure scalaire. Avec la définition de la courbure scalaire R 5.4.5
page 89 :

Sg = K/\/—ng.Q
88q = K/ci(\/—gg“”Rw,) dQ
Lss, = / R 18\ —8 + B Rud8"” + /g 80R 0d02

= / gH"R,64[—g dQ + / \—8R,,68"7dQ + / \/—g8""6R A0

« Calculons la premiére intégrale grice a dg = gg'/dg; j (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) qui

donne &g :
—5g
0—8g=—"2=
2\/—_g
S—TY)
Or

g'm}g/,w =4
6 (g'w}g,uv) =0
g,uvagw} = _g,uvagw)

Nous avons alors

N-g=— g_g 808"

/g‘“’R,w,é\/—ng = /Rc%/—gd[)
1
-1 / G Ry E 624740

« Calculons la troisieme intégrale en nous plagant dans un systeme de coordonnées localement
géodésiques. Le tenseur de courbure de Ricci (déf. 5.4.4 page 87) se simplifie. Les symboles
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de Christoffel sont nuls, mais pas leur dérivée :
Vo =0,..,3  Ryo =03, — 05l + eIy, —I%) I,
= 0l — 9.,
= (835, — 05Ty, 2)
= 8,81, — 9,6T%,,
= D8I, — D61,

car lorsque les symboles de Christoffel sont nuls, la dérivée covariante se réduit a la dérivée
partielle ordinaire. C’est une équation tensorielle, donc valable dans tous systeme de
coordonnées, pas seulement localement géodésique.

g"oR,, = g* (D8I, — D, )
= gh"D;81%,, — g#D, 8T,

La dérivation covariante du tenseur métrique étant nulle :

g"'6Ry, = Dy (8"76I',,,) — D (g“”é]“ l/lu)
= D; (8""8I,,) — Dz (84481 ™)
= D, (g"ért,, — ghérv,,)

Reprenons le théoreme de la divergence :

#ﬁ’- nds= /// divu dv
S %

- — . . . 2 L

U - 0 et div U sont des scalaires et ’intégrale de surface et celle de volume ne dépendent
pas du systeme de coordonnées, par conséquent ce théoreme est une égalité entre deux
scalaires, donc une relation tensorielle vraie dans tout systeme de coordonnées :

#uini ds = // dul dv 8.1)
s v

Avec H?=1 dx! < dQ, remplagons ds par y/|g| do et dv par 4/|g| dQ :

ﬂ\/@uinidaz// Vgl d;ul d2
S Vv

ona:
/ \/—g8""6R,,dQ = / \—gD; (gsr?,, — g*teér?,,)de
= gﬁq —g (g“”61“’1w - g/"’lél“”w) doy
=0

Cette intégrale est nulle car calculée sur I’hypersurface délimitant I’hypervolume d’intégra-
tion sur laquelle les variations du champ sont nulles conformément au principe de moindre
action.
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Nous avons alors :

%&Sg = —% /gw,R\/—géngQ + /\/—ng,éngQ
38 =K/<R gw, )\/ gdg"’dQ

Les variations 6g#” étant arbitraires, on en déduit les équations du champ gravitationnel dans le
cas extérieur :

Vv =0,.03 Ry — 28R =0
Suy =0

Chaque composante du tenseur S, est nulle, ce qui donne 16 relations. Nous avons vu que
par symétrie des tenseurs R, et g,,,, le tenseur S est symétrique. Par conséquent, parmi les 16
composantes de ce tenseur, seules 10 sont distinctes et ne restent que 10 relations indépendantes
(par exemple la relation Sy, = 0 est équivalente a la relation S, = 0). La nullité de la divergence
du tenseur d’Einstein (5.25) page 91 donne :

1
VAv=0,..,3  g'%R,, — . g R =0
R — %5{}R =0
Yw=0,..,3 V,1<R’1V - %5{}1{) =

Ces quatre relations lient les dix composantes de S,,,, restantes, il n’y a donc que six relations
distinctes, qui correspondent aux six composantes indépendantes du tenseur métrique.

8.2 Lagrangien du champ gravitationnel

Nous allons voir que le lagrangien a une expression plus simple que la courbure scalaire. Avec la
déf. 5.4.5 page 89 de la courbure scalaire R puis celle du tenseur de courbure de Ricci Ry, 5.4.4
page 87 :

= gﬂvR,uv

A /_gR — /_g g,uv (a/lr/lv;,{ _ avr/l/m %' /15 _ Fi# Fﬂyg)
On integre par partie le premier et le deuxieme terme dans la parenthese :
V=gR =38 (\-gg*T",) - '8, (\V-2¢*)
+1%,0,(V=2¢") -8, (V-88"T",)
++/—g8" (ngu I = Fg/m F/lvg)
Réorganisons les termes et intégrons :
/ V—gRdQ = / .0, (V=gg") - I'0:(V-2&*)
+ /=g g (M = %, T,) dO

+ [ 8 (Vg Th) - 0, (VTR g, ) 40
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En utilisant le théoréme de la divergence sous forme tensorielle (8.1) p. 139, le dernier terme
s’écrit :

/ 3, (V—gg*rt,) - o,(y—ggrh,)dQ = / 0, [V=g (8", — g*1™y,)| de
= VBT — ) do

Sa variation est nulle car I’intégrale est évaluée sur 1I’hypersurface délimitant I’hypervolume
d’intégration sur laquelle la variation du champ est nulle conformément au principe de moindre
action. Il reste

/ V—gRAQ = / 8, (V=88*) — I',.0; (vV—g¢*)
+ =g g (T = %, T, ) 4O

« le premier terme sous I’intégrale s’écrit :

o 6 (V-8s) = 870, (V=) + Ve e

Avec 0,8 = gg'0,g; j (Cf. Vol. 4 Tenseur métrique) donnant 8,8 :

e 0 (V-ge) =g = \/_ 890,815+ \/~8 98"

— \/—— Aoavg/la + VvV —8 avgﬂv

= - g\—28"0,810 + -8 8"

= V=2 (5 #7¢"0,g10 + 0,8")
De plus :

Yu,v=0,...,3 g = g8y
= g"g" g,
Vu o 9,8" = 03,8 g g, + 88,8 gis + 8M18"0,805
= 3,86 + 550,8"° + gH1g"98,8;,
= 3,g"” + 3,8"" + g"'g"?8,815
= —g"g"?8,8),

Donc
vu o 8,(V-gg"”)=+-¢ ( gg"8,815 —g’"‘lg”c’aygm)

Avec la relation donnant les symboles de Christoffel de 2¢ espece en fonction du tenseur
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métrique (2.14) page 19 :
V0w =0,..,3 Yoy =~ 8" (3,815 + 0o8ua — 9180v)
Vi g7y = 8 (587 8,810 + 5 877 808u1 — 5 87 9180
= g (879,810 — 5 8 9180v)
= g"70,810 — - 88”10
= g4¢" 8,815 — - £8%0,815

Donc
Vu 6, (V—eg") = -8 "o

« le deuxieme terme sous ’intégrale s’écrit :

Vi, u,v=0,..,3 6/1(\/_gf“’) “”al(\/_)+\/—_g6,1g“”
w 028 — o, oMY
e ++/-gd18
= - g[8 8*0:850 + V-8 18"
= V=8 (5 #8585, + 012")

D’apres le théoréme de Ricci en composantes contravariantes (3.9) page 38 et en appliquant
(3.7) page 36 :

Yu,v Dght? =0
VA, (1, v 6,1g“7’+g“§1“”§/1 +g”51““§/1 =0
D’ou:
Vv 01(V=ge”) = V=g (5 80, — g My — 25 TYy)
On utilise la forme particuliere des symboles de Christoftel, (2.15) page 19 :
s 0 () VTR T T )
Lintégrale devient :
/ J—gRAQ = / _ F/l/w Vg8’ r“, — FAW Vg <g,uv Fgé/l — gHé 1"7/5/1 — g% [’Il%%)
+ \/_—ggw(rgvﬂrl/lg _Fg/l lvg)
Factorisons \/—_g et développons le reste :
/\/__ngQ = /\/__g(—gwr/lzyrﬂav - g#vrlwrggl + gﬂgrlwpvga + gvgf/lwrﬂgz
+gH T Iy — g7 %, T, ) dO
_ / \/—_g (_gav F/l/m ™, + gué FAW Iwga + gv§ p/lw FM%/I — g Fé/m F/lvg) do

= /\/__g(zgﬂirflwl“”& _gwr/l/wﬂ‘cw —8”VF§MF/1V§)¢Q
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Effectuons le changement d’indices ¢ 2 u et v 2 & dans le deuxieéme terme, et v — et & — o
dans le troisieme :

/ [—gRAQ = / [—g (2gM§ FAW Fvg/l _ gMS rxlw Fayg _ gME ro/w r/lga) dQ

Ajoutons le terme nul FAM Foﬂg - F’l/w F‘jﬂg :

s — yl A y) yl

/ ~8Rd2 = /V =88 [2(Iu Iy = Tag 1) = (Mo Tt = M0 T) | 42
— yl A
— /, /__ggM§ (r » 1“’%/1 I, Fc’ug) dQ

Nous obtenons I’expression du lagrangien du champ gravitationnel :

— A
Lg =g (M Iy = I35 T%)

8.3 Constante cosmologique

Si a la place de R nous prenons la combinaison linéaire aR + S avec o et 8 des constantes, nous

avons :
Sg = K/\/—_g(ocR + 8)dQ

Or nous devons retrouver
Sg=x / \/—gRdAQ
lorsque la constante 8 est nulle, donc o = 1. Les équations s’écrivent alors :
Yu,»=0,...,3 RW—%gW(R+ﬁ)=O
Ruy =~ 8ok = > g = 0
Ry = = 8oR + Agyy = 0

1
A=-1p

est appelée constante cosmologique. Si cette constante est non nulle, sa valeur est tres faible et
par conséquent n’intervient quasiment pas localement mais uniquement en cosmologie, d’ou son
nom.
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8.4 Cas intérieur

Dans le cas intérieur, pour déterminer les équations du champ gravitationnel dans la matiere
ou en présence de rayonnement électromagnétique, nous devons ajouter a 1’action du champ
gravitationnel Sy, I’action pour la matiere et le champ €lectromagnétique S, (« e » pour €nergie),
telle que :

5(8g+8.)=0
085+ 368, =0
88, =0

On suppose que I’action s’écrit
S.=x' /Le\/—ng

ou le lagrangien £, est fonction du tenseur métrique et de ses dérivées premieres :

Le= ’Ce(g;wa a/lguv)
= L(g",918")

La variation de 1’action s’écrit
38, = K’/é([)e\/—g) dQ
£ —
L ss 9 (Lev/- )5 w oy 9Ly g)é(a,lg“”)dﬂ

A agH” & 39 (9,8)
d (’Ce‘\/ g) 0 (‘Ce‘\/ _g)
= — Y 77 SgMV _NCV o/ uy
/ 59 dghrdQ + 55,0 6 (0;g*")dQ

On integre par partie le second terme du membre de droite :

o [2EaD) D sl

— ey
88 = | =508 dQ+/a,1[ a7 0

o[

3 0.
/6(1; \P{V_) 5g"dQ + /6,1 [\/_a(d,lgW) 5guV]dQ
[

9(9,8*)

On utilise le théoréme de la divergence sous forme tensorielle (8.1) p. 139 :

i/ 88, = —6 (La;ﬁ) 5ghvdQ + 55 V-2 e (SlfgeW) Sghvda;
x A
=D, .,
—/allwlég’u dQ
G 8(Le/D)
/ Sl 58740 - /aﬂla(aﬂw) w40
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L’intégrale sur I’hypersurface délimitant I’hypervolume d’intégration est nulle car les variations
du champ y sont nulles conformément au principe de moindre action.

88, = «’ / {a (ev=e) _ 3, [6(56\/—_@” SgH” dQ

ogh” 0(9284”)
, 1
=x / 5\/—g T,,6g"" dQ
ou I’on a posé le tenseur impulsion-énergie

aer 0 (Len/—8) OLey=8)
Yu,v=0,...,3 T/wzw_a/1 W

Nous avons alors
1
5(8g +8) = K/ (R/«w — ng,R — )(Tw,> \/ —gdg"rdQ
Les variations dgH? étant arbitraires, on en déduit les équations du champ gravitationnel dans le

cas intérieur : .
V/,(,VZO,...,?) R,Lw_EgMVR:XTMV
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CHAMP GRAVITATIONNEL A SYMETRIE SPHERIQUE

9.1 La métrique de Schwarzschild

Ce champ est créé par une distribution de matiere a symétrie centrale. Lorsque la densité de
matiere tend vers zéro nous devons retrouver une métrique euclidienne, qui s’écrit en coordonnées
sphériques

ds? = c2de? — [dr? + r2d6? + r? sin*(6)d¢?]
= cdt? — dr? — r*[d6? + sin®(6)d¢? |
Le ds? le plus général est donc
ds? = a(r, t)c?dt? — b(r, )dr? — c(r, t) [d6? + sin*(0)d¢?| + d(r, t)drdt

ou les fonctions a, b et d sont sans dimension, et ¢ est homogene au carré d’une longueur.
Effectuons une transformation de coordonnées de la forme générale

r=f0,t) et t= L)

ou f; et f, sont des fonctions quelconques des nouvelles coordonnées r’ et t’. Chaque fonction
permet une condition, et I’on se débarasse du terme croisé en posant

dir',t')=0
La deuxieme condition conserve la symétrie centrale :
c(r',t') =r"?
Les deux fonctions inconnues restantes sont écrites sous une forme exponentielle :
a(r',t') = exr'st) et b(r',t") = ePr't)
Nous obtenons le ds? de la métrique de Schwarzschild (en omettant les primes)
ds? = e%c?d? — eP dr? — r2[d6? + sin®(6)d¢?]

ou « et B sont des fonctions de r et .



9.2 Le tenseur métrique de Schwarzschild

En coordonnées galiléennes réduites avec la notation indicielle (Cf. Vol. 5 Relativité restreinte) :

ds? = good(x%)? + g11d(x")? + gpd(x?)? + g33d(x3)?

avec )
20 = €% e* 0 0 0
— 6P 0 —ef 0 0
e
811 ] N G
822 =T 0 0 —r2 0
— 2 in2
g3 = =1 sin(0) 0 0 0 —sin®(9)]

Le déterminant de G s’écrit
g = —e%ePr* sin?(6)

9.3 Le tenseur métrique dual de Schwarzschild

Les composantes du tenseur dual s’écrivent :

—f 0 0 , ,
1 —ePrsin®(6
g0=-l0 -2 0 S Sn?(z)
8 —e%ePr4 sin“(0)
0 0 —r?sin%6)
e* 0 0 .
1 e“r* sin“(6)
1 _ 2 11 _
=-l0 - 0 =3 = =
& ~% d & T eachrtsin(0)
0 0 —r?sin®(6)
e* 0 0 P
1 e%ePr-sin“(0)
22 22
8 g ¢ 8 —eePr4 sin(0)
0 0 —r?sin?9)
e* 0 0 52
1 eYePr
33 _ 1 3 33 _ 33 _
=-l0 - o| = = = =
8 8 ¢ 8 —e%ePr4 sin(0) &
0 0 -r?
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9.2)
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9.4

Symboles de Christoffel en métrique de Schwarzschild

8] =

0 —ePB
0 0
0 0

0 0
0 0
1
2
1
0 B r2sin2(6) J

Les symboles de Christoffel ayant trois indices, dans un espace de dimension quatre ils ont
4% = 64 composantes. Leur symétrie par rapport 2 deux indices réduit le nombre de composantes
indépendantes a 4 X (8 + 2) = 40 (la moitié de la matrice 4 X 4 des indices symétriques, plus la

moitié de ses éléments diagonaux, le tout fois 4).

Les relations (2.19) page 21 en coordonnées rectangulaires nous donnent pour les symboles de

Christoffel de 2¢ espece :

\

p
0
FOO_

0
FOI_

_ 800,0
2800
800,1
2800
800,2
2800
800,3
2800
—811,0
2800
—822,0
2800
—833,0
2800

1 _
Fll_

1 _
FlO_

\

811,1
2811
811,0
2811
811,2
2811

8113

281
—800,1
2811
821
2811
—833,1

2811

(-2 822,2
rs, =—-=
22 282
822,0
%y ===
20 282
822,1
%) ==
217 2g5,
822,3
Irz, =222
3 28»
—800,2
rz, = —=
00 282
—811,2
r 211 =5
282
2 — 5332
37 2gy

( 833,3
[y =222
37 283
833,0
P, ===
07 2g3;
3 833,1
I = Doan
833
833,3
1%, ===
32 2833
—800,3
Iy = ——
007 2gs;
—811,3
F311 = Do
833
3 _ —822.3
U 27 2g33

200 €t g17 ne sont fonction que des coordonnées x° et x!, g,, n’est fonction que de x!, et g35
n’est fonction que de x! et x2. Donc

"

800,2 = 8003 = 811,2 = 811,3 = 822,0 = 8222 = &22,3 = 8330 = 8333 =0

800,0

%, ==>—
%0 ™ 2800

800,1

% ==—
o™ 2800

0o _ —811,0

1T 2800

(-1
I'y

1
I
1
1100
1
Iy,

1

\

I's; =

8111
2gn
8110
2811
—Soo1
2811
8221
281
—833,1
2811

8221
2, ===
21 28»
2 _ 8332
33 282

3
F32

_ 8331

283
_ 8332

2833
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Notons par un point la dérivation par rapport a ct et par un prime celle par rapport a r. Avec le
tenseur métrique de Schwarzschild (9.1) page 148 :

9.5

(1 _ 1 5
'y =58
1.
=-qa 1 _ 15
2 Iyo=-8 =
1 =
=-a -<1—~1 _la/eo{—ﬁ 2
2 00 — ,
1 4 5_0(
= - 1 _ -
2,39 I''y, =—re B
\F133 = —-r Sinz(e)e_ﬁ

1

r

I'%; = —sin(6) cos(0)

1
{F331 -

3, = cot(6)

Symboles de Christoffel contractés en métrique de Schwarzschild

Avec le déterminant du tenseur métrique de Schwarzschild (9.2) page 148, notons par un point la
dérivation par rapport a ct et par un prime celle par rapport a r :

(. 0 g
Flo=%
rh =28
< . a g
Fa=g

: 0

i 38
xrB - 2g
9.6

=

rFi- _ —(& + B)e*Prt sin’(0)
07 _peatBrasin?(0)
o [4r3 + (o + B')r*] e*+F sin(6)
= {07 —2e+Br4 5in*(0)
Fio— —2e%+Br4 5in(6) cos(6)
2 —2e+Br4 sin?(0)
=0

<

(Fiio = l(d +6)

2
=2 )
rs, = cot(6)
I =0

Tenseur de Ricci pour la métrique de Schwarzschild

Gréce aux symboles de Christoffel, § 9.4 page précédente, calculons la composante R :
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Roo = 0,09 — 8ol "yo + o0 Iy = T T

0,00 = 8o %0 + 01150 + 8:1%0 + 331,

aOF rrO

= 3% + 011"y

= %acto'c + %ar (a'evF)

1 1 _
+ Eoc’2 - 50{’6’) edF

1, (1,
=-d+(-a
2 2

= 0o %0 + 80110 + 80T %0 + BoI 50

1 . 1 5
= Eacta + Earﬁ
1

.. 1 5
—EC{+56



o0 e = o0 Mo + Tloo Iy + To00 Iya + Moo Iy
=0 Mo + Moo Iy
=% (I00 + Tio + a0 + T50) + oo (I1 + Iy + 1y + 1)
-t ) el b 4

= %o’c2 + io’q@ + Goc’2 + ioc’ﬁ’ + %oc’) e%h

[0 T = T Ioo + Tlyo Moy + T Top + g Mg
=% oo + Mo My
= Il %0 + 10100 + 50 %00 + %0100

+ ool 01 + Tiol o1 + ool %01 + 3ol 01

= %0 %00 + T10 oo + Iool 01 + Mol 01
= io’c2 + ia’zeo‘_ﬁ + ia’ze“_ﬁ + iﬁ'z

1o 1 0 1 o
= -&? + -p% + -a'%e* P
4 4 2

1 1 1 1 1 15
Rop=-d (—cx” ~a? - -a ’)e“‘ﬁ——d——
e &P 2 2P
1., 1.5, (1 1 1
+ =&+ -af + (—oc’2 +-a'B + —oc’) e% P
4 4 4 4 r

1. 1,5 1 _
_ _az _ _62 _ _arzea B
4 4 2

LU0 U S0 U NN COVNE SR UUPVRNG B PP
= 26+4o¢6 4,3 +(20c +4oc 40(5 +roc>e
Calculons la composante Ry :
Ryo = 8,101 = GoT "y + T Ty = T Ty
0,y = 0oI % + 011 + 8,172, + 851,
= 9pI"%; + 61"y,
1 , 14 4
= Eacta + Earﬁ

_l-/ l'/
=4 +2,3

0 1 2 3
Ol "y = 9oI"01 + 0ol 11 + FoI" %1 + Il 33
1 1 1 1
= Eacto‘, + Eactﬁl + act; + act;
L. 15
=d +26
k 0 1 2 3
FoaI e =g Mo+ Do Iy + Toor Mg + T I
_ 10 1
= Mo+ T on I
_ 0 0 1 2 3 1 0 1 2 3
—F01(F00+F10+F20+F30)+F01(F01+F11+F21+F31)
_ 10 10 0 1 1 10 1 1 1 2 1 3
=TI I 00+ 01l w0+ T oil o1 + Dol i+ 1 onl 5 + 101l 5
1 . 1 ,5 1 ,5 1., 14,
=-d'd+ -a ~a - -
qat Bt f+ B+ -
1

_l/. l/. l-, _.
—4ococ+2cxﬁ+4,86 +r,8
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TN T = TO oo + Ty Tloy + T2 Ty + T3 I
=% Moo + T Iy
= %1% + Tl oo + 00T %0 + T3
+ oy o1 + Ty Ty + Ty T2y + Ty T,
=% %0 + Tl o0 + Ty T + T Tl
1,0 1 5 1,5 15
= Zoc’oc + Zoc’ﬁ + Zcx’[o’ + 1,8;8’

_ 1 . 1,5 150
—4oca+20c,8+4ﬁﬁ

_B
Ryo =~
Calculons la composante R :

Ry =0,y =& + TN Iy =T Ty

0,y = 8% + 0, + 6,1°%, + 051,
= 80", + 01Ty,
1 e 1
= Eact (,365 a) + Ear6,
1, (15 1 s\ g
=36+ (3B 438 fa)ei
01Ty = 0101 + 61Ty + 01T%; + 611,
= lara' + 16,5’ + a,l + a,l
2 2 r r
2

1 1 1 n
=-a +-p ——=
2 2‘8 r2

k _ 0 1 2 3
My Iy =T Mg+ T Iy + T Iy + T I
0 1
=I'"y Mo+ T Iy
0 (10 1 2 3 1 (10 1 2 3
= I (F%0 + Mo + g + T50) + Ty (%1 + Iy + Ty + 1)
_ 0 10 0o il 1 0 1 1 1 2 1 3
=TI + T I 0 + 1Ty + 10y + T 0% + Ty
— 1pgeB—a 4 L1g2pB—a L Loty 1oz Lo 1o
_4ﬁoce +4,8e +4,8a+46 +2r6+2r6
=l// Lo | 1 (l 12) B—a
o+ BT+ - (et f e

k 0 1 2 3
Iy =TI+ Ty + Tl + T
_ 10 0 0 1 0 12 0 3
=TI 0+ T 0L 0+ 15150+ 15100
1 10 1 1 1 2 1 3
T o I + Ty + Doy + T I
2 10 2 1 2 2 2 13
+ 10 T + Tl + T + o500
3 0 3 1 3 2 3 3
+ 170 s+ 1oL s+ T 5 + 151775
_ 10 10 0 1 1 710 1 1 2 12 3 3
=10 0+ Tl 0+ ol T Ly + Do I + T30
_1_n 152 B—a 157 B—a LYy) 1 1
=-a -B%e -B%e = -+ —
4 +4'8 +4'8 +4'8 -l_rz-l_r2
1 2 1 72 2 1‘2 ﬁ—C(
=-a = = + -B?e
4 +4‘6 +r2+26
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— 1y (l" 1'2_") o _ Lon _Lon 2
Ry; 26+25+26 Ba e S« 26 + 5

Yoo + 124 lp (l'- l'2>/3—a
+opla T (fa+ e

1,2 1,2 2 1'26_0(
—-ac—=p"==—=p"e
4 4‘8 r2 zﬁ
RS IR PR PR ) <1-- 159 3'->ﬁ—a
=—- -pa+-p—-a - -pc—=-paje
2 +4/3 +r5 Z +2/3+45 4,8

Calculons la composante R, :

Ry = 8,17y = "y + T T = T, Ty

0,y = 8pI%y + 81T, + 0,1'%; + 0517,
=0 122
=8, (—re™F)
=—eP+rpef

021"y = 0,10, + 0o, + 0,12, + 0,17,
=0, 332
= 0Jg cot(6)
= —1 — cot?(6)

k _ 10 1 2 3
P Iy =T I + T T + T Iy + 1755 175
0 2 3
=Ty (M1 + Ty + 1% + 1)
1 1 1,1
=—re‘5<—oc’+—,8’+—+—)
2 2 r r

= —%r (o +B)e B —2e7F

TXoT Ty = TO0l sy + Ty + T2y + TP 00 7
=Tl + T2l + T30,
=Tl + Tl + Ty T2y + Ty,
+ D02l + T2 5 + T2 % + T,
+ 0l 0% + Tl s + TPl % + T30,
=Tl + TP, + 15500,
= % X —re B + % X —re~P + cot(6) cot(6)
= —2e P 4 cot?(6)

Ry, =—e P 4+rBe P +1+cot?(6) — %r(oc’ +B8)e P —2e B 4 2e7F — cot?(6)

= —[1+ g(oc’ —6’)] e P41
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En résumé, les composantes covariantes du tenseur de Ricci s’écrivent :

(Roo = —%5 + idﬁ. - iﬁ.z (loc" + a2 oc’ﬁ’ + %cc’)e“‘ﬁ
B
Ry ==

1 ”n

L, , 1y 1439 34.\ a_
Ry =—>a’ + [3oc+ 5 2+<25+152—150‘>€ﬁa
LR22=_|:1+5(C{ —,3)]6_‘6+1

On applique les équations du champ gravitationnel dans le cas extérieur (7.12) page 135 :

Yu,v R,,=0

177

soit,
1 n

r 1 5 1.5 1 '2 < 1 ,, 1 ,> a—f _
—- -ap — - a a - -a -a e =0
2 g+ 40(/3 4,3 + - 2 g+ .

£ _ o
<}"
1 o 't /_ Ly 13 35, f—a —
— o 2B+ f -t (S f+ L - 2fa)eP ¥ =0
— - — _ﬁ =
L [1+2((x 6)]e +1=0
(1 " 112_111 l/= , ’
S+« 4ocﬁ+ro¢ 0 o+ =0
<5=0 N B =p(r)
S dea - = e
" — of
g =e

Cherchons les expressions de e® et de ef. On pose

y=e*
y' =—pePF
y+ry =e B —rpleF
=1-rp)eh

La troisieme relation s’écrit

Q-rB)ef=1
y+ry =1

yestdelaformey = Ar~! + B:

Ar~ +B+r(—sz):

donc A est homogene a r, une longueur. Revenons a la variable de départ :

y=Arl+1
e P =Aarl+1
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Cherchons 1’expression de e :
a +p' =
o+ B =x(t)
Comme « et 3, x est sans dimension.
eoc+,6’ = X
(o4

e = gke P

Pour déterminer la constante x, remarquons que lorsque 1’on s’éloigne a I’infini de la distribution
de masse qui crée le champ gravitationnel, la métrique doit redevenir euclidienne :

lim e* =1

r=eo = x=1 = e = ¢ P et a=0
lim ef =1

r—oo

Pour trouver I’expression de la constante A remarquons qu’a la limite des champs gravitationnels
faibles, nous devons retrouver (7.3) page 122 :

Soit ¢ le modele de potentiel du champ gravitationnel (Cf. Vol. 2 Mécanique classique), ou M
étant la masse qui crée le champ. On pose

rn=—A
29M

== 9.3)

le rayon de Schwarzschild de la masse M qui crée le champ gravitationnel, de dimension une
longueur.

Remarque 9.6.1

Deux corps de masse m et M peuvent se libérer de leur attraction gravitationnelle mutuelle si leur vitesse radiale relative en éloignement
est suffisamment élevée. Dans le cadre de la mécanique classique, supposons m < M et supposons la conservation de 1I’énergie
mécanique de m :

E;=Ey
E.; +Epi = ch+Epf

A mesure que m s’éloigne de M, son énergie cinétique se transforme en énergie potentielle jusqu’a ce que sa vitesse soit nulle a I’infini.
Prenons l'origine de 1’énergie potentielle a I’infini :

Eci+Ep;=0
mup _ gMm _
2 ro

[2G6M
v = 9r

Calculons le rayon maximum, appelé rayon de Schwarzschild, que doit faire le corps de masse M pour que sa vitesse de libération
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associée soit égale ou supérieure a la vitesse limite € :

Le rayon de Schwarzschild est aussi appelé rayon du trou noir.

Par conséquent
o Is S Iy -1
er=1-— " et er = (1 - —)

La métrique de Schwarzschild s’écrit :
2 (1 BN 242 (1 BV a2 20402 4 w2 2
ds? = (1 r)c dt (1 r) dr? — r? (d6? + sin®(6)d¢?)

Le temps coordonnée ¢ est mesuré loin de toute masse-énergie, donc loin de M, autrement dit
pour r > r,. Comme les distances radiales varient fortement dans le champ gravitationnel, la
coordonnée radiale r n’est pas la distance physique au centre de la masse M, mais correspond a
la circonférence divisée par 27t d’une sphere de centre M, sur laquelle le champ gravitationnel
est homogene. La métrique de Schwarzschild n’est pas définie en r = 0, point de I’espace-temps
appelé singularité gravitationnelle. En revanche, I’hypersurface r = r; n’est pas une singularité
gravitationnelle, c’est une singularité de coordonnées car un changement de coordonnées appro-
prié permet de définir la métrique de Schwarzschild en r;. Cette hypersurface qui ne peut étre
traversée que dans un sens est appelée horizon des événements.

Pour r > r; on vérifie que la métrique de Schwarzschild est asymptotique a la métrique de
Lorentz de la relativité restreinte en coordonnées sphériques :

ds? = 2dt? — dr? — r?(d6? + sin*(6)d¢?)

Les symboles de Christoffel de 2¢ espece s’écrivent :

L 5
(F111 = 5;3
1 1
1 =llo(—ﬁ Fz == f’3 = —
{F()Ol:la, <F00 Zae 21 r 31 r
2 ry, =—re# I'%; = —sin(8) cos(8) (I, = cot(6)

kF133 = —-r Sinz(e)e_ﬁ

9.7 Equation de la trajectoire d’un corps de faible masse

Le corps d’épreuve suit une géodésique de I’espace-temps courbé par une masse supposée
beaucoup plus grande que la sienne, d’équation (7.9) page 133 :

d?x* dxFdx?

V/1=0,,3 F-{— I’“}Ed_S_
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Remarque 9.7.1

Un corps de masse plus importante suit aussi une géodésique de I’espace-temps mais contribue a la courbure de celui-ci.

Notons par un point la dérivation par rapport a 1’abscisse curviligne s.

1) A = 0 donne I’équation paramétrique de la coordonnée temporelle x° = ct :

20 0 UV —
X7+ 17, XHx” =0
30 + % x°x° + %, x°x! + 1%, x'x' =0

20 10
x0+577’x0x1 =0

Or nous avons trouvé au § 9.1 page 147 précédent pour un corps a symétrie sphérique :

I R T
eﬁzl—% (eﬁ)'=:—s2
Ct 5 (- By el
ds? 2r2 r ds ds
(-5 5]0-5) 5] =
(1- 1;) cd—clt —« (9.4)

ou « est constante sur la trajectoire.
2) A1 =1 donne I’équation paramétrique de la coordonnée radiale r :
¥+ rt, X% =0
uy
34 I x0%0 + Tl XXt + T, 232 + Ty 353 =0

5l + i o e@Bx0x0 4 éﬁ'xlxl —re Bx2x% — rsin?(0)ePx%3x3 = 0
d?r ry (cdt\* 7 r\-l(dr\?
F-D(E) =05 (F)

(1 BV (98 2 (1B (%)2_
r(l r><ds) rsin (6)(1 r> s =0

3) A = 2 donne I’équation paramétrique de la coordonnée angulaire 0 :

X%+ T2, xHX¥ =0
¥4I, X2 +T5 %343 =0

20 2drdo dg\* _
R sin(8) cos(H) (E) =0 9.5)
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4) A = 3 donne I’équation paramétrique de la coordonnée angulaire ¢ :

X3 4T3, XHX” =0
B34+ X3+ P 23 =0
d?¢ 2 drd¢ dodg _

+ 5=+ 2001(6) =

ds?2 ' r dsds ©.6)

Prenons pour condition initiale 6 = 7/2, le point de départ est dans le plan xoy. Prenons une
vitesse initiale contenue dans le plan xoy, donc telle que d9/ds = 0. (9.5) page précédente donne
comme équation paramétrique pour 6 :

&0 _
ds2

9 = C1S+ CZ
dé
-

Or nous avons pris comme condition initiale d8/ds = 0, donc C; = 0et 6 = C, = 7/2. La
trajectoire reste dans le plan xoy. (9.6) de la présente page donne :

¢  2drdp _

a2 T rdsds T
1 d(,d)_
7 ds ( a) =0

de

2 _— =

s 9.7)
ou (3 est une constante, qui est la constante de aires au facteur ¢ pres :
d¢
_ 249
p=r cdr
B =1’

T est le temps propre du corps de faible masse. Avec les conditions initiales, la métrique de
Schwarzschild s’écrit :

0 = (1-5)ar - (1-5) " a2 - rag?

- B -0 (&) ()

Eliminons dt et ds 2 I’aide des relations (9.4) page précédente et (9.7) de la présente page :

= (- - (37 (5 -5

Le changement de variable,
(9.8)
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implique

dr _ dw™)
d¢ ~ d¢
o du
d¢

(&) <]
dg/ dé
w3 = (%)
rd\dg/  \d¢
Remplagons le rayon de Schwarzschild par son expression, (9.3) page 155 :

(1= 22 - - () - 2

Dérivons par rapport a ¢ :

M du By du ) uGMY | 29M du
c2p2 dp " d¢g dg? d¢ c? c2 d¢
_SM _ du _u(l _ 2u9M)+uz9_M
232 d¢? c2 c2
d’u _ GM | 3GMu?
Rt e oY
En posant
02,32
p= M

nous obtenons 1’équation différentielle de la trajectoire :

du 1, 3¥M,
dg? T p

En mécanique classique, le probleme de Kepler conduit a I’équation différentielle d’une ellipse

dz_u_{.u—_
dp2 "~ p

ol p = r*6%/(GM) est le paramétre de I’ellipse et M est la masse du corps qui crée le champ.
Remarque 9.7.2
L’équation d’une ellipse en coordonnées polaires (¥, ¢) de centre 1'un des foyers s’écrit :

r=— P
1+ ecos(¢ — @)

ol p est le paramétre et e est I’excentricité. Pour un cercle e = 0 et pour une ellipse 0 < e < 1. En posant u = 1/r I’équation s’écrit

u==>+

cos(¢ — ¢o)

T
T
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Cette équation est solution de 1’équation différentielle :

du e .
@——Esm@—qbo) . c12_u+u__
d?u _ d¢? p

@7 =5 @0

En relativité générale il s’introduit le terme correctif 3GMgu?/c?. L'équation de la trajectoire
n’admet pas de solution périodique dans I’espace, lorsque ¢ varie de 27 I’inverse du rayon vecteur
u ne reprend pas les mé€mes valeurs. En conséquence, la trajectoire ne se referme pas apres un
tour. Nous savons aussi par les observations de Mercure que la solution n’est pas périodique car
sa trajectoire elliptique n’est pas fermée.

9.8 Avance du périhélie de Mercure

Remarque 9.8.1

Toutes les planetes du systeme solaire ont une avance de leur périhélie, point de leur trajectoire le plus proche du Soleil. L’avance du
périhélie de Mercure est plus importante, sa proximité avec le Soleil la place dans un champ gravitationnel plus intense dans lequel les
effets relativistes sont plus marqués. Plus généralement, tous les astres et satellites en orbite ont une avance de leur périastre.

FiG. 9.1 — Avance du périhélie

On vérifie que le terme quadratique correctif est petit devant u en faisant leur rapport :

3GMou®  3GM,
c2u rc2
Prenons les valeurs numériques :
Masse du Soleil : My = 1,998 5 X 10°° kg
Constante gravitationnelle : G = 6,674 30 X 10711 m3/kg/s?
Vitesse limite : ¢ = 299 792 458 m/s
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Demi-grand axe : @ = 57 909 083 X 103 m

. . . . _ 3
Distance minimale : rmin§é =46 001 200 X 10° m

. . . _ 3
Distance maximale : rmax? =69 816900 X 10° m
Excentricité : eé = 0,205 63
Période de révolution : T§ =7442 203 s

3GMy 3% 6,67430 x 1071 x 1,998 5 x 10°°

rc2 57909 050 X 103 X 299 792 4582
=7,65x 1078

En premiére approximation 1’équation différentielle du mouvement s’écrit sans le terme qua-
dratique et donne une trajectoire ayant pour équation I’ellipse de la mécanique classique. Cette
solution est injectée dans 1’équation différentielle du mouvement pour remplacer le terme quadra-
tique, elle devient alors :

d?u 1 3GM
de2+“— E+p2—cz®[1+ecos(¢—¢o)]
- % + % [1+ 2ecos(¢ — o) + €% cos*(¢ — ¢y)]
l 39M® 69M@

= p+ P2 + D22 ecos(¢p — ¢g)

oll e? est d’autant plus petit devant e que 1’orbite est proche d’un cercle. On compare les deux
premiers termes en faisant leur rapport :
3GMy  3GMg
pc? rc2
~ 7,65% 1078

Le deuxieme terme est donc négligeable devant le premier :

d’u 1 69M@
iR +u= > + D22 ecos(¢p — ¢p)

Onposew=u—1/p:
dzw ~ 69M®

W +w~r 2
En posant la constante
a=1- 691\;[@
pc
nous avons 1’équation diftérentielle
% +a?w ~ 0

qui a pour solution :
w = Beos[a(p — ¢o)]

u= % + Bcos[a(p — ¢g)]
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On identifie B avec e/p pour retrouver le cas non relativiste, et I’on a

. 4
1+ ecos[a(p — ¢p)]

Le rayon vecteur reprend sa valeur lorsque

ap =2«
¢ =27/x

autrement dit, puisque a < 1, apres un tour complet. Le périhélie avance. La différence d’angle
avec un tour complet (¢ = 27) vaut

0 =2m/a— 2w
6GM. -1/2
- 27r[(1 - icze) - 1]
N 6mrGM,

Pour faire intervenir des grandeurs directement mesurables, on utilise la relation classique suivante,
qui lie le parametre de I’ellipse, son demi grand axe a et son excentricité e,

p=a(l-e?)

et la troisieme loi de Kepler
4r’a’
1z~ Mo

ou T est la période de révolution et m la masse qui crée le champ gravitationnel. Avec ces relations,
I’avance du périhélie de Mercure devient

67 X 47r2ag’é

8y =
_ p2 2.2
a§ (1 e§> TSc
2413a?
_ 8
1 — ¢? ) T2c2
(1-¢) 73
24 x 3,141 5923 x (57 909 083 x 10%)
= (1—0,205 632)7 442 2032 x 299 792 4582
= 5,234 X 1077 rad

En secondes d’arc (1° = 3 600”) pour un siecle :

S = 5,234 X 1077 x 180 X 3600 X 100 X 365.2422
g~ T X 87.9693
= 44,8" par siecle
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9.9 Déviation des rayons lumineux

Cherchons I’équation d’une géodésique au voisinage immédiat du Soleil, c.-a-d. ’équation de la
trajectoire d’un rayon lumineux lorsqu’il passe au voisinage immédiat du Soleil, si I’on suppose
que la masse du photon est nulle et que ce dernier se propage a la vitesse limite c¢. Reprenons
I’équation du mouvement (9.9) page 159 :

d’u _ GM,  3GMyu®

d752+u—czﬁ2+ 2

(9.7) page 158 donne :

232 c2r4 \d¢

Or, pour tout ce qui se propage a la vitesse limite s = 0 donc ds/d¢ = 0. L’équation devient :

9M@ _ 9M@ (dS )2

d’u 3GMu?
— tu= "2
d¢? c2
Avec (9.8) page 158 r = 1/u:
r’>r & > <u

Si I’on suppose le terme correctif négligeable devant u, I’équation approchée s’écrit

d? M,
d¢p? 232
On résoud I’équation sans second membre :
d?u
w +u=0

On cherche une solution de la forme uy = a + b cos(¢) :

duo _ .
@ =—b sm(¢)
d?u,
i - —b cos(¢)
d'up . _
dg? ¢
Donca =0et
bcos(¢) = 1
o
1
bcos(7/2) =
min
b= 1
Fmin
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si bien que

1o = cos(¢)
Ymin
Revenons a I’équation compléete en cherchant une solution de la forme u + u; avec u; < uy :
d?(uo + uy) 3GMe(up + uy)°
T Ug + u, = 2
d®u, d*u, _ 39M, (ud + 2ugu, + ui)
W + W + Uy + u, = 2
d? 3GMyu}
i + ul — @
d¢? c?
_ 39M, cos?(¢)
Czrr%u'n
On cherche une solution de la forme a + b cos?(¢) :
du1 .
e —2b cos(¢) sin(¢)
a7 =—-2b [— sin“(¢) + cos (¢>)]
= -2b [2 cos?(¢) — 1]
d?u, 5 5
rr + u; = —4bcos*(¢) + 2b + a + bcos“(¢)
= 2b + a — 3bcos?(¢)
= —3bcos?(¢)
ou I’on a posé a = —2b.
M,
p=—2 =
czrmin
GM,
U == =2 [2 = cos*(¢)]
CFin
M
_3 =2 [1 + sin’(¢)]
czrmin
D’ou la solution :
U=uy+uy
M
= cos(¢) + J 2@ [1 + sin2(¢)]
Tmin czrmin

Pour calculer la déviation subie par le rayon lumineux, on considere les deux asymptotes aux
deux branches infinies de la trajectoire hyperbolique du rayon. A I’infini le rayonnement « suit »
la premiere asymptote, apres avoir été€ dévié, a I'infini il « suit » la seconde asymptote. L’angle
d de déviation est I’angle entre les deux asymptotes. Par symétrie du probléme, nous n’avons
besoin que de I’angle ¢, que fait I'une des asymptotes avec 1’axe focale de I’hyperbole :

+

1N
N| O

¢asy =
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u tend vers zéro lorsque r tend vers 1’infini :

c05(Pasy) + 91\219 [1 + sinz(daasy)] =0

Tmin Czrmin
cos (ﬂ + 69)

PPy GM, . s
227 4 2® [1+s1n2(z+—®>]=0

Vin CZrml.n 2 2

. 1)

—sin (—) M, 5
24 2@ [1 + cos? (—G’)] =0

Fmin Czi’min 2

L’angle J, étant petit, on effectue un développement limité a I’ordre un des fonctions sinus et
cosinus au voisinage de zéro, sin(x) ~ x et cos(x) ~ 1:

_ % 29My _
2hmin czrr%lin

4GM,

© Czrmin

r=+oo

FiG. 9.2 — Trajectoire hyperbolique du rayon lumineux

En prenant pour ,;,, le rayon du Soleil 7, = 696 342 X 10° m :

5 4% 6,67430 X 107! x 1,988 5 x 10°°
©™ 2997924582 X 696 342 X 103
~ 8,48 X 107° rad
~ 1,75
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