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LA NOTION D’ESPACE
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Disons de suite que 1’on ne peut définir tous les termes, certaines notions primitives sont sans
définition. Par exemple certaines définitions sont circulaires, elles dépendent d’autres définitions
qui dépendent elles-mémes de ce que ’on cherche a définir. La mise en place des premieres
notions est souvent un procédé itératif, on doit en parler avant de les avoir définies.

1.1 Systémes de coordonnées

Dans ce qui suit on fonctionne par analogie avec notre perception de 1’environnement, principale-
ment la feuille de papier et la surface de la Terre. Les systemes de coordonnées ont probablement
pour origine les premieres cartes de navigation indiquant les paralleles et les méridiens.

Définition 1.1.1 : Coordonnées

Les n valeurs ordonnées (py, ps, ..- » Pn) aussi notées (p;), permettant de repérer un point
P sont appelées les coordonnées de ce point.

Réciproquement, un point P est I’ensemble des n valeurs ordonnées (py, p,, --- » Py )- Avant de
définir les systemes de coordonnées nous devons définir les espaces topologiques.



Définition 1.1.2 : Espace topologique

Un espace topologique est un ensemble de points dans lequel le voisinage (arbitrairement
petit) de chaque point est défini, grace auquel on définit les concepts de continuité, de
limite et de connexité. C’est donc un espace dont les éléments sont des points, muni d’une
structure appelée topologie, qui définit la notion de voisinage d’un point.

C’est I’espace le plus général dans lequel on puisse faire des mathématiques.

Définition 1.1.3 : Systeme de coordonnées - repere

Un ensemble de n variables X, X5, ... , X,;, est un systeme de coordonnées (ou repere), noté
(X1, X5, ... » Xp) ou (X;), d’un espace topologique a n dimensions, si a chaque ensemble de
valeurs prises par ces n variables correspond un point de cet espace.

Remarque 1.1.1

Selon cette définition, a un point de 1’espace topologique peut correspondre plusieurs ensemble de valeurs d’un méme systeme de
coordonnées.

Définition 1.1.4 : Ligne de coordonnée

Dans un espace topologique a n dimensions de systéme de coordonnées (x;), une ligne de
coordonnée, ou courbe-coordonnée, est le lieu des points pour lesquels seule la coordonnée
x; differe d’un point a I’autre. Soient p un parametre et ¢; des constantes :

X; = ¢ Vi=1,..,j—1,j+1,...,n
xj=xj(P) i=]

Remarque 1.1.2

En un point d’un espace topologique de dimension 7 se croisent 7 lignes de coordonnée.

Afin de poursuivre nous avons besoin de quelques définitions. Des €tres, aussi bien physiques
(cailloux, tables, humains...) qu’objet de notre pensée (nombres, fonctions...) sont bien définis si
nous possédons un critere permettant d’affirmer que deux de ces objets sont soit identiques soit
distincts. La notion d’ensemble correspond aux notions courantes d’ensemble, de collection, de
groupement, de classe, etc. d’objets de nature quelconque, tels ceux considérés précédemment. Ces
objets sont les éléments, membres, individus... de ’ensemble, de la collection, du groupement...
Nous dirons qu’un ensemble est constitué d’éléments. Un ensemble est bien défini lorsque 1’on
posseéde un critére permettant d’affirmer pour tout objet, qu’il appartient ou non a I’ensemble.

Définition 1.1.5 : Application

Une application ou fonction est une relation qui a tout élément d’un ensemble de départ
associe ou fait correspondre un unique élément d’un ensemble d’arrivé.

Définition 1.1.6 : Bijection

Une application bijective, bijection, correspondance biunivoque, ou encore correspondance
un a un, est une application pour laquelle tout élément de 1’ensemble d’arrivée B possede
exactement un antécédent dans I’ensemble de départ A. Autrement dit, a tout élément de



I’ensemble A, correspond un élément et un seul de I’ensemble B, et inversement, a tout
élément de B, correspond un élément et un seul de A.

Remarque 1.1.3

D’apres la déf. 1.1.5 page ci-contre d’une application, comme il s’agit d’une application tous les éléments de 1’ensemble de départ ont
une image par 1’application bijective.

Définition 1.1.7 : Equipotence

Deux ensembles en bijection sont dits équipotents. L’ensemble A est équipotent a 1’en-
semble B s’il existe une bijection de A dans B, et I’on écrit

A< B

La relation binaire ainsi définie s’appelle équipotence.

Définition 1.1.8 : Systeme de coordonnées non dégénéré

Un systeme de coordonnées est non dégénéré s’il assigne un unique ensemble de coordon-
nées a chaque point, et réciproquement un point unique a chaque ensemble de coordonnées,
de sorte qu’il existe une bijection entre les deux.

Deux droites sécantes définissent un plan et peuvent servir de systeme de coordonnées pour
ce plan. De méme, trois droites non coplanaires deux a deux, sécantes en un point, définissent
I’espace a trois dimensions et peuvent servir de systeme de coordonnées pour ce volume.

Définition 1.1.9 : Systeme de coordonnées cartésiennes

Un systéme de coordonnées dont les axes de coordonnées sont des droites toutes sécantes en
un mé€me point est appelé systeme de coordonnées rectilignes, ou systeme de coordonnées
affines, ou encore systeme de coordonnées cartésiennes.

Le systeme de coordonnées cartésiennes est non dégénéré.

Exemple 1.1.1 : Systeme de coordonnées cartésiennes obliques du plan

Le point M a pour coordonnées (x3, X%,) :

[ ] )] ]
a2 )] )
[ L)) ] )]

[ L)) )]
NN

Fic. 1.1 — Lignes de coordonnées cartésiennes obliques




Remarque 1.1.4

Pour des raisons historiques de traduction des travaux du physicien et philosophe francais René Descartes, partout ailleurs qu’en France
le systeme de coordonnées cartésiennes désigne un systeéme de coordonnées rectilignes et orthogonales, autrement dit rectangulaires. En
France, le systeme de coordonnées cartésiennes désigne un systeéme de coordonnées rectilignes non nécessairement orthogonales.

Définition 1.1.10 : Systéme de coordonnées curviligne

Lorsque les axes de coordonnées ne sont pas tous des droites mais I’un au moins est une
courbe, le systeme est appelé systeme de coordonnées curviligne.

Définition 1.1.11 : Systéme de coordonnées dégénéré

Si la correspondance n’est pas biunivoque entre chaque point de I’espace topologique et
les valeurs des coordonnées, le systeme de coordonnées est dit dégénéré.

Exemple 1.1.2

Le systeme de coordonnés polaires est un systeme de coordonnées curvilignes dégénéré au
point origine, I’angle pouvant prendre n’importe quelle valeur en ce point. La coordonnée
radiale p est appelé rayon. La coordonnée angulaire 6 est appelée angle ou azimut.

Y

O T

Fic. 1.2 — Systeme de coordonnées polaires dans le plan

Les lignes de coordonnée radiale constante, p = ¢3¢, sont des cercles centrés sur ’origine.

Les lignes de coordonnée angulaire constante, 6 = ¢5%¢, sont des demi-droites issues de
I’origine. Le systeéme de coordonnées polaires est orthogonal car les cercles coupent leurs
rayons a angle droit.



6 = 60°
6 = 30°
o=
X
6 = -30°
g = —60°

Fic. 1.3 — Lignes de coordonnées polaires

Définition 1.1.12 : Systéme de coordonnées rectangulaire

Lorsque les droites sont toutes perpendiculaires deux a deux, le systeme est appelé systeéme
de coordonnées rectangulaire ou systeme de coordonnées cartésiennes normales. Sinon il
est appelé systeme de coordonnées cartésiennes obliques ou cartésiennes.

Définition 1.1.13 : Systéme de coordonnées direct en deux ou trois dimensions

Un systéme de coordonnées est direct lorsque les axes sont orientés de maniere a respecter
la regle de la main droite :

« le pouce pointe dans la direction de 1’axe x
« I’index pointe dans la direction de 1’axe y

« le majeur pointe dans la direction de I’axe z

Remarques 1.1.1

« Il existe des espaces non orientables, par exemple en deux dimensions le ruban de Mobius et en trois dimensions la bouteille
de Klein

« En relativité, les orientations de 1’espace et du temps sont distinctes, il n’y a pas d’orientation spatio-temporelle globale

(5\1/

Fic. 1.4 — Systeme de coordonnées rectangulaires direct de 1’espace en 3 dimensions

X



Remarque 1.1.5

Si un espace admet un systeme de coordonnées cartésiennes obliques alors il admet aussi un systeme de coordonnées rectangulaires,
et réciproquement, si un espace admet un systeme de coordonnées rectangulaire alors il admet aussi un systeme de coordonnées
cartésiennes obliques.

Les coordonnées cartésiennes d’un point sont obtenues par projection de ce point selon des
droites paralleles aux droites de coordonnées. De ce fait, le systéme de coordonnées cartésiennes
en deux dimensions ne peut exister que dans le plan. Réciproquement, tout plan admet une infinité
de systemes de coordonnées cartésiennes. Nous avons 1’équivalence :

plan < systeme de deux coordonnées cartésiennes

Le plan est un espace euclidien a deux dimensions. En généralisant a un espace de plus de deux
dimensions :

Définition 1.1.14 : Espace euclidien

Un espace est euclidien ssi“ on peut y définir un systeme de coordonnées cartésiennes.

a. ssi est ’abréviation de « si, et seulement si » (cf. annexe 10.1 page 143).

Remarque 1.1.6

Un espace euclidien est un espace plat. Nous verrons que la réciproque est fausse, un espace plat n’est pas nécessairement euclidien.
L'espace-temps de la relativité restreinte est un espace plat et pseudo-euclidien, dans lequel on définit habituellement un systéme de
coordonnées pseudo-cartésiennes normales.

Le plan admet aussi une infinité de systemes de coordonnées curvilignes. Un systeéme de coor-
données a donc deux caractéristiques :

« rectiligne ou curviligne
« orthogonal ou non orthogonal

S’il est rectiligne on peut le choisir rectangulaire ou non, mais son existence implique toujours
que I’espace soit euclidien.

Définition 1.1.15 : Dimension d’un espace topologique

La dimension d’un espace topologique est le nombre minimal de coordonnées nécessaires
pour spécifier un point de cet espace.

Le point et la droite sont des objets mathématiques primitifs, sans définition. On les imagine
plongés dans le plan, alors que celui-ci n’est pas défini et qu’il n’est jamais nécessaire de plonger
un espace dans un autre pour le définir. Pour repérer un point sur une droite dont on a fixé I’origine,
nous n’avons besoin que d’une seule coordonnée. On peut en utiliser deux si on la plonge dans
un plan, mais une seule est nécessaire. Nous pouvons dire que c’est un espace topologique
de dimension 1, constitué d’une succession infinie de points, sans extrémités et sans courbure.
Néanmoins, la courbure n’étant pas définie, cette définition ne fait que repousser le probleme a
une autre définition.

Une courbe est un espace topologique de dimension 1, constitué d’une succession infinie de
points, sans extrémités. Elle généralise la notion de droite, celle-ci étant une courbe particuliere
sans courbure. Pour repérer un point sur une courbe, seule est nécessaire la distance parcourue le
long de la courbe a partir d’un point de la courbe pris pour origine, cette distance est appelée
abscisse curviligne.

6



Un plan est un espace topologique de dimension 2, d’extension infinie et sans courbure. C’est un
objet mathématique primitif. Le plan est I’analogue en deux dimensions de la droite. Une surface
est un espace topologique de dimension 2. Elle généralise le plan, celui-ci étant une surface
particuliere sans courbure.

1.2 Variétés

Définition 1.2.1 : Variété

Une variété ou variété topologique, de dimension n, est un espace topologique localement
(c.-a-d. au voisinage immédiat de chacun de ses points) équivalent a un espace euclidien
de méme dimension n. Nous dirons que la variété est localement homéomorphe ¢ ou
localement topologiquement isomorphe a un espace euclidien de méme dimension qu’elle.
Localement, nous pouvons passer par déformation continue d’une variété a un espace
euclidien de méme dimension. Il existe entre ces deux espaces topologiquement équivalents,
une fonction bijective continue, de réciproque continue (fonction bijective bicontinue).

a. Du grec, méme forme.

Tout systeme de n coordonnées indépendantes (X;);—; ... , occupant un certain domaine constitue
une variété a n dimensions. En général il n’est pas possible de couvrir une variété avec un seul
systeme de coordonnées qui ne soit pas dégénéré (déf. 1.1.11 page 4). Lorsque I’on ne peut pas
lever la dégénérescence par changement de coordonnées on couvre la variété avec des cartes, en
référence aux cartes de géographie, chaque carte étant un systeme de coordonnées couvrant une
région de la variété. Ces cartes sont des applications d’une région de la variété dans un espace
euclidien de méme dimension n. Les cartes ¢; et ¢, d’une variété sont compatibles si a I’endroit
ol elles se recouvrent, les lois de composition ¢; o ¢5 1 et ¢, o ¢7! qui sont des fonctions de R,,
dans R,,, sont différentiables. Comme en géographie terrestre, I’ensemble des cartes compatibles
nécessaires pour couvrir toute la variété forme un atlas.

Définition 1.2.2 : Variété différentielle

Une variété différentielle (ou différentiable) est une variété sur laquelle on peut faire du
calcul différentiel.

La plupart des variétés en physique sont des variétés différentielles, ce qui signifie qu’elles sont
continues et différentiable dans le sens suivant :

 une variété est continue s’il existe au voisinage de tout point d’autres points dont les
coordonnées ne different qu’infinitésimalement. Nous dirons qu’elles sont continuement
paramétrables, les parametres étant les coordonnées de la variété

« une variété est différentiable s’il est possible de définir un champ scalaire ! en tout point de
la variété qui puisse €tre partout différentié

L’association des points et des valeurs des parametres peut tre vue comme une application allant
des points de la variété vers les points d’un espace euclidien de méme dimension. Localement,
une variété ressemble donc a un espace euclidien.

1. En mathématique, un scalaire est un nombre, habituellement un réel ou un complexe. Ils sont définis au § 3.1.4
page 27.



Soient P et Q deux points d’une variété, infiniment proches, de coordonnées respectives x; et
X; + dx;. La distance infinitésimale entre P et Q détermine la géométrie locale de la variété au
point P. Dans le cas le plus général, le carré de la distance est une fonction des coordonnées et de
leurs différentielles :

ds? = f(x;,dx;)

La distance s’exprime dans un syst¢eme de coordonnées mais c’est un invariant (par changement
de coordonnées), sa valeur est la méme dans tous les systemes de coordonnées.

Exemple 1.2.1 : Mécanique classique

L’espace euclidien de la mécanique classique est une variété différentielle a trois dimensions.
Les parametres sont les trois coordonnées d’espace.

Exemple 1.2.2 : Espace-temps de la relativité restreinte

L’espace-temps de la relativité restreinte est une variété différentielle a quatre dimensions.
Les parametres sont les trois coordonnées d’espace et celle de temps.

Exemple 1.2.3 : Espace des configurations d’un systéme dynamique

L’espace des configurations d’un systeme dynamique a n degrés de liberté est une variété
différentielle a n dimensions. A chaque point de cet espace correspond une configuration
du systeme.

Exemple 1.2.4 : Espace des phases

L’espace des phases d’un mobile en mécanique classique est un exemple abstrait de variété
différentielle a six dimensions. Les parametres sont les trois coordonnées de position et les
trois quantités de mouvement.

Exemple 1.2.5 : Rotations d’un systeme de coordonnées rectangulaires

Un autre exemple abstrait est I’ensemble des rotations d’un systeme de coordonnées
rectangulaire dans un espace a trois dimensions. Les parametres sont les trois angles
d’Euler et ’ensemble des rotations est une variété a trois dimensions.

1.3 Géodésiques d’un espace

Les géodésiques sont la généralisation des droites aux espaces courbes de dimension quelconque.
Ce sont les courbes de courbure minimale, elles possedent la méme courbure locale que I’espace
lui-méme. Sur un plan leur courbure est nulle, ce sont des droites. On réserve le terme « droite »
aux espaces plats, sans courbure intrinseéque. Un arc de géodésique est aussi une géodésique. Les
courbes qui minimisent la distance entre deux points, appelées orthodromies, sont des géodésiques

mais la réciproque est fausse, toutes les géodésiques ne sont pas des orthodromies 2.

2. Certains auteurs définissent les géodésiques comme les courbes qui minimisent la distance entre deux points
et ne font pas de distinction entre géodésique et orthodromie.
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Définition 1.3.1 : Géodésique

Une courbe entre deux points a et b d’un espace quelconque est une géodésique ssi sa
longueur est extrémale, c.-a-d. minimale ou maximale “ :

b
5/ ds=0
a

ou & est une variation infinitésimale d’ordre un, s est I’abscisse curviligne le long de la
courbe et ds est une élément de longueur de la courbe.

a. Plus précisément, la définition mathématique dit que la longueur doit étre stationnaire. Elle ne précise
pas que la dérivée seconde doit étre non nulle, elle peut donc étre un point d’inflexion sans étre minimale ou
maximale.

Une courbe de longueur extrémale ne peut dépendre du systeme de coordonnées utilisé pour la
définir. Les géodésiques sont donc indépendantes du systeme de coordonnées, et invariantes par
changement de coordonnées.

Exemple 1.3.1

Un cercle de la sphére dont le plan contenant ce cercle passe par le centre de la sphere est
appelé grand cercle. Si le plan ne passe pas par le centre de la sphere il est appelé petit
cercle. Sur une sphere les grands cercles et les arcs de grands cercles sont des géodésiques.
Prenons deux points sur un grand cercle. S’ils ne sont pas antipodaux ils définissent un
petit et un grand arc de grand cercle, qui sont tous les deux des géodésiques, mais dont
seul le petit est une orthodromie.

On peut se représenter une géodésique comme un ruban pas trop large collé au mieux (avec un
minimum de pliures) sur la surface. Si I’on sait tracer des géodésiques et mesurer des angles
(rapport de deux longueurs), une surface est plane ssi la somme des angles de tout triangle tracé
a I’aide de géodésiques sur cette surface vaut 7z (dans ce cas, les géodésiques sont des droites).
On peut également utiliser la somme des angles d’un carré qui vaut 27z, ou I’aire de toute figure
géométrique fermée, celle d’un disque de rayon r vaut 7712, celle d’un carré de coté r vaut r2, etc.

14 Plongement d’un espace

Bien qu’ayant une existence propre, les droites, les courbes, les plans et les surfaces sont habituel-
lement représentés dans un espace plat de dimension supérieure, appelé espace hote. Les courbes
sont représentées dans le plan ou dans I’espace (a trois dimensions), les plans et les surfaces dans
I’espace. S’il aide a se faire une représentation mentale, ce plongement n’a aucune nécessité. Les
espaces topologiques ont une existence propre sans plongement dans un espace de dimension
supérieure, sans quoi ce dernier devrait a son tour étre plongé dans un espace de dimension plus
grande...



1.5 Courbure

Il est important de distinguer la courbure intrinséque de la courbure extrinseque. Le cylindre et le
cone sont des espaces topologiques euclidiens, donc plats, ils peuvent étre déroulés pour en faire
un plan et ont méme topologie que le plan. Ils ont une courbure extrinséque mais n’ont pas de
courbure intrinseque (qui leur est propre). En restant a la surface d’un cylindre ou d’un c6ne rien
ne permet de mettre en évidence une quelconque courbure locale. La somme des angles d’un
triangle tracé sur un cylindre ou un cone vaut 7z. En revanche, la courbure globale apparait lorsque
en avancant perpendiculairement a la génératrice du cylindre I’on revient sur nos pas. Dans les
cas du cylindre et du cone la courbure globale est liée a leur seule courbure extrinséque. Seule la
courbure intrinseque est utile en géométrie, la courbure extrinseque est de moindre importance,
elle est liée au plongement de la surface dans un espace de dimension supérieure. En physique,
les espaces de courbure nulle sont dits plats. En mathématique ils sont dits pré-euclidiens, c.-a-d.
euclidiens (physique non relativiste) ou pseudo-euclidien (relativité restreinte).

1.5.1 Courbure positive

La sphere est un espace topologique courbe, sa courbure intrinseéque fait que ’on ne peut la déplier
sans déformations pour en faire un plan. Sa courbure constante positive est mise en évidence
en tracant un triangle sphérique, dont les cotés sont des arcs de grands cercles. La somme des
angles de ces triangles est comprise, selon le rapport de leur dimension par rapport a celui de la
sphere, entre 7 et 4. De méme, ’aire du triangle sphérique est supérieure a celle d’un triangle
plat. Dans le cas de la sphere, la courbure globale est la courbure intrinseéque.

Plus le triangle tracé sur une sphere est petit, plus la somme de ses angles tend vers 7 et son aire
tend vers celle d’un triangle plat. Au voisinage infinit€simal d’un point, c.-a-d. « localement »,
la surface de la sphere est assimilable au plan qui lui est tangent en ce point, autrement dit a
I’espace euclidien tangent de méme dimension. La sphere est une variété.

1.5.2 Courbure négative

Le paraboloide hyperbolique, ou selle de cheval, est une surface dont certaines sections planes
sont des paraboles, et d’autres sections planes sont des hyperboles. Cette surface a aussi une
courbure intrinseque, négative et non constante, elle tend vers zéro & mesure que 1’on s’éloigne du
siege. A noter qu’'une surface de coubure négative constante ne peut étre réalisée dans I’espace
ordinaire a trois dimensions. La somme des angles d’un triangle hyperbolique, dont les cotés sont
des géodésiques du paraboloide hyperbolique, est inférieure a 7, et I’aire du triangle hyperbolique
est inférieure a celle d’un triangle plat.
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1.6 Géométrie dans I’espace

On généralise le plan a un espace a trois dimensions, plat, sans courbure. On passe ainsi de
la géométrie plane a la géométrie dans I’espace. Cet espace n’a pas d’existence propre, il est
purement mathématique. Il permet de construire toute la physique newtonienne, c’est le modele
le plus simple d’espace physique. Pour mesurer sa courbure nulle il ne s’agit plus de tracer
un triangle, méme si I’on peut toujours se placer dans un plan de cet espace. Un espace de
dimension trois est plat ssi en tout point le volume d’une sphere de rayon quelconque r vaut
§7W3’ le volume d’un cube de coté r vaut r3, etc. On généralise a des espaces de dimension
supérieure a trois grace aux hyperspheres, aux hypercubes... Ces espaces plats sont dits euclidiens
(nous verrons que les espaces pseudo-euclidiens sont aussi des espaces plats). Trois droites non
coplanaires sécantes en un point forment un systeme de coordonnées cartésiennes d’un espace a
trois dimensions nécessairement plat, c.-a-d. euclidien ou pseudo-euclidien. En généralisant a un
espace de dimension n, nous avons la double implication déja vue au § 1.1 page 1 pour le plan :

espace euclidien < systéme de coordonnées cartésiennes (déf. 1.1.9 page 3)

espace pseudo-euclidien < systeme de coordonnées pseudo-cartésiennes

Tous les espaces euclidiens de méme dimension sont isomorphes (équivalents). Il n’existe donc
qu’un seul espace euclidien pour une dimension donnée. En coordonnées cartésiennes, un espace
euclidien de dimension n est isomorphe au n-espace réel R,,.

Définition 1.6.1 : Hyperplans

Les hyperplans sont des espaces topologiques sans courbure, de dimension n — 1 plongés
dans un espace topologique de dimension n.

Définition 1.6.2 : Hypersurfaces

Les hypersurfaces sont des espaces topologiques de dimension n — 1 plongés dans un
espace topologique de dimension n.

Définition 1.6.3 : Trajectoire

La trajectoire d’un mobile est la courbe décrite dans I’espace par le centre d’inertie de ce
mobile. Dans le cas général, nous avons trois équations paramétriques x(t), y(t), z(t) de
parametre le temps ¢, appelées lois horaires. Si on élimine le temps il reste une équation
qui lie les coordonnées X, y, z, par exemple z = z(x, y), qui est I’équation de la trajectoire
décrite par le centre d’inertie du mobile dans I’espace. Sauf précision contraire, la trajectoire
n’est pas donnée en fonction du temps.

Définition 1.6.4 : Courbe paramétrique

Dans un espace topologique a n dimensions de syst¢eme de coordonnées (X;), une courbe
paramétrique de parametre p est I’ensemble des points tels que chaque coordonnée de ces
points est une fonction de p :

Vi=1,..,n x; = xi(p)
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Remarque 1.6.1

L’ équation donnée sous la forme explicite y = f(x) est équivalente aux équations paramétriques ¥ = f(p), x = p. En physique, pour
la description d’une trajectoire le paramétre p est arbitraire. En revanche, pour la description d’un mouvement le parametre est toujours
le temps (temps propre ou temps coordonnée). Par exemple le mouvement plan de lois horaires x = x(t), ¥y = y(t).

Exemple 1.6.1 : Courbe paramétrique en coordonnées sphériques

Courbe € de parametre p en coordonnées sphériques sur une sphere de rayon a

r=a
C(p) : 46=p
¢ = ¢(p)

Définition 1.6.5 : Hypersurface de coordonnée

Une hypersurface de coordonnée est I’ensemble des points dont une des coordonnées reste
constante :
. nSte
xj=c

Dans un espace topologique de dimension 2, les hypersurfaces de coordonnée sont simplement
les lignes de coordonnée. Par exemple 1’hypersurface de coordonnée x; = ¢; se confond avec
la ligne de coordonnée x,. Dans un espace topologique de dimension 3, les hypersurfaces de
coordonnée sont les surfaces de coordonnée, elles se coupent deux a deux suivant les lignes de
coordonnée.

1.7 Distance

En physique, les notions de distance et de direction, donc d’angle, sont nécessaires pour situer
deux points I’un par rapport a 1’autre.

Définition 1.7.1 : Distance

On appelle distance sur un ensemble € non vide d’éléments (habituellement des points),
toute application d telle que

d :EXE-R,

qui vérifie les trois propriétés suivantes :
o séparation : V(a,b) € &2 d(a,b)=0<a=D>b
« symétrie : V(a,b) € €2 d(a,b) = d(b,a)
. inégalité triangulaire : ¥(a, b,c) € € d(a,c) + d(c,b) > d(a, b)

Une distance est toujours non négative (positive ou nulle). En effet, si a = b alors I’inégalité
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triangulaire et la symétrie donnent :
Y(a,c) € & d(a,c)+d(c,a)
2d(a,c)
d(a,c)

VWV WV

0
0
0

Définition 1.7.2 : Espace métrique

On appelle espace métrique tout couple (&, d), out € est un ensemble non vide, et ou d est
une distance sur €.

Nous dirons que & est I’ensemble sous-jacent a (£, d). Dans la pratique on confond souvent & et
(€,d), et ’on parle de I’espace métrique E. Ainsi I’espace métrique R n’est autre que (R, d), ol
d est la distance usuelle sur R : d(x,y) = [x — y|.

Exemple 1.7.1 : Distance de Manhattan

Dans I’espace euclidien E,,, la distance de Manhattan entre les points A(ay, a,, ..., @,) et
B(by, by, ..., b,) est définie par :

n
d(A,B) =) |a; — by|
i=1

Pour n = 2 c’est la distance parcourue par un taxi dans le réseau orthogonal des rues de
Manhattan.

Définition 1.7.3 : Distance euclidienne

Dans un systeme de coordonnées rectangulaire d’un espace euclidien E,,, soient les points
A(ay,ay,...,a,) et B(by, b,, ..., b,). Leur distance euclidienne s’écrit :

d(A,B) = \| D (a; — by)?
i=1

Exemple 1.7.2 : Distance en mécanique classique

Dans I’espace euclidien E5 de la mécanique classique, la distance euclidienne entre les
points A(a;, a,, ..., a,) et B(by, b, ..., b,,) est définie par :

d(A,B) = \/(al — by)? + (a; — by)? + (a3 — b3)?

Définition 1.7.4 : Pseudo-distance

On appelle pseudo-distance sur un ensemble € non vide d’éléments (habituellement des
points), toute application d telle que :

d :EXE- R,

qui vérifie les trois propriétés suivantes :
e« Vae & d(a,a)=0
. symétrie : V(a,b) € £ d(a,b) = d(b,a)
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« inégalité triangulaire : V(a, b,c) € € d(a,c) + d(c,b) > d(a,b)

Contrairement a la définition de la distance, on peut avoir d(a, b) = 0 avec a # b. Une pseudo-
distance est toujours non négative. En effet, si a = b alors I’inégalité triangulaire et la symétrie
donnent :

Y(a,c) € &% d(a,c)+d(c,a) >0
2d(a,c) =0
d(a,c) >0

Définition 1.7.5 : Espace pseudo-métrique

Si d est une pseudo-distance sur un ensemble € nous dirons que le couple (&, d) constitue
un espace pseudo-métrique.

Définition 1.7.6 : Distance relativiste

Le carré de la distance relativiste entre deux points E(t,x,y,z) et E'(t',x',y',z") de
I’espace mathématique a quatre dimensions de la relativité restreinte s’écrit :

d(E,E’)?
ed(E,E')?

[t =) = (' =)+ —y)P+ (2 —2)?]
(A1)? — (Ax)* + (Ay)? + (Az)? (e = £1)

Ce n’est pas une pseudo-distance car le carré de la distance relativiste peut €tre positif, nul ou
négatif selon les valeurs des parties temporelle et spatiale.

Remarque 1.7.1

L’espace mathématique a quatre dimensions de la relativité restreinte est appelé espace-temps, les points de cet espace mathématique
sont appelés événements de I’espace-temps, et la distance relativiste est appelée intervalle.
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2.1 Notation indicielle

Notation 2.1.1 : Les coordonnées

En notation indicielle les coordonnées x, y, z, sont notées Xy, X,, X3 ou x!, x2, x3.

Notation 2.1.2 : Convention sur les indices latins et grecs

Nous prenons la convention que les indices latins i, j, k, ... varient de 1 a 3 ou 4, ou parfois
n, et que les indices grecs a, 3,7, ... varientde 0 a 3.

La notation 2.1.1 permet d’adopter une autre notation, appelée convention de sommation.

Notation 2.1.3 : Convention de sommation sur les indices répétés

Toutes les fois que dans un terme figure le méme indice en haut et en bas, nous devons
sommer tous les termes obtenus en donnant a cet indice toutes les valeurs qu’il peut prendre.

Exemple 2.1.1 : Différentielle totale d’une fonction
La différentielle totale de la fonction f(x,y, z) exprimée dans le systeme de coordonnées
(x,y,z) s’écrit :
af

o} d
dfzadx+%dy+a—£dz
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Sous forme indicielle :

=9 g O g2y O 4y
df_axl dx +ax2dx +6xdx

3

=3 I gy

i Jxt

i=1

Avec la convention de sommation, en considérant qu’un indice haut au dénominateur
compte comme un indice bas :

0 ; . N
df:a—)];dx’ (idela3)

Notation 2.1.4
La dérivée partielle premiére par rapport a la i®™® variable d’une fonction

flxt, x?, ..., x4 ..., x™) est notée

of

dxt

o.f
i
ou = est le symbole d’équivalence. Pour la dérivée partielle seconde :

>f

OxidxJ

=0;;f
= fij

Notation 2.1.5
Pour un systéme de coordonnées primé nous mettons le prime sur ’indice :

of

dxt'

= ai/f
= f:i/
7z . il . . . . . . . . . ’
Dans I’écriture x' il ne s’agit pas de I’indice i’ mais de I’indice i et de la coordonnées x’
N . z P . . i z . il
(c.-a-d. la i“™ coordonnée x"). L’ écriture correcte serait x"*, cependant nous écrirons x*

car cette notation permet au symbole J; d’indiquer une dérivation partielle par rapport a la
1“M® coordonnée de la base primée.

Exemple 2.1.2 : Notation dans un systeme de coordonnées primé

La différentielle totale de la fonction f(t',x’,y’,z') exprimée dans le référentiel
(t',x',y',z"), s’écrit sous forme indicielle avec la convention de sommation sur les indices



répétés :

df =

= 0, f dxH

of
ay’

af
ox’

of
at'
of

d9x0’

o 4y

dx" + 3
of of

axV dx?’
(ude0a3)

dt’ + dy’ +

dx® + dx! + dx? + % dx3’

= fdx¥

2.2

Notation 2.2.1

Identités en notation indicielle

En notation indicielle la matrice colonne [u] est notée u', la matrice carrée [a] est notée

Clij.

Remarque 2.2.1

Par abus de langage, on donne le nom de matrice aux composantes elles-mémes.

Vi=1,2,3

- déf
ajjuw = apul + apu® + au’

déf
ou le symbole = signifie « par définition », ici par définition de la notation employée.

« lorsque la matrice [a;;] est non symétrique, Vi # j, a;j # a;;, nous avons

qutv) = g uiut et ajutv) = gl

Nous avons également les inégalités (pour u’ # v') :

Par exemple

Vi,j=1,2

autv! # gt et aultd # guut’ 2.1)

2,2

. déf
a;ju'v’ = aputv! + apu'v? + anutv! + autv

L def
a;jwvt = ayutv! + aputv! + ayulv? + anputv?

A partir des inégalités (2.1) on déduit :

« en posant z/

 grice a u'u/

(aij + qpu'v’ # 2a;;u'v!

=ul + v

al-j(uj + UJ) = aijuj + aijUj

aij(zj) = aijuj + al'jUj

a;; + a;)uln) = 2a; ;utu/
lJ jl lJ
(aij — gu'u/ =0
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2.3 Symbole de Kronecker

Définition 2.3.1 : Symbole de Kronecker §;;
def |1sii=j
Y losii#
Par exemple 6,5, = 0, 55 = 1.
Ce symbole permet d’utiliser la convention de sommation sur les indices répétés 2.1.3 page 15,

s/, 51 5.

en fonction du placement des indices : 9; >3+ 6,

Exemple 2.3.1 : Symbole de Kronecker et convention de sommation

(ds)* = (dxl)2 + (dxz)2 + oo 4 (dx™)?
= &;;dx’dx/ (,j=1,...,n)

Ici les indices du symbole de Kronecker sont en bas pour respecter la convention de sommation.
C’est aussi un opérateur de substitution d’indice.

Exemple 2.3.2 : Substitution d’indice

Soit (x') un systeme de coordonnées :

Vi X=0xx14+0xx2+--+1xXx+---+0xx"

= SiyxJ
5]x

Exemple 2.3.3 : Equivalence du symbole de Kronecker

« Soit (x') un systeme de coordonnées :

Vi oxt _ oaxt
- - - T - i .
gxfi Oxt = Vi, j % = 6jl
: . X
Vi#j X —0 carxetx) sont indépendants

dxJ
« Soient (x%) et (yj ) deux systemes de coordonnées. Les n fonctions
Yi=1,..,n xt=xt(yLy% ., p")

sont supposées au moins de classe C? : les dérivées partielles secondes existent et
sont continues, donc a fortiori les dérivées partielles premieres. Elles sont aussi
supposées indépendantes de sorte que I’on puisse résoudre les n équations en fonction
des x,

Vi=1,..,n  y =y/(x,,x% ..., x")
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qui sont alors aussi de classe C2. D’une part :

=3
i 3vk

_ X
dyk dxJ

Vi o dxd dy*  (kdelan)

2.2)

D’autre part, avec I’ex. 2.3.3 page ci-contre ou en différentiant le résultat de I’ex. 2.3.2
page précédente : .
Vi dx! = 5j‘dx1 (jdelan)

Avec les deux égalités précédentes :

axt ayk

.. ox 9 _ si
Vi, j 3% ox) 61 (2.3)

Si ’on pose i = j la somme sur k disparait dans (2.2), et (2.3) donne bien 5ii =1.

Symbole d’antisymétrie

Le symbole d’antisymétrie, aussi appelé symbole de permutation, est completement antisymé-
trique et ne prend que les valeurs —1, 0 ou 1. Les valeurs prisent par ses composantes sont
indépendantes du systeéme de coordonnées choisi (ce n’est pas un tenseur). Il est noté 9% ou
€ijk...» ou le nombre d’indice i, j, k, ... est habituellement le nombre de dimensions de I’espace
vectoriel dans lequel on se trouve.

Définition 2.4.1 : Symbole d’antisymétrie bidimensionnel

Les deux indices i et j prennent les valeurs 1 et 2. Le symbole est défini par :

el = +1

Le symbole est bien antisymétrique :

gij — _gji

On vérifie que pour deux indices on a :

P 1
Y
el = (i = ij

On peut le représenter par la matrice 2 X 2 antisymétrique suivante :
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Exemple 2.4.1 : Déterminant d’une matrice

Grace au symbole d’antisymétrie le déterminant d’une matrice s’écrit :

aj a

det(A) =
(4) o
2 @
- aja} - ajat
— jql,2
= eVaq; a;
Définition 2.4.2 : Symbole d’antisymétrie tridimensionnel

Les trois indices i, j et k prennent les valeurs 1, 2 et 3. Le symbole est défini par :

ik = 41 pour (i, j, k) = (1,2,3), (2,3,1) ou (3,1,2)
ek = 1 pour (i, j, k) = (3,2,1), (1,3,2) ou (2,1, 3)

gk =0 pouri=j, ouj=k, onk =i

Autrement dit

ek = +1 si le nombre de permutations de (1, 2, 3) est pair
gl/k = —1 si le nombre de permutations de (1, 2, 3) est impair

¢k = 0 si deux indices au moins ont méme valeur

On vérifie que pour trois indices on a :
ek = 2(i = U - )k =)

Nous pouvons représenter le symbole d’antisymétrie tridimensionnel par une hyper matrice
3 X 3 X 3 bien que cela ait peu d’intérét.
Définition 2.4.3 : Symbole d’antisymétrie quadridimensionnel
Les quatre indices i, j, k et [ prennent les valeurs 1, 2, 3 et 4. Le symbole d’antisymétrie
noté /K ou g; jki est défini par :
¢kl = 41 si le nombre de permutations de (0, 1, 2, 3) est pair
gkl = 1 si le nombre de permutations de (0, 1, 2, 3) est impair

¢kl = 0 sinon

On peut généraliser ce symbole a un nombre quelconque d’indice.
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VECTEURS
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Historiquement, les vecteurs modéliserent d’abord des notions issues de la mécanique classique,
principalement celles de force et de vitesse.

3.1 Représentation géométrique

Notation 3.1.1
Les vecteurs sont notés par des lettres en gras, ou par des lettres surmontées d’une fleche.

Par exemple la force est notée f ou ? Dans I’espace physique de la mécanique classique modélisé
par ’espace a trois dimensions de la géométrie classique, les vecteurs forces sont représentés
par une fleche ayant une longueur proportionnelle a I’intensité (ou magnitude) de la force, une
direction et un sens qui sont celui de la force, et ayant pour origine le point d’application de la
force.

3.1.1 Opérations sur les vecteurs

En accord avec la notion physique de force qu’ils modélisent, on définit sur les vecteurs les deux
opérations suivantes, appelées lois de composition :

 1’addition de deux vecteurs ayant méme origine donne un vecteur appelé résultante des
deux vecteurs. C’est la reégle du parallélogramme pour la composition des forces ayant
méme point d’application. De méme que la somme de deux forces est une force, la somme
de deux vecteurs est un vecteur. Pour additionner deux forces nous devons les rapporter a
une méme origine. De méme, nous n’additionnerons que des vecteurs ayant méme origine
et la théorie des espaces vectoriels sera construite sous cette hypothese. Nous parlons de



vecteur /ié (a un point) lorsque le point d’application du vecteur est spécifié, et de vecteur
libre lorsque ce point n’est pas spécifié.

Fic. 3.1 — Addition des vecteurs u et v

« la multiplication d’un vecteur par un scalaire ! donne un vecteur homothétique au vecteur
de départ. Il a méme direction, il est de méme sens si a est positif, de sens contraire si
est négatif, et sa longueur est multipliée par |«|.

FiG. 3.2 — Multiplication du vecteur u par le scalaire a

au

Définition 3.1.1 : Combinaison linéaire
Une combinaison linéaire est une expression construite a partir d’'un ensemble de termes
en multipliant chaque terme par une constante et en faisant leur somme. Soient & et § deux
constantes, une combinaison linéaire de x et y est une expression de la forme

ax + By

Les constantes et 3 sont les coefficients de la combinaison linéaire.

Les deux lois de composition sur les vecteurs fusionnent en une seule loi :

Définition 3.1.2 : Combinaison linéaire de vecteurs

Soient a et 3 deux scalaires. Le vecteur suivant est appelé combinaison linéaire des vecteurs
uctv:
w=oau+ v

Remarque 3.1.1

Notons que la vitesse est un vecteur et que la combinaison linéaire de deux forces ne donne jamais une vitesse. Il faudra donc toujours
préciser a quel ensemble de vecteurs, c.-a-d. a quel espace vectoriel appartient le vecteur dont on parle. Lorsque le scalaire est un réel
sans dimension physique, la multiplication par ce réel donne un vecteur du méme espace vectoriel. C’est par exemple le cas lorsque
I’intensié d’une force varie. Lorsque le scalaire a une dimension physique, les vecteurs de départ et d’arrivée n’appartiennent pas au
méme espace vectoriel, comme dans la définition du vecteur quantité de mouvement :

— dé -
p =mv

=

1. En mathématique, un scalaire est un nombre (habituellement réel ou complexe) qui permet de changer I’échelle
(en anglais « scale » ) d’un vecteur.
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Exemple 3.1.1 : Addition de deux vecteurs

Imaginons un cube homogene vu de dessus sur lequel on exerce deux forces perpendicu-
laires aux faces :

T

En négligeant les frottements, sous I’action de ces deux forces le cube se déplace en
translation. Pour sommer ces deux forces en une unique force nous les translatons pour
qu’elles aient méme origine. Pour que le cube ait un mouvement de translation sans rotation,
la force résultante doit passer par le centre de gravité G du cube. On en déduit le point
d’application de cette force.

fi + 15
|

———

Les objets mathématiques qui modélisent la physique doivent étre des objets géométriques, c.-a-d.
indépendants du systeme de coordonnées dans lequel on les exprime.

Définition 3.1.3 : Scalaire

En physique, un scalaire est une propriété physique définie par un nombre unique, indé-
pendant du systeme de coordonnées.

Remarque 3.1.2

La définition mathématique d’un scalaire est donnée plus loin, déf. 3.1.12 page 27.

Exemple 3.1.2

Lamasse, le temps, la distance et le volume tridimensionnel sont des scalaires en mécanique
classique mais pas en relativité. La charge électrique est un scalaire en mécanique classique
et relativiste.

Définition 3.1.4 : Fonction scalaire

On appelle fonction scalaire ou fonction a valeur scalaire, une fonction qui donne en sortie
un scalaire.

Si en chaque point de 1’espace on associe un scalaire, on parle de champ de scalaires. Le scalaire
est alors une fonction des coordonnées.

Définition 3.1.5 : Champ de scalaires - Fonction scalaire des coordonnées

Si en tout point de coordonnées (X, y, z) d’une région R de 1’espace on fait correspondre
un scalaire f(x,y, z), alors f est appelée fonction scalaire des coordonnées (ou fonction
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scalaire de la position), et définit un champ de scalaires dans R.

R-R
X, y,2) & f(x,y,2)

f prend en entrée les coordonnées d’un point et donne en sortie un scalaire.

On généralise facilement a un espace de plus de trois dimensions.

Exemple 3.1.3

Dans un solide, un liquide ou un gaz, la température, la pression et la masse volumique
sont des exemples de champs de scalaires.

Définition 3.1.6 : Vecteurs

Dans un espace de dimension n, un vecteur est une propriété physique indépendante
du systeme de coordonnées, définie par ses n composantes dépendantes du systeme de
coordonnées.

Remarque 3.1.3

C’est la définition physique d’un vecteur. La définition mathématique est donnée plus loin, déf. 3.1.11 page 27.

Définition 3.1.7 : Tenseurs

Dans un espace de dimension n, un tenseur d’ordre p est une propriété physique indépen-
dante du systeme de coordonnées, définie par ses nP composantes dépendantes du systéme
de coordonnées.

Si en chaque point de 1’espace on associe un vecteur ou un tenseur, on parle de champ de vecteurs
ou de champ de tenseurs. Le vecteur ou le tenseur est alors une fonction des coordonnées.

Définition 3.1.8 : Champ de vecteurs - Fonction vectorielle de la position

Si en tout point de coordonnées (x, y, z) d’une région R de I’espace on fait correspondre un
vecteur v(x, Y, z), alors v est appelée fonction a valeur vectorielle ou fonction vectorielle
de la position et définit un champ de vecteurs dans R.

R - R?
(x,,z) » v(x,y,2)
On généralise facilement a un espace de plus de trois dimensions.

Définition 3.1.9 : Fonction vectorielle

On appelle fonction vectorielle ou fonction a valeur vectorielle, une fonction qui donne en
sortie un vecteur.

Exemple 3.1.4

La vitesse du vent est un exemple de champ de vecteurs, la tension dans un solide est un
exemple de champ de tenseurs.
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3.1.2 Propriétés des lois de composition vectorielles

Notation 3.1.2

Nous notons @ I’addition vectorielle pour la distinguer de I’addition des réels, et ® la
multiplication d’un vecteur par un scalaire pour la distinguer de la multiplication entre
réels.

Supposons que nous ayons un ensemble d’éléments sur lesquels on puisse appliquer deux lois
de composition. Ces €léments sont-ils des vecteurs ? Pour répondre, il faut savoir si les deux
lois sont identiques a celles que nous avons définies au § 3.1.1 page 21. Elles le seront si elles
vérifient les mémes propriétés, c.-a-d. :

« pour I’addition vectorielle. Vu, v, w trois vecteurs :

(a) commutativité : u @ v = v @ u (on peut commuter les vecteurs)

(b) associativité : u @ (v @ w) = u @ v @ w (on peut si I’'on veut associer les vecteurs
grace a des parentheses)

(c) existence d’un élément neutre, le vecteur nul O, telque : u @ 0 = u
Le vecteur nul généralise le chiftre zéro de 1’addition des réels.

(d) pour tout vecteur u il existe le vecteur opposé u, telque : u @ u =0
Lexistence d’un opposé nécessite donc I’existence d’un élément neutre.
De plus, nous définissons la soustraction vectorielle comme 1’addition vectorielle
avec I’opposé : u © v = u @ 0. On montre plus loin que # = (—1) © u.

« pour la multiplication d’un vecteur par un scalaire, V(a, ) € R? :

(a) associativit€ : a @ (FOQu)=(axp)Ou
Il s’agit ici d’un abus de langage, il n’y a pas associativité puisque le signe © du
membre de gauche de I’égalité est le signe opératoire de la multiplication d’un vecteur

par un réel, alors que le signe X du membre de droite est celui de la multiplication
dans R.

(b) distributivité par rapport a 1’addition des scalaires :

(@+p)Ou=(@ou)d(BFou)

Il s’agit ici aussi d’un abus de langage, il n’y a pas distributivité puisque le signe +
du membre de gauche est le signe opératoire de 1’addition dans R, alors que le signe
@ du membre de droite est celui de I’addition vectorielle.

(c) distributivité par rapport a I’addition des vecteurs : a @ (u P v) = (aQu) B (x O v)
(d) existence d’un élément neutre, le scalaire (réel) 1,telque: 1 Qu =u
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3.13 Quelques propriétés des vecteurs

Soient u un vecteur et k un scalaire :0Q u =0
Démonstration.

0+0)OQu=00u
OCu+0Cu=00u+0
0OQu=0

Soient 0 le vecteur nul et k un scalaire : k © 0 =0

Démonstration.

kOO®0)=kOO0
kO0BDkOO0O=kO0DO
kO0=0

Soient u un vecteur et @ son opposé : it = (—1) O u
Démonstration.

0=00Qu
k©OOo=(k-k)Ou
kOmen) =[k+(-k)]Ou
kOudkGOu=kOud(-k)OQOu
kOu=(-k)Ou
10a=(-1)0Qu
u=(-1)Qu

Soient u un vecteur, 0 le vecteur nul et k un scalaire :
kOQu=0 = k=0ouu=0

Démonstration. Prenons les deux possibilités suivantes :

« Supposons k =0 :

OQu=0
« Supposons k # 0 :
kOQu=0
k'okouw)=k"100
kT 'KHOu=0
u=0
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3.14 Définition des espaces vectoriels

Définition 3.1.10 : Produit cartésien d’ensembles
Soient A et B deux ensembles, leur produit cartésien noté A X B décrit un nouvel ensemble
appelé ensemble produit ou produit cartésien de A par B, constitué de tous les couples
ordonnés (x,y),oux EAety € B:

AXB={(x,y): x€eA,y €B}

Sixe Aety € Balors (x,y) € AX Bet(y,x) € B X A mais en général (y, x) € A X B. Dans
le casou A = B, (x,y) = (¥, x) ssi x =y, donc en général (x,y) # (y, X).

Notation 3.1.3

A X B se lit A croix B. Le produit cartésien n fois d’un ensemble par lui-méme est noté A”,
e. g. A X A est noté A%,

Définition 3.1.11 : Espaces vectoriels, scalaires, vecteurs

Soit K un corps commutatif (habituellement le corps des réels R ou le corps des com-
plexes C), dont les éléments sont appelés scalaires. Considérons un ensemble non vide
& d’éléments notés u, v, w, ... Supposons qu’il existe entre les €léments de € une loi de
composition interne (une application de € X € dans &), notée @, et une loi de composition
externe a gauche sur £ de domaine K (une application de [K X &€ dans €), notée ©, telles
que :

« adeux éléments u et v de &, la loi @ fasse correspondre un élément w de &, noté
u @ v. En outre, la loi @ possede les quatre propriétés du § 3.1.2 page 25.

« aun scalaire o € K et a un élément u de &, la loi © fasse correspondre un élément
de &, noté a © u. En outre, pour § € K, laloi ® possede les quatre propriétés du
§ 3.1.2 page 25.

Les éléments u, v, w, ... sont appelés des vecteurs. La loi @ est appelée addition vectorielle,
et la loi ® multiplication par un scalaire. Le triplet (£, @, ®) noté E, est appelé espace
vectoriel sur le corps K, ou K-espace vectoriel. € est le support de 1’espace vectoriel E et
les lois de composition constituent une structure pour €.

Cette définition dit simplement que la combinaison linéaire de deux vecteurs est encore un vecteur.
La déf. 3.1.2 page 22 définit a la fois ce qu’est une combinaison linéaire de deux vecteurs et ce
que sont les vecteurs.

Remarque 3.1.4

Une conséquence de la définition des vecteurs est que tous les vecteurs ne sont pas représentables par une fleche.

Définition 3.1.12 : Scalaire

En mathématique, un scalaire est un élément d’un corps K servant a définir un K-espace
vectoriel. K est appelé corps de base du K-espace vectoriel. Les scalaires permettent de
définir la multiplication par un scalaire, opération qui prend en entrée un vecteur et donne
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en sortie un vecteur du méme espace vectoriel.

Remarque 3.1.5

Les composantes d’un vecteur sont des scalaires en mathématique en tant qu’éléments du corps R, mais pas en physique puisqu’elles ne
sont pas invariantes par changement de coordonnées.

Définition 3.1.13 : Groupe

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne binaire notée ¥, qui a
chaque paire d’éléments (a, b) € G? associe un élément a¥b € G. La structure algébrique
(G, ) est un groupe ssi V(a, b, c) € G> les axiomes suivants sont vérifiés :

« associativité : ax (bxc) = (axbx)c = axbxc
« existence d’un élément neutre ou élément identité e, tel que : axe = exa = a

« Ya € G da € G, élément symétrique (opposé ou inverse) de a, tel que : a¥a =
axa=e

Le groupe G est abélien (ou commutatif) ssi la loi est commutative : axb = b*a

Exemple 3.1.5 : Les nombres entiers

L’ensemble des nombres entiers relatifs (positifs, négatifs ou nul), noté Z, muni de I’addition
des entiers (Z, +) forme un groupe. En effet V(a,b,c) € Z3, (a+b)+c =a+ (b +c¢),
zéro est 1’élément neutre et pour tout entier a il existe —a tel que a + (—a) = 0. Ce groupe
est abélien puisque a+ b =b + a.

L’ensemble & des vecteurs muni de 1’addition vectorielle, (€, @), est un groupe abélien pour
I’addition vectorielle. Les quatre axiomes de la loi © définissent « ’action » du corps K sur
I’ensemble &.

Notation 3.1.4

Pour simplifier I’écriture, 1’addition vectorielle @ est souvent notée + par analogie avec
I’addition des scalaires. De méme, la multiplication par un scalaire © est souvent notée X,
ou encore on pourra omettre le symbole, par analogie avec la multiplication des scalaires.
Par convention, la loi ® est prioritaire sur la loi .

Si la seconde loi est définie pour tout nombre réel a, nous dirons que I’ensemble € muni des deux
lois @ et © est un espace vectoriel sur I’ensemble des nombres réels, ou R-espace vectoriel, ou
encore espace vectoriel réel. Si la seconde loi est définie pour tout nombre complexe a, nous
dirons que I’ensemble € muni des deux lois @ et © est un espace vectoriel sur I’ensemble des
nombres complexes, ou C-espace vectoriel, ou encore espace vectoriel complexe. Dans ce qui
suit nous nous limiterons aux espaces vectoriels réels.
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3.2 Représentation algébrique

Pour effectuer des calculs sur les vecteurs on dote 1I’espace ponctuel d’un systeme de coordonnées.

Exemple 3.2.1

Dans le cadre de la physique newtonienne, on dote 1’espace d’un systeme de coordonnées
habituellement rectangulaires (O, x, y, z), déf. 1.1.12 page 5.

A I’aide des points de cet espace ponctuel, on peut construire des vecteurs de la facon suivante.
A chaque point A(x4, Va,Z4) de 1’espace ponctuel on associe le vecteur @ = OA, et 4 chaque
vecteur a on associe le point A tel que OA = a. Ainsi en généralisant a n dimensions, il existe
une bijection ¢ entre 1’espace ponctuel E,, et I’espace vectoriel E,,, ils sont équipotents (déf. 1.1.6
page 2) :

¢ . E,—>E,
a— A=g(a)
0+ 0=g(0)

Définition 3.2.1 : Espace ponctuel

Soit & un ensemble d’éléments appelés points et notés A, B, C, ... Supposons qu’a tout
couple (A, B) de points de & pris dans cet ordre, on fasse correspondre un vecteur, noté
AB, la correspondance suivant les trois axiomes :

« Existence d’un vecteur opposé : AB = —BA
« Relation de Chasles : AB + BC = AC
e VOEE Yu€EE, IIMeé, telque OM =u

Nous dirons que I’ensemble & constitue un espace ponctuel a n dimensions, noté E,,.
L’espace vectoriel E,, est appelé espace associé a E,,.

L’ensemble des points correspondant aux valeurs des n coordonnées dans un certain domaine,
constitue le support d’un espace ponctuel a n dimensions. Pour obtenir un espace ponctuel, il
faut structurer cet ensemble en ajoutant la correspondance que nous venons d’énoncer.

Si les axes de coordonnées portent la méme unité on parle d’espace métrique car on peut y définir
une distance (plus généralement une métrique). Dans le cas contraire on parle d’espace affine.

Exemple 3.2.2

En thermodynamique, le diagramme de Clapeyron (P, V) est un espace affine car on ne
peut y définir une distance.

Remarque 3.2.1

Par abus de langage nous dirons que A est I’origine du vecteur AB, et B son extrémité.

Les coordonnées des points A et B définissent le vecteur AB. Dans un espace a trois dimensions,
ce vecteur est associé a un ensemble de six nombres réels ordonnés (X4, Y4, Z4, Xg, YB> Z5)- Nous
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dirons que ce vecteur est /i¢ a son point origine A. Cependant, il n’est pas utile de conserver le
point origine dans la définition des vecteurs, nous supposons qu’ils ont tous méme origine.

En utilisant la relation de Chasles et I’existence d’un vecteur opposé, déf. 3.2.1 page précédente :

AB=A0 + OB
= OB - 0OA

Dans un espace a trois dimensions, on associe au vecteur AB les trois nombres réels ordonnés
(X —X4,YB —Ya>2ZB — Z4), qui sont les coordonnées du point a son extrémité lorsque le vecteur
AB est translaté au point origine O.

Exemple 3.2.3 : Vecteur f dans le systéme de coordonnées rectangulaire (O, x, y, z)

FiG. 3.3 — Coordonnées du vecteur f

Dans le systéme de coordonnées rectangulaire (O, X, y, z), le point a I’extrémité du vecteur f a
pour coordonnées (x Y12 f).

Remarque 3.2.2

Par abus de langage, on parle des coordonnées d’un vecteur pour parler des coordonnées du point a son extrémité.

Les vecteurs ont une existence propre indépendante du systeme de coordonnées. En effet, ils
modélisent la réalité alors que le choix d’un systeéme de coordonnées est toujours arbitraire. Les
coordonnées du point a I’extrémité d’un vecteur dépendent du systeme de coordonnées choisi et
ont par conséquent le méme arbitraire.

Exemple 3.2.4

Une force physique exercée sur quelque chose ne peut dépendre du systeéme de coordonnées
utilisé pour définir le vecteur qui modélise cette force.

Notation 3.2.1
Nous utiliserons la notation indicielle pour les axes et pour les coordonnées :
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Fic. 3.4 — Notation indicielle

Dans le systéme de coordonnées rectangulaire (O, x!, x2, x3), le point & I’extrémité du
vecteur f a pour coordonnées (x}, x}, x}).

3.2.1 Base vectorielle

Nous sommes passés par les coordonnées d’un point pour traiter de vecteurs mais nous pouvons
nous abstraire momentanément de la notion de point. En effet, a chaque systeéme de coordonnées,
qu’il soit rectiligne ou curviligne, orthogonal ou non, nous pouvons associer au plus deux bases
vectorielles :

« en placant un vecteur de base tangent a chaque ligne de coordonnées

« en placant un vecteur de base perpendiculaire a chaque hypersurface de coordonnées
(espace pour lequel une seule coordonnée est constante)

Ces deux bases sont dites réciproques. Nous appellerons « base tangente » la premiere de ces
bases, et « base réciproque » la seconde. Tous les vecteurs de 1’espace associé a ce systeme de
coordonnées peuvent s’écrire d’une maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs de
I’une de ces deux bases.

N z . . . . . - - -
Au systeme de coordonnées rectangulaire en trois dimensions, nous associons les vecteurs 1, J, k

tangents aux lignes de coordonnées, qui forment la base orthonormée (7, 7, 12) dite base canonique,
signifiant ici « la plus simple ». Les autres bases seront définies par rapport a la base canonique
qui préexiste donc souvent de fagcon implicite a toute autre base. Une fois posée, nous pouvons
nous abstraire du systeéme de coordonnées rectangulaires.

Exemple 3.2.5 : Base vectorielle des vecteurs force

. > - .. . e s N
Soient 1, J, k les vecteurs de base unitaires (d’intensité un newton) deux a deux orthogonaux
—>
de I’espace vectoriel des forces de la physique newtonienne. Le vecteur force f s’écrit
. . . s’ . . - - g
sous la forme d’une combinaison linéaire de ces trois vecteurs force 1, J, k :

T =7+ 27+ 3k
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F1G. 3.5 — Le vecteur force comme combinaison linéaire de vecteurs force

—> 5 2
Nous dirons que le vecteur force f se décompose dans la base orthonormée (7, 7, k) de
I’espace des forces, et que les nombres f1, f2 et f3 sont les composantes du vecteur force
—>
f dans cette base.

3.2.2 Repere

En tout point d’un systéme de coordonnées nous associons une base de vecteurs tangents aux lignes

de coordonnées. La base associée au systeme de coordonnées rectangulaire est habituellement
-

noté (1, J, k). Lensemble d’un point et de sa base locale forme un repére.

Définition 3.2.2 : Repere

Dans un espace vectoriel, un repere est la donnée d’un point pris pour origine et d’une
. . . . - = .
base de trois vecteurs. Par exemple en trois dimension (O, 1, J, k).

Définition 3.2.3 : Composantes d’un vecteur

D’apres le th. 3.2.1 page 36, tout vecteur se décompose de facon unique dans une base,
sous la forme d’une combinaison linéaire des vecteurs de base. Les coefficients de cette
combinaison linéaire sont appelés les composantes du vecteur dans cette base.

Remarque 3.2.3

On trouve parfois le terme de « coordonnées » d’un vecteur dans une base a la place de « composantes ». Nous ferons la distinction et
parlerons de coordonnées pour un point dans un systeme de coordonnées.

Exemple 3.2.6 : Base vectorielle tangente associée au systeme de coordonnées polaires

Pour toute base associée a des coordonnées curvilignes, les vecteurs de base forment un
champ de vecteurs fonction des coordonnées (chaque point est ’origine d’une base). Les
vecteurs de base de la base polaire tangente sont pris tangentiels aux lignes de coordonnées
polaires (fig. 1.3 page 5), la base polaire est donc orthogonale et n’est pas définie au point
origine O(0, 0).
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FiG. 3.6 — Vecteurs unitaires de la base polaire orthonormée au point M

Cherchons I’expression des vecteurs de base de la base polaire locale orthonormée (e, €g)
en fonction des vecteurs de base de la base globale orthonormée (i, j).

a)

b)

premiere méthode

En se servant de la figure 3.6, exprimons les vecteurs unitaires de base e, et eg en
fonction de ceux de la base rectangulaire normée (i, j) :

e,(0) = cos(0) i + sin(0) j
{ee(e) = —sin(0)i + cos(0) j

Réciproquement, a partir de la figure 3.6, ou en multipliant par cos(6) I’une des
égalités et par sin(0) 1’autre égalité et en additionnant :

i = e, cos(6) — egsin(0)
J = e, sin(0) + eg cos(0)

seconde méthode

Soit M un point de coordonnées polaires (o, 6) et de coordonnées rectangulaires
(x,y). La transformation des coordonnées polaires vers rectangulaires s’écrit :

x = pcos(6)
) p=20et2r>6020
y = psin(6)

Déterminons les vecteurs unitaires de base e,, et eg en différentiant le vecteur position
r = OM exprimé en coordonnées polaires (o, 0) dans la base rectangulaire normée

i J):
r(x,y)=xi+yj

r(p,0) = pcos(0)i + psin(H) j
or or

dr(p,0) = (%)9 do + (%)p dé

= [cos(B)i + sin(B) jldp + p[—sin(0) i + cos(O) j|dO
Les vecteurs unitaires de la base polaire ont alors pour expression,

e,(0) = cos(0) i + sin(0) j
{ee(e) = —sin(0)i + cos(0) j

etl’ona:
dr(p,6) = dpe, + pdbeg
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Cherchons I’expression du vecteur position en coordonnées polaires (o, 6) dans la base
polaire orthonormée (e, €g) :

r(p,0) = pcos(0)i + psin(O) j
= p[cos(8) i + sin(6) j]|

=pep

Nous aurons besoin de la dérivée des vecteurs de base de la base polaire orthonormée pour
exprimer la vitesse et I’accélération d’un point matériel en coordonnées polaires :

é,(0) = —6sin(6) i + O cos(6) j N €, = Beg

i . . (3.1
€9(0) = —6cos(0)i — Osin(0) j €y = —0e,

Remarque 3.2.4

Les vecteurs force, position, vitesse, accélération, champ €lectrique, etc. appartiennent a des espaces vectoriels différents. En physique
nous ramenons tous ces vecteurs dans le méme espace vectoriel, I’espace géométrique. Ceci est possible car les propriétés mathématiques
de ces vecteurs sont identiques et les régles de calcul que nous verrons (p. ex. produit scalaire) y sont définies de la méme maniere.
Seule leur nature physique distingue ces vecteurs (dimension physique), mais pas leur nature mathématique. Nous les considérons tous
comme des éléments d’'un méme espace vectoriel. Ce faisant, nous procédons a I’assimilation d’espaces isomorphes a 'un d’entre eux.

Notation 3.2.2
En notation indicielle les vecteurs de base sont notés avec un indice en bas :

Remarque 3.2.5

Par abus de langage, on donne le nom de vecteur aux composantes elles-mémes.

Il faut s’assurer que les vecteurs que 1’on utilise pour former une base sont linéairement indépen-
dants, c.-a-d. tels que ’on ne puisse pas exprimer un vecteur en fonction des autres car il serait
redondant.

Définition 3.2.4 : Famille de vecteurs linéairement indépendants d’ordre p

Soient {u;, u,, ..., up} une famille de p vecteurs non nuls d’un espace vectoriel E. Ces
vecteurs forment un systeme linéairement indépendant d’ordre p, ou encore une famille
libre d’ordre p, s’il est impossible de trouver p nombres 4,45, ..., /lp non tous nuls, tels
que :

/‘{,lul +12u2 + .- +/lpup =0

Une famille de vecteurs qui n’est pas libre est dite li€e.
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Remarque 3.2.6

Interprétation géométrique :

Utilisons la représentation intuitive des vecteurs par des fleches. Un ensemble de vecteurs est linéairement indépendant s’il n’est pas
possible de construire une figure fermée avec deux ou plusieurs de ces vecteurs, méme en ajustant leurs longueurs. Aucun vecteur de cet
ensemble ne peut alors étre exprimé comme combinaison linéaire des autres car chacun définit une nouvelle dimension.

Exemple 3.2.7 : Vecteurs linéairement indépendants
Montrons que les vecteurs u,(a,0,0), u,(b, c,0), u5(0,0,d) sont linéairement indépen-
dants :
Aug +Auy, +u; =0
A1 (a,0,0) + 4, (b,c,0) + 45 (0,0,d) = (0,0,0)
(A4ia + A,b, 15¢,43d) = (0,0,0)

La seule solution est 4; = 4, = A3 = 0 par conséquent les vecteurs sont linéairement
indépendants.

Il faut également s’assurer que la famille de vecteur que I’on a choisi pour former une base de
I’espace vectoriel permet bien de générer tous les vecteurs de cet espace. Nous dirons que cette
famille est génératrice, et que chaque vecteur de I’espace vectoriel se décompose sur les vecteurs
de cette famille, ou encore que tout vecteur est une combinaison linéaire des vecteurs de cette
famille.

Définition 3.2.5 : Famille génératrice

Soient {uy, u,, ..., u,} une famille de p vecteurs non nuls d’un espace vectoriel E. Ces
vecteurs forment une famille génératrice ssi

Vv € E, 3,45, ..., 4, ER /v = Liuy + Lu, + - + A,u,

Nous pouvons maintenant donner une définition précise de la notion de base :

Définition 3.2.6 : Base d’un espace vectoriel

On appelle base d’un espace vectoriel E, une famille libre et génératrice de E.

Une définition alternative est possible. Dans un espace vectoriel le nombre maximal de vecteurs
linéairement indépendants (c.-a-d. I’ordre maximal d’apres la déf. 3.2.4 page précédente) est
appelé dimension de cet espace. Par exemple pour une droite n = 1, pour un plan n = 2, pour un
volume n = 3.

Définition 3.2.7 : Dimension d’un espace vectoriel

L’ordre maximal d’un espace vectoriel est appelé dimension de cet espace vectoriel.

Notation 3.2.3

Un espace vectoriel de dimension n, donc d’ordre maximal n, est noté E,,. Ainsi, E; est
une droite vectorielle, E, est un plan vectoriel.
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Définition 3.2.8 : Base d’un espace vectoriel

On appelle base d’un espace vectoriel, tout systeme libre de vecteurs d’ordre maximal.

Notation 3.2.4
Soit un espace vectoriel E,;, sa base canonique est notée (eq, e,, ..., e,) ou (e;).

Théoreme 3.2.1

[_La décomposition d’un vecteur dans une base est unique.

Démonstration. Soient (eq,e,, ..., e,) une base de E,, et soit u un vecteur de E,,. La base étant
par définition génératrice de E,,, le vecteur u est une combinaison linéaire des vecteurs de la
base :
— 1 2 n
u=ue +ue+--+u'e,

Supposons I’existence d’une autre décomposition :
u=ule, +ue,+--- +ue,
Par soustraction :
(u'—ut)e, + (w2 —u)ey + -+ (U —u"e, =0

La base étant libre par définition (les vecteurs de base sont indépendants) :

u'=u,u*=u..,u"=u
La décomposition est donc unique. [
Définition 3.2.9 : Vecteur-coordonnée
Le n-tuple (u!,u?, ..., u™) est appelé vecteur-coordonnée du vecteur u sur la base (e;). On

le note [u],.

3.2.3 Dérivée ordinaire d’un vecteur

Soit v(1) un vecteur fonction de la variable A, si I’on note AA 1’accroissement de A alors 1’ac-
croissement de v s’écrit :
Av = v(4 + A1) — v(Q)
Par conséquent
Av v +42) —v(d)
AL~ AL
Si la limite existe, la dérivée ordinaire du vecteur v(1) par rapport a A est donnée par

do _ . ~4v

a1~ Ao AR
v+ A1) - v(d)
- Al/llr—I>10 Al
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Notation 3.2.5
Les notations suivantes n’ont pas le méme sens :

Av(A)
AL

Av
AL

La premiere indique que le vecteur que 1’on dérive est fonction de 4, la seconde que le
vecteur dérivée est fonction de A.

Lorsque la dérivée est a nouveau une fonction de 4 nous pouvons considérer sa dérivée. Si elle
n

. . d%v L. s L d"v
existe elle est notée " Les dérivées d’ordre n sont notées FYTE

3.24 Continuité et différentiabilité

a) une fonction scalaire f(x) (déf. 3.1.4 page 23) est continue en X si
lim f(x+A4x) = f(x)
Ax—0

De fagon équivalente, une fonction scalaire f(x) est continue en X si pour tout nombre
positif € donné a priori, en particulier lorsque ce nombre est trés petit, nous pouvons
toujours trouver une variation trés petite de la variable telle que la différence de valeurs de
la fonction soit inférieure a ce nombre € donné :

Ve>0,36 >0 telque [Ax|<d = |f(x+4x)—f(x)|<¢e

b) une fonction vectorielle
v(A) = v'(De; + v*(Ve, + V3 (Ve

(déf. 3.1.9 page 24) est continue en A si les trois fonctions v'(1), v3(1), v3(1) sont continues
en A, ou si
li A+ A44) = v(d
Aim v(4 +44) = v(2)

De fagon équivalente, une fonction vectorielle v(4) est continue en 4 si :

Ve>0,36 >0 telque [AA]<d = |v(A+41)—-v(d)|<¢e

Une fonction de la variable 4, scalaire ou vectorielle, est différentiable d’ordre n si sa dérivée
n°™¢ existe. Une fonction différentiable est nécessairement continue mais la réciproque est fausse.

3.2.5 Dérivée partielle d’un vecteur

Soit v(x, y) un vecteur fonction de deux variables scalaires. Lorsqu’elles existent, les dérivées
partielles de v(x, y) par rapport a chacune des variables s’écrivent :

ov . v(x+A4x,y,z) —v(x,y,2) ov . v(x,y+A4y,z) —v(x,y,z2)
— = lim — = lim
0x  Ax—0 Ax dy  Ax—o0 Ay

La continuité et la différentiabilité sont étendues aux fonctions de plusieurs variables.
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a) une fonction scalaire f(x,y) est continue en (x,y) si

AthI;gOf (x +Ax,y + Ay) = f(x,y)

De fagon équivalente, une fonction scalaire f(x,y) est continue en (x,y) si pour tout
nombre positif donné a priori, en particulier lorsque ce nombre est tres petit, nous pouvons
toujours trouver une variation tres petite des variables telle que la différence de valeurs de
la fonction soit inférieure a ce nombre donné :

Ve >0, 36 > Otel que |Ax| < det|dy| <5 = |f(x+Ax,y+A4y) — f(x,y)| <¢€
b) une fonction vectorielle
v(4, 1) = V(A we; + V3(4, we, + v3(1, wes

est continue en (4, ) si les trois fonctions v!(4, 1), V*(1, 1), v3(4, u) sont continues en
(4, 1), ou si

Mlil}}_) V(A + A4 u+ Au) = v(4, u)

De fagon équivalente, une fonction vectorielle v(4, i) est continue en (4, ) si :
Ve >0, 36 > Otel que |[A1] < det|Au| <6 = [V(A+A4u+Au) —v(d,u)| <e¢
Une fonction des variables A, u, scalaire ou vectorielle, est différentiable d’ordre n si ses dérivées
n®me partielles existent et sont continues.
Les dérivées partielles d’ordre supérieur s’écrivent :

o () Ze_ () v sy P 5o
022 dA\a1)’ ouz  du\ou)’ 00 dA\du/)’ OudA  du \ada
Lorsque les dérivées partielles secondes mixtes existent et sont continues, elles commutent

(théoréme de Schwarz) :

v %
oAdu N ouol
3.2.6 Formules de dérivation des vecteurs

Soient a(A1), b(1), ¢(A) trois vecteurs fonction de la variable scalaire A, et soit ¢(1) une fonction
scalaire de A également :

(a+b) d_a+%
d—l(a-b)=a-%+i—z-b
%(axb)—a %+3—; b
dpm=922,%,
(a bxc)=a- bx?u‘“’ 32)(c+3—3-b><c
%[ax(bxc)]: (bx%)+ax(%xc> (Ciux(bxc)
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3.2.7 Base et repere naturels

Il n’existe pas de base globale lorsque le syst¢eme de coordonnées est curviligne. Il est alors
naturel d’utiliser les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées pour définir une base locale en
chaque point.

Définition 3.2.10 : Base naturelle

Soit (xl, x2, ..., x”) un systeme de coordonnées quelconques, curvilignes ou rectilignes,
orthogonales ou non. En un point M, les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées
définissent une base locale appelée base naturelle au point M :

dét 0OOM
Vi=1,..,n € = 35

Remarque 3.2.7

Les bases naturelles sont aussi appelées bases coordonnées ou bases holonomiques.

A T’exception de la base naturelle des coordonnées cartésiennes, les bases naturelles ne sont pas
normées. Les vecteurs de la base unitaire (e;) sont donnés par :

. €;
Vi=1,..,n =g
el
€ = hiei

Définition 3.2.11 : Facteurs de proportionnalité
def
Les h; = |le;|| sont appelés facteurs de proportionnalité.

Remarque 3.2.8

En coordonnées curvilignes, (€;) désigne a la fois la base naturelle du systéme de coordonnées (Xx;) en un point, et le champ de bases
naturelles en chaque point de 1’espace considéré.

Définition 3.2.12 : Repere naturel

(M, e;) est le repere naturel au point M.

Notation 3.2.6

Soient O et O’ deux points fixes et M un point susceptible de se déplacer. Utilisons la
relation de Chasles (3.2) page 29 :

OM =00 +0'M
dOM = dOO' +dO'M
=dO'M

Puisque le point O n’a pas d’importance, nous utiliserons la notation :

dOM =dM
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Exemple 3.2.8 : Base naturelle associée aux coordonnées cartésiennes

La base naturelle des coordonnées rectangulaires (x, y, z) est la base orthonormée (i, j, k).
La base naturelle des coordonnées cartésiennes (x, y, z) est la base normée (e, e, e,).

Exemple 3.2.9 : Base naturelle associée aux coordonnées polaires (p, 6)

En général les vecteurs de base de la base naturelle ne sont pas de norme unité et n’ont pas
tous la méme dimension physique. C’est ce qui distingue la base tangente normée de la
base naturelle.

M (p, )

O x
FiG. 3.7 — Coordonnées polaires (p, 6)
Pour trouver I’expression des vecteurs de la base naturelle polaire (e, €) en fonction

des vecteurs de la base (naturelle) rectangulaire (i, j), il nous faut la transformation des
coordonnées polaires en rectangulaires.

Notation 3.2.7
Cette transformation est notée

(p,0) = (x,y)
Elle s’écrit :

,6) = pcos(6
{x(p) peos®) et 2r> 630 3.2)

y(p,6) = psin(6)

Avec la déf. 3.2.10 page précédente d’une base naturelle :

e — (aﬂ’]) 0OM dx JOM Jy
o= e, = =+ A
dp /g N P dx dp dy 9p
. =<6OM) o, — JOM 0x  50M oy
7\ a0 ), °T "ox 96 dy a6
_ ox, + dy.
N €p = 3p 1 pl _ [e= cos(6)i + sin(0) j - e, = ¢, 33)
ox. O0y. eg = —psin(0)i+ pcos(0)]j eg = peg
€y = %1 + %J

La déf. 3.2.11 page précédente donne les facteurs de proportionnalité suivants :
{hp =1
he =p

Le rayon p ayant la dimension d’une longueur, les vecteurs e, et €g n’ont pas la méme
dimension.
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Sous forme matricielle :

e\ _ [9x/0p ay/dp| (i
€ | 0x/30 dy/d0 | \j
[ cos(0) sin(@) | (i
| —psin(6) pcos(6) | \j
Cette matrice des dérivées partielles s’appelle matrice jacobienne de la transformation de
coordonnées (x,y) — (p, 0). La base naturelle polaire n’est pas normée :

lepll = \eos@) +sin’®) {”ep” .
legl = \/pz sinz(e) + 02 cos2(0) legll = p
En revanche, elle est orthogonale :

€, - €g = [cos(0)i+ sin(0)j] - [—psin(B)i+ p cos(0)]]
= —cos(0)p sin(B) + sin(0)p cos(O)
=0

€9

A
J
Ol 1

Fic. 3.8 — Base naturelle en M en coordonnées polaires (p, 0)

Au point de coordonnées polaires (3, 30°), la base polaire a pour expression :
€, [ cos(30°) sin(30°) | (i
(5 | —35sin(30°) 3 cos(30°) | \j

_ _\/3/2 12 | (i
_—3/2 3V3/2 j

Notez bien que pour p = 3, [le,|| = 1 et [leg]| = 3.
Cherchons I’expression du vecteur position en coordonnées polaires (o, 0) dans la base
naturelle polaire (e, €g) :

r(pa 6) = pep
=pep



Nous aurons besoin de la dérivée des vecteurs de base de la base naturelle pour exprimer la
vitesse et I’accélération d’un point matériel en coordonnées polaires. A partir des relations (3.1)
page 34 et (3.3) page 40 :

e, =e é,=¢€ é, = Oeg
{p P N {p o N {p

€ = peg € = peg + péy éo = peg — pbe,
é, = Gee
; P€o .
€ =— —pbe
0 0 PLe,

Exemple 3.2.10 : Base naturelle associée aux coordonnées cylindriques (o, ¢, z)

z
V/, \y
e P
-0 I
‘M
I
|
I
I
!
4
I
I
i
\\\‘.\) v
N I
P N

X

FiG. 3.9 — Coordonnées cylindriques (o, ¢, z)

La coordonnée p est appelée distance radiale, rayon ou module, ¢ est appelée angle ou
azimut, z est appelée hauteur ou cote. Par analogie aux coordonnées polaires :

e, = cos(¢)i + sin(¢) j €, cos(¢) sin(p) Off1i
eg = —psin(p)i+pcos(p)j = ey | =|—psin(¢) pcos(¢) 0f]j
e; =k e, 0 o 1|l

La norme des vecteurs de la base naturelle en coordonnées cylindriques s’écrit

lesl =1
legll =p
lezll =1

Exemple 3.2.11 : Base naturelle associée aux coordonnées sphériques (7, 6, ¢)

La coordonnée p est appelée distance radiale, rayon ou module, 6 est appelée colatitude, ¢
est appelée longitude. A partir de 1’expression du vecteur position,

OM = xi+yj+zk
= rsin(0) cos(¢)i + rsin(6) sin(¢p) j + r cos(6) k
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_____

Fi1G. 3.10 — Coordonnées sphériques (7, 6, ¢)

nous trouvons I’expression des vecteurs de la base naturelle :

e =0,M e, = sin(6) cos(¢)i + sin(0) sin(¢) j + cos(6) k
e =0M > eg = rcos(0) cos(¢) i+ rcos(0) sin(¢)j — rsin(6) k
ey = IpM ey = —rsin(0) sin(¢) i + r sin(6) cos(¢) j

er

sin(8) cos(¢)

sin(6) sin(¢)  cos(6)
eg | = | rcos(0)cos(¢)

rcos(0) sin(¢p) —rsin(6)
ey —rsin(0) sin(¢) rsin(6) cos(¢) 0 k

La norme des vecteurs de la base naturelle en coordonnées sphériques s’écrit

i

j

le ]l = \/sinz(e) cos2(¢) + sin?(8) sin*(¢) + cos2(6)

legll = \/r2 c0s2(8) cos2(¢) + 12 cos2(8) sin(¢p) + r2 sin?(0)

legll = \/;’2 sin®(8) sin®(¢) + r2 sin?(8) cos2(¢)

levll = /sin2(©) + cos2(6) =1
legll = /2 cos2(@) + r2sin2(6) = | lleall =

legll = r|sin(O)]
legll = \/ r2 sin%(6)

Sauf précision contraire, on se placera toujours dans la base naturelle du syst¢tme de coordonnées
Remarque 3.2.9

=

En annexe 10.2 page 144, on montre I’existence de bases non holonomiques qui ne peuvent étre la base naturelle d’aucun systeme de
coordonnées.
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3.2.8 Opérations sur les composantes

On définit I’addition vectorielle des composantes et la multiplication des composantes d’un
vecteur par un scalaire de sorte que 1’on retrouve les propriétés de la représentation géométrique,
§ 3.1 page 21.

« I’addition vectorielle consiste a additionner les composantes respectives des vecteurs :
— 1,2 .3
udv=(u,u’u’)® (v, v%0v?)
= (u! + vl u? + 03U + V°)
— (wl, w2, w3)
=w
« la multiplication d’un vecteur par un scalaire o consiste a multiplier chaque composante
du vecteur par ce scalaire :
a@u=a0 (u,u?u’)
= (au!, au?, au?®)
_ (01’ 2, v3)

=0

3.29 Propriétés des lois de composition vectorielles
Nous retrouvons effectivement les propriétés des lois de composition du § 3.1.2 page 25 :
« pour I’addition vectorielle. Vu, v, w trois vecteurs

1) commutativité :

udv=(u,u’u’)® (v, v% %)
= (u! + v u? + V3 +03)
= (' +ul, v +ud v +ud)
= (v, 0%, 0%) @ (!, u2, %)
=vu
2) associativité :
u®d v w) = (u',u?u?) @ (v v3)EB(w1 w?, w?)]

ul,u?,ud) @ (v + w', v? + w? v + w?)
ul + ol + whu? + v+ w?ud + 03+ w?)
ul + vl u? + 031 + %) @ (W, w?, w?)
= [(u!, u?,u3) @ (v, 0%, 0%) ]| @ (W, w?, w?)
(udv)dw
=uvdw

(
(
(
(u!
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3) existence d’un élément neutre appelé vecteur nul et noté 0, tel que :

u®d0=(ul,u?,u*)®(0,0,0)
= (u! +0,u* +0,u* +0)
= (ul,u?,u?)

=u
4) pour tout vecteur u il existe le vecteur opposé noté —u, tel que :

ud (—u) = (u',u?,u?) @ (—u', —u?, —u?)

_ (ul —ulu? — 2,8 — u3)

=(0,0,0)

=0
De plus, nous définissons la soustraction vectorielle comme étant 1’addition vectorielle
avec I'opposé :

uv=u®(-v)
« pour la multiplication par un scalaire. V(a, ) € R?

1) associativité :

a@POu=a0[B0o U, u%u?)]
=a O (Bu', Bu?, fu?)
= (aBul, apu?, afu’)
= (ax p) O (u,u?,u?)
=@xp)ou

2) distributivité par rapport a I’addition des scalaires :

@+BOu=(a+p)o u,uu)
= ((a+ Bul, (a + u?, (o + Pu)
= (aul + Bul, au? + pu?, au® + ﬁu3)
= (au!, au?, au®) @ (Bu', Bu?, Bu?)
=[a® (uuru¥)] & [B O (ul, u,u?)]
=(a@Quwd B ou)

3) distributivité par rapport a 1’addition des vecteurs :

a®@edv)=a0 [(u,u?u?)® (v, v v’)]
=a© (u' + vt u? + v ud +0?)
= [a(u! +v),a(u? +v?),a(u’ + v?)]
= (au® + av!, au? + av?, au® + av?)
= (au!, au?, au®) @ (av?, av?, av®)
- a0 (2] ® [ O (o, 07, 7)
=(@Qu)@®(@0v)
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4) existence d’un élément neutre, le réel 1, tel que :

10u=10 (u!,u?,u?)
= (1u!, 1u?, 1u°)
= (u',u?,u?)

=u

3.2.10 Composantes d’un vecteur

Pour introduire les vecteurs nous nous sommes servi d’objets géométriques représentés par une
fleche, mais tous les vecteurs ne sont pas représentables par une fleche. Par exemple les matrices
carrées d’ordre deux a coefficients dans R ou C sont des vecteurs, elles suivent bien la déf. 3.1.11
page 27. En revanche, tout vecteur peut s’exprimer comme une liste ordonnée de nombres qui
sont ses composantes dans une base.

D’apres le § 3.2.1 page 31, a partir d’un systeéme de coordonnées cartésiennes obliques, nous
pouvons construire deux bases réciproques. Choisissons I’'une de ces deux bases, un vecteur peut
y étre projeté de deux fagons : parallelement ou perpendiculairement aux vecteurs de base. En
projetant

« parallelement on obtient les composantes contravariantes du vecteur dans cette base

« perpendiculairement on obtient les composantes covariantes du vecteur dans cette base

Remarques 3.2.1

» les composantes contravariantes dans une base sont égales aux composantes covariantes dans la base réciproque. Ceci est dii
au fait que prendre la parallele a la perpendiculaire a une droite, est équivalent a prendre la perpendiculaire a la parallele a
cette droite

« les composantes contravariantes et covariantes sont confondues ssi la base est orthonormée

Notation 3.2.8
En écriture indicielle, les composantes

« contravariantes sont notées avec 1’indice en haut

« composantes covariantes sont notées avec 1’indice en bas

Théoréeme 3.2.2

Soit E,, un espace vectoriel de dimension n sur le corps K. Alors E,, et K" sont isomorphes.
On écrit E,, = K"

Démonstration. Le th. 3.2.1 page 36 montre qu’a chaque vecteur u € E,,, il correspond relative-
ment 4 une base donnée (e, e,, ..., e,), un n-tuple [u], de K".

Réciproquement, si (uy, Uy, ... , u,,) € K", il existe un unique vecteur u de la forme ulel + u2e2 +
--- + u'e,. La base (e;) détermine une correspondance biunivoque entre les vecteurs de E,, et les
n-tuples de K. De plus cette correspondance conserve la structure d’espace vectoriel :

u =u'e; + u’e, + --- + u"e, correspond (ul,u?,...,u") c.-a-d. [u],

v=1ule +v’e, + -+ 0", correspond (v',v?,...,0") c.-a-d. [v],
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alors a

u+v=(u'+v')e + W +v¥)e,+ -+ W +v"e, correspond [u], +[v],

Va € K, au = (au') e, + (au?)e, + -+ + (au™)e, correspond afu],

Autrement dit

[u]e + [v]e = [u + v]e
klul, = [kul, O

Se donner une base et se donner des composantes contravariantes ou covariantes est équivalent
a se donner un vecteur. Réciproquement, se donner un vecteur c’est se donner une base et des
composantes contravariantes ou covariantes.

La covariance ou la contravariance des nombres d’une suite ordonnée est une condition nécessaire
et suffisante pour former un vecteur. Nous pouvons donner une nouvelle définition des vecteurs :
un vecteur est une suite ordonnée de nombres covariants ou contravariants par changement de
coordonnées. Nous énoncerons cela plus précis€ément au th. 8.10.1 page 134.

Dans une base donnée, nous avons 1’équivalence :

(ula u?, u3) = (uy, U, U3)

Remarques 3.2.2

Lorsque I’on décrit un vecteur en composantes covariantes on parle de covecteur ou de vecteur covariant. C’est un abus de langage, il
n’existe qu’une sorte de vecteur, dont on peut exprimer les composantes de deux fagons différentes dans une base donnée.

Notation 3.2.9

Les notations v et U ne donnent pas d’information sur la variance (le fait d’étre contra-
variantes ou covariantes) des composantes. Nous noterons donc souvent les vecteurs par
leurs composantes, contravariantes ou covariantes :

vt ou U;

Exemple 3.2.12 : Systeme de coordonnées et composantes contravariantes

Au systeme de coordonnées cartésiennes obliques de la fig. 1.1 page 3 nous associons le
repere (O, ey, e,) tel que la base (e, e,) soit normée et les vecteurs de base pris le long
des droites de coordonnées.
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Fic. 3.11 — Composantes contravariantes du vecteur u

Dans cette base, le vecteur u = OM a pour composantes contravariantes ul etu?:
u=ule, +u’e,

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes obliques, les coordonnées d’un point et les compo-
santes contravariantes du vecteur associé sont confondues ssi la base est normée :

1

ul = x},

u? = xi,
Définition 3.2.13 : Composantes contravariantes d’un vecteur
Soit (e;, e,, ... , €,) une base quelconque d’un espace vectoriel E,,. On appelle composantes

contravariantes du vecteur u dans cette base, les quantités ul u?, ..., u" tels que :

u=ule +u’e,+ - +u'e,

n
i=1

= u'le; (idelan)

D’apres la notation 3.2.8 page 46, les composantes contravariantes sont représentées au moyen
d’un indice supérieur.

Les vecteurs ont une existence propre, ils sont indépendants de la base dans laquelle on les
exprime : leur norme, direction et sens ne varient pas par changement de base. Ils sont invariants
par changement de base, seules leurs composantes changent. Pour assurer cette invariance, lors-
qu’on les écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des vecteurs de base, leurs composantes
contravariantes (les coefficients u') doivent se transformer de fagon « contraire » aux vecteurs de
base e;.

Remarque 3.2.10

Les indices de sommation sont dits muets, nous pouvons les remplacer par d’autres lettres :
u'e; = ulej

Les autres indices sont dits libres ou réels.
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La décomposition d’un vecteur en composantes contravariantes est unique dans chaque base et
réciproquement, les composantes contravariantes (ul, uz, ..., u'") représentent un unique vecteur
dans la base (e, e,, ..., e,).

Exemple 3.2.13 : Composantes contravariantes par changement de base

Soit u un vecteur de composantes (X, y, z) dans la base orthonormée (i, j, k). Détermi-
nons ses composantes contravariantes (u!, u?, u®) dans la base (ey, e,, e;) avec e;(a, 0, 0),
e,(b,c,0), e5(0,0,d).

xi+yj+ zk = ule; + u?e, + ule;
= ulai + u? (bi + ¢j) + u3dk
= (u'a + u?b)i+ u?cj + uldk

si bien que :
ula+u’b =x u? =y/c
uc=y = Jud=2z/d
wd=z ul = (x —by/c)/a

Exemple 3.2.14 : Base orthogonale non normée

Soit un point M de coordonnées (6,2). Considérons la base orthogonale non normée
(e;,e,) telle que |le;|| =2 et |ley] = 1.

Y

A
o oM

»
L

|
|
|
|
|
O (S5 (Ij i

FiG. 3.12 — Coordonnées et composantes contravariantes

Dans cette base :
OM = 381 + 232

Les coordonnées (6, 2) du point M et les composantes contravariantes (3, 2) du vecteur
OM dans la base (e;, e,) sont différentes. En coordonnées rectangulaires les vecteurs de
base doivent étre normés pour que les coordonnées et les composantes contravariantes
soient confondues.

Dans ce qui suit, toute base vectorielle est liée a un systeme de coordonnées. Un changement de
systeme de coordonnées implique un changement de base. En revanche, un changement de base
est dii

« soit a un changement de systeme de coordonnées en un point donné

« soit a un changement d’origine de cette base dans ce méme systeme de coordonnées
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Remarque 3.2.11

En physique, le choix d’un systeme de coordonnées est nécessaire mais les équations de la physique doivent étre indépendantes de ce
choix.

La différentielle du vecteur position OM est un vecteur, qui s’écrit dans la base locale :

dOM
dxt

doM =’ dx!
i

Avec la déf. 3.2.10 page 39 de la base naturelle et avec la convention de sommation sur les indices
répétés :
dOM = dxle; (3.4)

Remarque 3.2.12

Dans la base naturelle d’un systeme de coordonnées, et uniquement dans cette base, les éléments différentiels dxt sont 2 la fois :
« les différentielles des coordonnées du point M dans le syst¢éme de coordonnées (O, x)

+ les composantes contravariantes du vecteur différentiel dOM dans le repere naturel (O, €;) associé au systeéme de coordonnées
(x") de centre O.

Exemple 3.2.15 : Vecteurs vitesse et accélération dans la base polaire
En coordonnées polaires, le point M a pour coordonnées (p, 6). Nous avons :

« dans la base polaire orthonormée (e, eg) :

dOM = d(pe,)
= dpe, + pde,
doOM | .
T = pep + pep
v = pe, + péee

« dans la base naturelle polaire (e,, €g), en utilisant (3.4) de la présente page,

dOM = dpe, + dOeg
v =pe, + éee

Dans la base naturelle polaire les composantes du vecteur vitesse ont pour dimensions

ms~lets L
Remarque 3.2.13
En comparant les deux expressions de la vitesse on retrouve (3.3) page 40. Notez que 1’on a aussi :
dOM = d(pe,)
=dpe, + pde,

v = pe, + pé,
et I’on retrouve également :
966

e, =
P p

A partir de I’expression du vecteur vitesse dans la base polaire orthonormée (eo,ep), le
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vecteur accélération s’écrit :
_d . 4
a= a(pep+p eg)
= pe, + pé, + pOeg + p Oeg + pbéy
= fe, + pOeg + pOeg + p Oeg — pbe,
=(B—p9?) e, + (266 +p0)eg

Dans la base naturelle polaire (e, €g), il s’écrit :

a:(p‘—péz)ep+<2';%e+ é)ee
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4.1 Systeme d’équations linéaires

Définition 4.1.1 : Equation linéaire

Une équation linéaire a coefficients réels ou complexes est une expression de la forme

Aul + Au* + -+ Au =a

ou les coefficients A; et la constante a sont des scalaires de R ou C (ou d’un corps K), et

ou les u! sont n inconnues, ou indéterminées ou variables.

Une équation est linéaire ssi elle s’exprime sous la forme d’une combinaison linéaire (déf. 3.1.1

page 22) des inconnues. Soit le systeme de m équations linéaires a n inconnues suivant :

Allul +A12u2 + .- +A1nun = al
A21u1 +A22u2 + .- +A2nun = a2

Apul + A pu? + -+ A u = apy,
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ou par convention, dans le terme A;; le premier indice i est celui de la ligne, le second indice
J est celui de la colonne. Il est inutile de réécrire les inconnues pour chaque ligne. Simplifions
I’écriture de ce systeme en définissant le nouvel opérateur [X] :

Définition 4.1.2 : Opérateur de multiplication matricielle

A A o Ay ut a;

Ay Ay o A u? |t | a

21 22 2n X def 2 42)
_Aml Am2 Amn_ u" A

Remarque 4.1.1

Si toutes les constantes a; sont nulles, le systeme est dit homogene.

Définition 4.1.3 : Matrice

Le tableau d’éléments [A;;] est appelé matrice A.

L écriture des inconnues u' en colonne plutot qu’en ligne est justifiée au § 4.3 page 56. Les
propriétés des matrices découlent naturellement de cette notation et des propriétés des systemes
d’équations linéaires. Un systeme d’équations est représentable sous forme matricielle ssi les
équations sont linéaires.

Notation 4.1.1 : Notation ligne-colonne ou «li co »

Par convention, le premier indice d’un €lément de matrice A;; est son numéro de ligne,
le second est son numéro de colonne. Cette notation est dite li co. Lorsque I’élément de
matrice est noté AJ’- I’indice haut i est celui de la ligne, et I’indice bas j est celui de la

colonne, notation g%)

Définition 4.1.4 : Dimension d’une matrice

La dimension ou taille d’une matrice est son nombre de lignes et de colonnes.

La matrice [A;}],,,, est de dimension m X n ou (m, n), ol son nombre de lignes m est sa hauteur,
et son nombre de colonnes n est sa largeur.

4.2 Addition matricielle

Nous ne considérons que les systemes ayant autant d’équations que d’inconnues, m = n, qui
donnent alors des matrices carrées et qui admettent une solution unique ou aucune solution.

Définition 4.2.1 : Ordre d’une matrice

Une matrice carrée est d’ordre n si elle est de dimension n X n.

Le raisonnement sur des matrices d’ordre deux est facilement généralisable aux matrices d’ordre
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supérieur a deux. Soient les deux systemes d’équations linéaires :

Anul +A12u2 = ¢ Bllul + Blzuz = b1
€
AZIUI +A22u2 = a2 321u1 + Bzzuz = b2

Ces systemes s’écrivent en notation matricielle

A, A ul a B,; B ul b
11 12 X ) _ ( 1) ot 11 D12 |Z( _ ( 1)
Ay Axp u? a, By By u? b,

Additionnons ligne a ligne les deux systemes de départ :

(A1 + Biu' + (A + Bpo)u? = a; + by
(Ay + Byu' + (Ap + Bp)u> = a, + b,

Sous forme matricielle nous obtenons :

Ap + By Ay + By u?

A +B;; A, +Bp, - ul a; + b,
a, + bz

Définissons un nouvel opérateur :

Définition 4.2.2 : Opérateur d’addition matricielle [

A Ax @ By By | det [A1n + By Az + By
Ay Az By By Ay + By Ap+ By

a, Ea b1 (ﬁf a, + bl

On définit de méme la soustraction matricielle par :

ainsi que :

Apn Ap B By, By, Apn =By Ap =By
Ay Ap By By Ay =By Ap =By

Remarque 4.2.1

L’addition et la soustraction de deux matrices de dimensions différentes ne sont pas définies.

4.2.1 Propriétés de I’addition matricielle
Soient A, B, C trois matrices :
1) associativité :

AHBHC =AHEBHC
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2) existence d’un élément neutre appelé matrice nulle, notée 0, dont tous les éléments sont
nuls et telle que :
AHO=A

3) pour toute matrice A il existe une matrice opposée notée A telle que :
AHA=0

Lexistence d’une matrice opposée nécessite donc I’existence d’une matrice nulle. De plus
la soustraction matricielle est 1’addition matricielle avec la matrice opposée :

AHEB=AOB

4) commutativité :
AHEHB=BHA

Notation 4.2.1

L’addition matricielle est habituellement notée + et la soustraction — par analogie avec les
scalaires.

4.3 Multiplication matricielle

4.3.1 Multiplication d’une matrice par un scalaire

Reprenons le systeme d’équations linéaires (4.1) page 53. Nous pouvons multiplier chaque
équation par le scalaire a. Le produit matriciel de la matrice A par le scalaire o sera noté :

aAll OCAIZ OCAln

0CA21 C(Azz C(Az
a X [Aij]mn = "

Ay AAmz 0 AApp

Le scalaire o est une matrice a un seul élément.

4.3.1.1 Propriétés de la multiplication d’une matrice par un scalaire
V(a, B) € R?,
1) associativité :

a(BRA) =(a@xpfHRA

C’est un abus de langage, il n’y a pas associativité car le signe [X] du membre de gauche de
I’égalité est le signe opératoire de la multiplication d’une matrice par un scalaire, alors que
le signe X du membre de droite est celui de la multiplication dans R.
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2) distributivité par rapport a I’addition des réels :

(a+BPRA=(@XAHBXA)

C’est ici aussi un abus de langage, il n’y a pas distributivité car le signe + du membre de
gauche est le signe opératoire de I’addition dans R, alors que le signe [ du membre de
droite est celui de I’addition matricielle.

3) distributivité a gauche et a droite par rapport a I’addition des matrices :
aKAHB)=AHB)XKa=(aXA) H(@XB)
4) existence d’un élément neutre, le réel 1, tel que :
1KIA=A

5) commutativité :
aXA=AK «a

4.3.2 Multiplication de deux matrices

Soient les deux systemes d’équations suivants :

Allul +A12u2 = Cl1 ¢ Bllvl + Blzvz = ul
€
A21u1 +A22u2 =a, BZlvl + BzzUZ = u2

Injectons le second dans le premier :

Ay (B v + Bipv?) + App(By v + Byv?) =
Ay (By v + Bipv?) + Agp(By v + Byyv?) = a,

{(AllBll + A1,By))Ut + (A1 Bry + A1 Byp)v® = a4
(A By + ApBy)v! + (A1 By; + ApByp)v? = a,

Ce systeme s’écrit sous forme matricielle :
vt a,
X =
v? a,

- ul _[=w o B, By, - vt _ ul
u2 a, B21 Bzz UZ u2

En injectant la seconde relation dans la premiere :

S IEW SN

AnBin +ARBy AnBix+ApBy
AnBi +AypBy AyBiy +ApnBy;

Or nous avons aussi :

Apn Ap
Ay Ap

All A12
A21 A22
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On constate I’associativité du produit matriciel et ’on a donc :
An Ap = By By AnBi +ABy ApBip +A;By
Ay Ay By1 By AnBi +ApBy AnBix + AyBy

Chaque élément de la matrice produit est la multiplication d’une ligne de A par une colonne de
B. Par conséquent la condition nécessaire et suffisante pour multiplier deux matrices dans 1’ordre
AB est que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B. Les matrices sont
alors dites compatibles. On justifie ainsi 1’écriture en colonne des inconnues (4.2) page 54.

Notation 4.3.1
La multiplication matricielle est souvent posée comme suit :

By B
| B1 By

An A | |AnBi +AiBy ApBiy +ApBy

Ay A | |A2iBi +AxBy1 ApBip +ApBy

4.3.2.1 Propriétés de la multiplication matricielle

1) associativité :

ARKBRC) =AXBKC=AKBXC

2) distributivité a gauche et a droite par rapport a I’addition matricielle :

AXI((BHC)=AXBHAKXC
BHCOXA=BXAHCKXA

3) en général non commutativité :

AXB#BXA

Notation 4.3.2
Par analogie avec la multiplication des scalaires, la multiplication matricielle est souvent
notée X, ou encore on pourra omettre le symbole.

4.4 Matrice colonne et matrice ligne

Notation 4.4.1
Nous noterons les matrices colonnes et les matrices lignes avec des parentheses plutdt
qu’avec des crochets.

Les éléments de ces matrices sont les composantes covariantes ou contravariantes d’un vecteur.
Les inconnues ui, u» forment un vecteur. Nous avons les deux possibilités suivantes :
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— on pré-multiplie A par une matrice ligne

All A12
<u1 uz> = <A11u1 + A21u2 A12u1 +A22u2)
A21 A22

Le couple ui, u» forme une matrice ligne et le résultat est aussi une matrice ligne.
— on post-multiplie A par une matrice colonne

All A12 u Allul +A12u2

A21 A22 Uu: A21u1 +A22u2

Le couple ui, u» forme une matrice colonne et le résultat est aussi une matrice colonne.

Toute matrice carrée peut prendre en entrée un vecteur colonne (respectivement ligne) et donner
en sortie un autre vecteur colonne (respectivement ligne), autrement dit peut transformer un
vecteur en un autre vecteur du méme type. Notez que nous n’obtenons pas le méme systeme
d’équations linéaires selon que 1’on pré-multiplie ou que 1’on post-multiplie.

Remarque 4.4.1

La notation 4.3.1 page précédente adoptée pour la multiplication matricielle implique que les deux écritures suivantes

@ ()

n’ont pas de sens car les matrices ne sont pas compatibles.

Al Ap
An Ax

Al A
An Ax

4.5 Matrice transposée

Définition 4.5.1 : Matrice transposée

Soit A;; un €lément de la matrice A. La matrice B est la transposée de A ssi :

Vl,] Bl] = A]l

Notation 4.5.1

La transposée de A est notée A”.

Si A est une matrice m X n alors AT est une matrice n X m. Par conséquent la transposée d’une
matrice colonne donne une matrice ligne et réciproquement.
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4.5.1 Propriétés de la transposition matricielle

Soit k un scalaire :

(A+B) =AT + BT

Aan’ =a
(kAT = kAT
(AB)T = BTAT

Si AT = A alors A est symétrique, si AT = —A alors A est antisymétrique.

Exemple 4.5.1 : Transposée d’une matrice 2 X 2
Nous avons :
T
(Anul + A12u2

1 2 = (Allul +A12u2 A21u1 +A22u2)
AZlu +A22u

T
An A u' A Ax
i =<u1 u2>
Ay Ap|\u A Ap
T T
ut A A
u? Ay Ay

Nous retrouvons la propriété (AB)T = BTAT.

4.6 Notation indicielle des matrices

L’ addition matricielle est notée :
Vl,] Clj=A1]+BlJ

Pour la multiplication matricielle (de A par B) nous utilisons la convention de notation ligne-
colonne pour les éléments des matrices. Elle est alors notée :

Vl,] CU = zAikBkj

k
= BijAix
k
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Remarque 4.6.1

Pour la multiplication matricielle, soit le dernier indice de la premiére matrice est égal au premier indice de la seconde matrice, soit le
premier indice de la premiére matrice est égal au dernier indice de la seconde matrice.

Nous avons les équivalences suivantes :

. Ajul +Apu? =a Ay Ay | [ul a
A21u +A22u == a2 A21 A22 uz aZ
Apul + Apu? a; > -
= = & Au=a
AZlul + A22u2 a,
De méme
. Anul +A21u2 = bl All A21 ul bl
Ajiuf = bi 1 2 < =
Alzu +A22u = b2 A12 A22 uz b2
Allul + A21u2 bl N —
= < ATU =b
Alzul + A22u2 b2

Les matrices A;; et Aj; sont transposées I'une de I’autre. Grice a la notation indicielle, démontrons
une propriété de la transposition matricielle.

Théoreme 4.6.1
Soient A = [Aly, et B = [Bl,,, alors :

(AB)" = BTAT

Démonstration. D’une part :
T T
(AB)" = Q] AuBy))
k
T
L

= [C}'i]pm

[Ci;

D’autre part, en posant
{BT =D= [Dij]pn N {Dij = Dji
AT=E= [Eij]nm Ejj = Ji
nous avons :
BTAT = DE
= > (DikEx;j)
k
= > (BiiAjk)
k
= > (AjkB)
k
= [Cji]pm U
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4.7 Matrice identité

Définition 4.7.1 : Matrice identité

La matrice identité ou matrice unité, notée I, est une matrice carrée d’ordre n, telle que
pour toute matrice carrée A du méme ordre :

AlI=]JA=A

Notation 4.7.1
En notation indicielle, la matrice identité d’ordre n s’écrit :

I= [aij]nn

4.8 Inverse d’une matrice carrée

Définition 4.8.1 : Matrice inverse

Une matrice carrée A est inversible s’il existe une matrice carrée B de méme ordre, appelée
inverse de A, telle que :
AB=BA =1

Notation 4.8.1
En notation indicielle :

D AuByj = D BiAkj = 6i;
K X

Notation 4.8.2
La matrice inverse de A est notée AL,

L’inversion matricielle a les propriétés suivantes. Soit k un scalaire non nul :

AahHt=4
(kA)™! = k~lAa™1
(AB)™' =B7'A™!

Théoréeme 4.8.1

[_La matrice inverse est unique.

Démonstration. Supposons B # C telles que :

AB=BA =1
AC=CA=1
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B=BI=B(AC)=(BA)C =IC=C ]
Théoreme 4.8.2
Soient A = [Aly, et B = [Bly,, alors :
(AB)™! = B~141
Démonstration. Par associativité du produit matriciel :
(AB)(B'A™ ) =A(BB)A' =AIA =44 =1
De méme :
(B'A')(4B)=B'(A'A)B=B"'IB=B'B=1I O
Théoreme 4.8.3
Si A est inversible alors AT est inversible et les opérations de transposition et d’inversion
commutent :
(a)" = ()
Démonstration.
AATL =1
(aa ) =17
(A AT =1
4ty ar] (4" = 1ary”
(a7)" [aT(a") | = (aT)”
(a7)" = (@)
Si A™! existe alors on peut prendre sa transposée et (A_I)T existe, donc (AT)_1 existe. U

4.9 Déterminant d’une matrice carrée

Soit le systeme d’équations :

{Allxl +Apx;, =aq L,
Anxy +Apx, = a, L,
On résout par substitution :
{Allxl + Appx, = a4 L,
AnAy An An
A11x1+—x2=—a2 sz_
An An An
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A A
a, A
= = — == L
YT Ay Ay TP 2
(ApAy —A1Ay) X, = Anay —Apa, Ly X Ay
X, = Ay  Ayp Ana —Anag
Ay Ay ApAy —ApAy
Aria; —Aja A,a; — A0
X, = 2141 1142 X, = 2201 124,

ApAy —AnAp ApAyp —ApAn
X, = Apay —Apa X, = Anay —Ana
ApAy —Anfn AnAxp —AnAn
L’expression au dénominateur A;;A,, — Ay1A1,, appelée déterminant de la matrice A, doit étre
non nulle pour que le systeme soit soluble.

Notation 4.9.1
Le déterminant de la matrice A est noté :

A, A
det(A) = 11 12
Ay A
= ApAy —AnAnp
On remarque que I’on a alors :
a; Ap| |An A Al 4| |Ann A
X, = / et Xy = /
ay Ayl |[Axn A Ay ay| [Ay A

Pour trouver I’expression du déterminant d’une matrice carrée 3 X 3 nous définissons d’abord un
mineur d’une matrice.

Définition 4.9.1 : Mineur d’une matrice carrée

Le mineur;;(A) est le déterminant obtenu a partir de la matrice carrée A en supprimant sa
i¢ ligne et sa j° colonne.

Exemple 4.9.1 : Mineur d’une matrice 3 X 3
Soit la matrice carrée
A A Ag
AlAn Ap A
Azl Az Ass
Le mineur,;(A) est le déterminant suivant :
A Anp
Az Az

= Ap1Asy — A1 A
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Nous définissons a présent un cofacteur d’une matrice carrée.
Définition 4.9.2 : Cofacteur d’une matrice carrée
déf i
C”(A) = (—1) Jmlneurij(A)

Exemple 4.9.2 : Cofacteur d’une matrice 3 X 3

En reprenant la matrice de I’exemple précédent :

Cp3(A4) = (=1)’mineur,;(A)
= A3Ap —Ands

Notation 4.9.2
En notation indicielle, le déterminant de la matrice carrée A d’ordre n s’écrit :
n
det(A) = > A;; C;;(A) (4.3)
ljll
= D A;; Ci(A)
j=1

Le déterminant de la matrice carrée 3 X 3 peut s’écrire de 6 facons, correspondant au choix d’une
ligne parmi trois ou d’une colonne parmi trois :

det(A) =A1;C1; + A Cip + A3 C3
= Ay Cy + A Cy + A Cy3
= Az1 C31 + A3 C3p + Ap3 Cs3
=AnCn+A4,1C +A435Cy
=ApCp+ Ay Gy + A3 Cs;
= A13C13 + Ap3 Co3 + A33Cs3

Exemple 4.9.3 : Déterminant d’une matrice 3 X 3

En reprenant la matrice de I’exemple précédent

All A12 A13

Ay Az
Ay Ay Ay =An

A21 A23 A21 A22

12 13

32 A33 A31 A33 ASl A32

Az1 Asy Asg

La différentielle du déterminant n’est pas le déterminant de la différentielle de la matrice. La
différentielle du déterminant (4.3) de la présente page donne :

j
= Z ijCij(A) + ZAiijij(A)

n
=1
n
da
j=1

Jj=1
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Pour une matrice 3 X 3 :

ddet(A) = dA;,Cyy + dACrp + dA3C13 + A dCyy + ApdCry + Ag3dCrs
= dA;1Cpy + dACpp + dA3Cps
+A11d(A2A33 — AAzs) + Apd(AxsAs — AjAsz) + A3d(AAsy — AzAzs)
= dA;1Cpy + dARCrp + dA3Cps
+dA (A1pAs3 — A13Azy) + dAz(AnAss — ApzAsy) + dAp(AnAs; — ApAs)
+dA31(A1243 — A1345) + dAs (A1 Ags — Ag3As) + dAs3(Andy, — Ap4s)
= dA;1Cyy + dACrp + dA3Crs
+dA51Cyy + dACpp + dApCy3
+dA3,Csy + dA3,Csp + dA33Cs3

Notation 4.9.3
En notation indicielle et en généralisant a une matrice d’ordre n :

i=1j=1
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TRANSFORMATION DE COORDONNEES

Sommaire
5.1 Matrice jacobienneetjacobien . . . . . . . .. ... . 0 el 67
5.2 Matrice changementdebase . . .. .. ... ..ttt 72
53 Matrice de passage . . « ¢ v v ¢ v vttt bttt b e e e e e e e 74
5.4 Changementdebasenaturelle . . . ... ... ... .00 eeeenon 75
5.5 Changement de repere . . . . ¢« v v v v v v v v o o o v o o o o o o oo oo 77
5.6 Transformation des composantes d’unvecteur . . .. ... ... ...... 78

5.1 Matrice jacobienne et jacobien

Pour des raisons de lisibilité, dans ce chapitre on se place dans un espace a trois dimensions. La

généralisation a n dimensions est immédiate. Soit T la transformation de I’ancien syst¢éme de
z i N z il

coordonnées (x') vers le nouveau systeme de coordonnées (x/ ) :

T :  Vj=123 x' =x"(x1x%x%) (5.1)
Notation 5.1.1
La transformation T est aussi notée (x!) — (x/").
Si cette transformation est bijective, c.-a-d. si a tout vecteur de son domaine de définition elle
! ! !
fait correspondre un unique vecteur de son ensemble d’arrivée, alors (x1 ,x2x3 ) est aussi un

systeme de coordonnées. Les différentielles des nouvelles coordonnées en fonction des anciennes
s’écrivent :

s 1’
dx! = ox" dx! + ox! dx? + 6_ dx3 v ax!" ax!  oax! 1
dxl I dx3 dx - > 7 [ dx
ax? ax? ax? o 3;‘2 gjccz’ g;cz, 2| (5
< 2/ — => = .
dx? = = dx! + 5 dx? + 5 dx s o7 om dx* [ 5-2)
3/ dx3’ dx dx dx dx3
\dxy = ZL dx! + aai daxc3 aax daxc3 ox1  9x2  9x3



Définition 5.1.1 : Matrice jacobienne d’une transformation

La matrice carrée 3 X 3 des dérivées partielles premieres des nouvelles coordonnées par
. z . . . . i il
rapport aux anciennes, est appelée matrice jacobienne de la transformation (x') — (x/).

ax!  ax!  oax!

axﬁ ax% 6x%
7 ax%  ax%  ox?

6x£ ax% ax%
ax3  ax3 ox3

dx1 dx2 dx3

Notation 5.1.2

.. ) . . axJ’
La matrice jacobienne est aussi notée J [;] .
X
33

En utilisant la convention de sommation sur les indices répétés en haut et en bas 2.1.3 page 15 :

. i
Vj=1,23 do = gy

oxt
— Ji.] dxi
Remarque 5.1.1

Lorsque I’on utilise 1a convention de sommation 2.1.3 page 15 il n’y a plus de notation indicielle ligne-colonne 4.1.1 page 54 car I'indice
sur lequel on somme est toujours 1’indice de colonne, et sa position dépend du terme qui suit.

En prenant le déterminant de chaque terme de (5.2) page précédente :
dx! dx?' dx3' = det(J) dx! dx2 dx3
3 3
H dx!' = det(J) H dx!
i=1 i=1

Notation 5.1.3

On utilisera la notation suivante :

S

. déf
dxi = dQ
i=1

Le produit des différentielles des coordonnées est aussi parfois noté d"x. En coordonnées
rectangulaires uniquement, dQ se confond avec I’hypervolume élémentaire de 1’espace dV.

Avec cette notation :

dQ’" = det(J)dQ
Exemple 5.1.1

En coordonnées rectangulaires et cylindriques :

dxdydz = dppd¢dz
dV = pdQ

p est le jacobien de la transformation des coordonnées cylindriques en coordonnées rectan-
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gulaires.

Définition 5.1.2 : Jacobien d’une transformation

Le déterminant de la matrice Jacobienne est appelé jacobien de la transformation T.

axt  ax!  ax!
Gt ale/ 6x22, 6x23/
€
det(]) — ox ox ox
ox1 ale 6x3,
ax3  ax3 ax3

dx1 dx?2 9x3

En utilisant le symbole d’antisymétrie déf. 2.4.1 page 19 :

axi axi’ axk'
ox! dx2 Jx3
) 1 3.,2" 4.3
defgijk dx* dx~ dx

déf
det(J) ; Ei’j’k’

Oxi dxJ dxk

Définition 5.1.3 : Transformation des coordonnées

Soit (xl, x2, x3) un systeme de coordonnées de 1’espace ponctuel E;. Les 3 équations (5.1)
page 67 sont la transformation de coordonnées T vers le nouveau systeme de coordonnées
(xll, x%, x3l) de I’espace ponctuel Es, ssi la transformation est de classe C? et le jacobien
de la transformation est non nul (la transformation T est alors bijective)

det(J) # 0

Le jacobien étant non nul, nous pouvons inverser la transformation

1 Vi=1,2.3 Xl = xi (xll,le,xy)

T~! a pour matrice jacobienne :

axt  axt  axt

axl  ax2’  ax3
ax%® ox%2  ox?

axl  ax2'  ax3
8x3  ax3 ax3

axl’  ax2’  ax3

En notation indicielle :

. oxt
. i
Vi,j=1,2,3 K = i
Notation 5.1.4
i
La matrice jacobienne est aussi notée K [ a;j, ] .
33
A partir des relations (2.3) page 19,
ﬂaiﬁ:a{ et ai],%:a{

dxk oxt dxk" oxt

(5.3)
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qui s’écrit sous forme matricielle :

JK =KJ=1

ol I est la matrice identité. La matrice K est aussi notée J~!. La matrice jacobienne de la
transformation inverse est égale a I’inverse de la matrice jacobienne de la transformation.

Les matrices jacobiennes étant inverses I’une de 1’autre, il s’en suit que les jacobiens sont
également inverses 1’un de 1’ autre :

det(K) = [det(J)]!

. . N 1s dx . .
Si la transformation est entre reperes rectilignes alors les P sont tous constants et le jacobien est

y
constant. En reperes curvilignes le jacobien est fonction des coordonnées du point.

Exemple 5.1.2 : Matrice jacobienne d’une transformation

La matrice jacobienne de la transformation (p, 8) — (x,y) s’écrit :

] lapx 6ex] _; [cos(@) —p sin(@)]
9oy gy sin(6)  pcos(6)
Elle a pour déterminant :
det(J) = pcos?(8) + psin?()
=p

Cette transformation est bijective pour det(J) # 0, donc pour p # 0, c.-a-d. pour le plan
privé du point origine.
La matrice jacobienne de la transformation inverse (x, y) — (p, 6) s’écrit :

[ -1/2 —-1/2
< op dyp| | x(x*+y?) y(x* +y?)
3,0 6,6 (2427 x(+y?)
[ cos(6) sin(6)
=K _sin(@) cos(6) (5.4)
P P
Elle a pour déterminant :
2 .2
det(K) = cos“(0) 4 Sin (6)
P P

1
e
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Exemple 5.1.3 : Vecteurs orthonormés

En coordonnées rectangulaires :

_cos(e) —p sin(6)
| sin(6)  pcos(6)

Glemio

% cos(6) — % sin(6)
2 sin(0) + % cos(6)

o 2 2
|ul|? = Sju'u! = [z cos(6) — % sin(@)] + [2 sin(6) + %cos(@)]

_ 2, 16
25 25
r -4
) cos(6) —psin(6) 5
D =
| sin(6)  pcos(6) %

-4 3 .
- cos(f) — p sin(6)

‘?“ sin(0) + g cos(6)

- 2 L 2
[v]|> = &;v'v) = [?4 cos(0) — gsin(G)] + [?4 sin(6) + zcos(e)]
_16,9 .
25 0 25
u-v= gijuivj = 5ijuivj
= E cos(B) — g sin(G)] [_?4 cos(B) — z sin(@)]
+ [% sin(6) + %cos(@)] [_?4 sin(6) + gcos(e)]

12 12
u-v=——+—=0
25 25

Exemple 5.1.4 : Espace de Poincaré-Minkowski

Passer dans 1’espace de Poincaré-Minkowski revient a effectuer la transformation :

—

U T s S o
Il
N < X

=
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Cette transformation a pour jacobien :

~.

det(J) =

== )

o o o
o O = O
o = O O

5.2 Matrice changement de base

Tout changement de coordonnées induit un changement de la base associée au systeme de coordon-
nées, donc une transformation des vecteurs de base. Lors d’une transformation de coordonnées,
les vecteurs de base sont les seuls a se transformer, les autres vecteurs restent identiques a
eux-mémes.
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Exemple 5.2.1 : Vecteur vitesse par changement de base

Le vecteur vitesse v d’un mobile ne dépend pas de la base naturelle du systeme de co-
ordonnées dans laquelle on I’exprime (mais il dépend du référentiel). Dans le cas ou ce
vecteur est unitaire vertical dirigé vers le haut, il ne doit pas étre confondu avec le vecteur
de base e, qui lui subira un vrai changement pour devenir e,,. Lors du changement de base
les composantes du vecteur vitesse se transforment de maniere a ce que le vecteur reste
identique a lui-méme.

/
e, ey

@)

el = ell

FiG. 5.1 — Changement de base

Définition 5.2.1 : Matrice changement de base

Soient (e;) et (ej) deux bases d’un espace vectoriel E; ol par convention les indices de la
nouvelle base sont primés. A est appelée matrice changement de base (e;) — (e;/) :

1 2 3
ey = All’ e +A21, e +A3i, e; ey Alr Alr Alr e;
ey =Aye +Ay e +Aye; > |ey|=(4al A2 4 ||e,
— 2l 2 3
ey = A3/ e; +A3/ e +A3/ eé3 ey Aé, A%’ Aé’ e



AL, A2 A3 | (e
Alal, a2, a3 |%a

2 Ay Ay (ezf)ei

Aé’ A%; As_;,; (e3l)ei

ou (ejr),, est le vecteur ej; exprimé dans la base (e;). Nous avons

ey e;
ey |=A4le, (5.5)
ey e3

ou les éléments des vecteurs sont eux-mémes des vecteurs. Avec la convention de sommation
2.1.3 page 15:

Vi=1,23 e =Ae (5.6)

Remarque 5.2.1

La matrice jacobienne et la matrice changement de base ne sont pas des tenseurs, elles ne se transforment pas lors d’un changement
de base. Leurs indices ne sont pas des indices de variance, nous pouvons les placer en haut ou en bas pour utiliser la convention de
sommation.

Le changement de base inverse s’écrit :
1 2/ 3/
e = Bl ey +B1 ey + Bl ey e; ey

1 2/ 3’

’ ’ ’
e; = B% e+ B32 ey +B§ ey e; es

En notation indicielle, .
Vi=1,2,3 ¢ =B e (5.7)

Les matrices A et B sont inverses 1’une de 1’autre :

ey e;

ey |=Ale,

(Y e3
ey
= AB| e,
ez

Donc
AB =1

Faisons de méme en notation indicielle. En changeant les indices muets,
Vi=1,2,3 ¢ =Ae
Vi=1,23 e =Bey
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d’une part,
V] =1,2,3 ej/ = A},ei
= A;/Blc’ek/
= Bik’Aj-/ek/

et d’autre part :
Vj=1,2,3 ej,=5j’fek/

Par conséquent :
Vk,j=1,23  BFAl, =6

5.3 Matrice de passage

La matrice de passage donne la transformation des composantes des vecteurs autres que les
vecteurs de bases, de la nouvelle base vers I’ancienne base.

Exemple 5.3.1

Pour le vecteur vitesse par changement de base (mais pas par changement de référentiel) :

v="
vie; +v2e, + vies = vie; +v¥ ey + v ey
=vl'(Al e, + Ade, + Aes)
+v2' (AL e + Ale, + Ae;)
+v¥ (AL e, + Ade, + Ade;)
= (VllAll, +v2AL + V3'A13,) e
+ (V'A% + VP AL + v AL e,

’ ’ ’
+ (Vl Ai! + V2 A:;I + V3 A:;I) e3

! ! ! 1 1 1
vl =vP Al +vP AL + v AL vl (AL AL A
!/ / li
V2 = V1 A21/ + V2 A22/ + V3 A23/ = V2 = Azl/ A22/ A%/
3 _ 1" 43 2 43 3/ 43
/
v v

Notation 5.3.1
(ejr)e, est le vecteur ej; exprimé dans la base (e;).
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Définition 5.3.1 : Matrice de passage
La transposée de A est appelée matrice de passage du changement de base (e;) — (ej) :

&ar
Ona:
Pler)e (@) (e3)e]
Vi=1,23 vi=PN/
54 Changement de base naturelle

La transformation des vecteurs de base est due a un changement de coordonnées ou a un déplace-
ment de I’origine de la base dans un systeme de coordonnées curviligne. Nous nous placerons

souvent dans la base naturelle du systéme de coordonnées.

oM
Vi=12,3 e = —
J J oxJ
_ oM o
~ Oxt axJ’'
) Ax!
V]—1,2,3 ej/—wei

Ces relations ne sont valables que pour un changement de base naturelle a base naturelle.

Remarque 5.4.1
Ces relations et (5.6) page 73 donnent I’expression des éléments de la matrice changement de base entre deux bases naturelles :
i axt
7= | -
vi,j=1,2,3 Aj, = 37
( dx! N dx? N dx3 . , ,
ell - axl’ e1 axll e2 axl/ e3 e ox Ox dx e
1 axl"  ax!  oaxV 1
) _ ox! 4 ox? 4 ox3 N e | = axl  ax? ax? e
€ = 5y 1T 7 2T G 2 ox2  ox2  ax? ||
dx! dx? ax3 ez 6x’ ax, 6x/ s
e3/ = e1 + e2 + e3 dx3 ax3 ax3
\ ox3' dx3 dx3

C’est la transposée de I’inverse de la matrice jacobienne (5.3) page 69 :

(5.8)
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Remarque 5.4.2

T
Pour des bases naturelles A = (J_l) .

Les transformations inverses s’écrivent :

Vi = 1,2,3 € = g]—)t{
_ OM oxJ'
~ 9xJ' dxi

!

J
Vi=1,23 = %ej, (5.9)

Remarque 5.4.3

Ces relations et (5.7) page 73 donnent I’expression des éléments de la matrice B entre deux bases naturelles :

;!
. j’_ oxJ
Vi, j=1,2,3 B; = ol

Nous avons aussi
B=JT
Exemple 5.4.1 : Rotation d’une base

Soit (e, e,) une base orthonormée du plan. Une rotation d’angle a du systeme de coor-
données transforme cette base en une nouvelle base orthonormée du plan, (e;s, ey) :

e
ey 2

Fic. 5.2 — Rotation d’une base

Déterminons la transformation (e, e,) — (e, ey) :

{ell = cos(a) e; + sin(a) e, ey cos(a) sin(a) | [e;
e, = —sin(a)e; + cos(a) e, e, —sin(a) cos(@) | \e,
ey e
) _ 4@
ey e,

On en déduit les coeflicients AJi-, = dxt/9x)"

A}, = cos(at), A3, = sin(a), A, = —sin(a), A3, = cos(a)
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Le determinant de la matrice A vaut I’unité :
cos(a) sin(a

det(A) = ( (@

—sin(a) cos(a)

= cos?(a) + sin®(a) = 1

Déterminons la transformation inverse (e;s, e,r) — (e, e,). On trouve directement :

e; = cos(a) ey — sin(ax) ey
e, = sin(a) e, + cos() ey

On peut aussi multiplier par cosinus et sinus :

cos(a) ey = cos?(a) ey + cos(a) sin(a) e,
—sin?(a) e; + sin(a) cos(a) e,

] e, = cos(a)e; — sin(a) e,
sin(a) ey =
sin(a) ey = sin(a) cos(a) e + sin*() e, N

{cos(cc) e, = cos(a) sin(a) e; + cos?(a) e,
ou calculer I’inverse de la matrice A. Puisque le déterminant vaut I’unité, 1’inverse est

e, = sin(a)e; + cos(a) e,

égale a sa transposée :
cos(a) —sin(x)

sin(ad) cos(a)

On en déduit les coefficients Bij = 9x/J // dxt:
B2 = —sin(a), BY = sin(a), B2 = cos(a)

Bl = cos(a), i

Changement de repére

5.5
Soient (O, e;) et (O', e;/) deux reperes d’un espace ponctuel. Quelles sont les relations entre les
coordonnées d’un point M exprimées dans chacun de ces reperes ? Nous avons,
e . _—> .
00’ = d'e; OM = x'e;
- . et — .
O0=al ej/ O'M = x/ eJ'/

OM = 00’ + O'M

i, — Al j’
xei—ocei+xf ej/

N | i’ Al

=ae; + x/ Aj/ei

. [

= (a' + x) Aj))e;
. . , P
Vi=1,2,3 xl=oc‘+x1A]l~/

77



Par symétrie :

Vji=1,23 ' =a +xB

Pour un changement de repere naturel, les bases sont reliées par (5.8) et (5.9) page 76 :

: . . i
Vi=1,23 x=da+x X
oxl"
Vj=1,23 X' =+ xi2
dxt
5.6 Transformation des composantes d’un vecteur
5.6.1 Transformation des composantes contravariantes

Les vecteurs ont une signification absolue indépendante de la base dans laquelle on les exprime,
mais les nombres (les composantes) qui les décrivent dépendent de la base utilisée :

. .
— 1
u/ ej/ =ue;

Remarque 5.6.1

Nous suivons la notation 2.1.5 page 16 du prime sur Iindice, Il ne s’agit pas de ’indice j’ mais de la j¢ composante du vecteur dans la
base primée.

A partir du changement de base (5.7) page 73 :

Ve, =uiBl e,
u’ ey = u'B; ey

Les composantes contravariantes se transforment par changement de base selon les relations :

Vi=1,2,3 w =B u (5.10)

Par rapport a la relation précédente, la sommation a lieu sur I’indice bas et non plus sur I’indice
haut, on a donc pris la transposée de B. En composantes contravariantes par changement de base :

’ — nT
WUcon = B U con

Lors d’un changement de base, les composantes contravariantes se transforment par la transposée
de la matrice inverse de A, de facon « contraire » aux vecteurs de base (5.5) page 73. On a
également

— AT,
U con =A UWUcon
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Exemple 5.6.1
Soit la matrice changement de base suivante :
1 -1

A
2 2

Déterminons les nouvelles composantes contravariantes du vecteur v

_\T
v=ANHv
1 -1
_|2
11
LAV
Ly 4
-1
I
3
4

S’il s’agit d’un changement de base naturelle, avec (5.9) page 76 :

=/
u/ e =1u -
Ox!

ej/

Avec

Par changement de base naturelle, les composantes contravariantes se transforment selon :

/

. ] 6xJ ;
Vji=1,2,3 w = —ul (5.11)
ox!
! ! !/
( 1/ axl axl 2 axl 3 1/ 1, 1/
u = u + us + u / dx dx dx
dx1 dx2 dx3 ul ul
Y Y Y oxl  9x2  0x3
, _ 0x ox ox® 5 o _ | oax* ax?  ax? 2
1u® = u' + us + wo = |ut = u
ox1 0x2 ox3 6x31, 6x32, ax33,
’ ’ ’ 3/ ox ox Ox 3
gy Ox¥ oax> , ox® u u
u = u + us+ u axl  ox2  9x3
\ ox1 ox2 ox3
!
ul ul
!
2 =T w2
!
ul ul
En composantes contravariantes par changement de base naturelle :
/
Ucon = JUcon (5.12)

Lors d’un changement de base naturelle, les composantes contravariantes se transforment comme
les différentielles des coordonnées, par la matrice jacobienne J. Donc, dans le cas d’un changement

de base naturelle : T
(a1 =1
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A partir du changement de base naturelle (5.8) page 75 :

in — 1,
ue; = u/ ej/
jl axl e
axj/ l
6xi v

Vi=1,2,3 ul= 37 ul (5.13)

En notation matricielle, en composantes contravariantes :
_ ’
u con — Ku con

Remarques 5.6.1

« u' nest autre que u (exprimé dans la base primée). Le prime désigne ici le méme objet géométrique. Par contre e{ (noté ejr)
n’est pas e;j. Le prime désigne ici deux objets géométriques différents
4 . P . oxt axt 1
» Dans (5.8) page 75 et (5.13) de la présente page, les matrices de dérivées partielles 6_xJ’ e;j et a—xj, u/ sont transposées ’une
X X
de ’autre. La sommation se faisant sur 1’indice répété, elle dépend du terme qui suit

Exemple 5.6.2 : Changement de base normée

Soient (e}, e,) et (e;/, e,) deux bases normées quelconques (Fig. 5.3).

FiG. 5.3 — Transformation des composantes contravariantes

- _—>
Ecrivons I’expression du vecteur OM en composantes contravariantes dans chaque base :
! ’
ul'e; +u? ey = ule; +ue,
!/ ! !/ !
=u! (Bl1 e, + B} ez,) + u? (B21 ey + B3 ez,)

= (ulBll/ + uZBZV) ey + (ulBIZ, + uszzl) ey

Par conséquent :
! ! !
u' = Bl u! + B} u?

!/ !/ !’
u? =B} u' + B u?
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De méme :
ule, + ule, = ul'ey + u'ey
1/ (A1/81 +A21/e2) + uz’ (A1,81 + Azzlez)
(u All/ +u A2,)81 + (u Al/ +u Azz/)ez

par conséquent :
{ =ALul + AL u?

Azl/ul +A2/u
! ! !
u! AL AL ! u! u!
= = AT =Kl
uZ Azll AZZ/ uZ uz u2

Exemple 5.6.3 : Changement de base par rotation

—
Soit le vecteur OM = u'e; + u?e,, déterminons ses composantes contravariantes dans la
nouvelle base (eys, e,/) définie dans I’exercice de rotation d’une base 5.4.1 page 76. En
g
utilisant les coefficients 0x' /dx/ déja calculés :

u!' = BY'u! + BY w2 {ul’ = cos(a) u! + sin(a) u?
=

u? = BYul + B2 u? u? = —sin(a) u! + cos(a) u?

Nous pouvons aussi les déterminer en remplacant les vecteurs de I’ancienne base :

—>

OM = ule; + u’e,
u! [cos(a) ey — sin(a) ey ] + u? [sin(a) ey + cos(a) ey ]

[cos(a) u' + sin(ar) u?| ey + [— sin(a) u' + cos(a) u?] ey

!/ !/
ul'e; +u? ey

Exemple 5.6.4 : Changement de systéme de coordonnées

Dans la base naturelle associée au systéme de coordonnées (x!, x2), soit  un champ de

vecteurs de composantes contravariantes u! = x2 et u> = x!. Quelles sont ses composantes
. / / 7z .

contravariantes (u!, u? ) lors du changement de coordonnées suivant :

¥l = (x2)?
x2 = x1x2
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e en notation indicielle

! !
;o ox! ox!
1 _0X 10X o
ox! 0x2
— 2x2u2
_ 2x2x1
i !
, 0x? dx?
2 OX 1 OX o
ox! 0x2
= x?u! + x!u?

— (X2)2 + (xl)z

e en notation matricielle

La déf. 5.1.1 page 68 de la matrice jacobienne, J [%] ,et (5.12) page 79, u’ = Ju,
X
donnent :
ut’ 0 2x?|[x?
w2 e x|\
det(J) # 0 implique x2 # 0 donc x!" # 0.
ut’ 2xx?
uz’ (xz)z + (xl)z

Par exemple, si u est un vecteur de composantes contravariantes (1, 1), alors :

Exemple 5.6.5 : Changement de coordonnées, de rectangulaires a polaires

Dans la base naturelle orthonormée associée au systeme de coordonnées rectangulaire
(x,y), soit u un vecteur de composantes contravariantes (u*, uY). Quelles sont ses compo-
santes contravariantes (up, ue) lors d’une transformation en coordonnées polaires (p, 6) ?

« en notation indicielle, (5.11) page 79 donnent :

uP = g—iux-l-g—f)uy up :uxCOS(9)+uysin(6)
u® = %9 u* + 99 uw ~ ub = —u” sin(6) + u’ cos(6)
ox dy P



« en notation matricielle, (5.12) page 79 donne :

u =Ju

ul\ cos(6) sin(0) | [u* _ u* cos(0) + u? sin(6)
iy T | _sin(6)  cos(6) W - (—u* sin(6) + w? cos(6)) /p

P P

Siu* =1 etu? =1 alors au point de coordonnées polaires (3, 30°) :

o VER] V3+1

u = -1 =
= 2 2 —_ 2

(ue) ] (1) “1+V3

6

0] X

FiG. 5.4 — Changement de coordonnées, de rectangulaires a polaires

Si u est le vecteur position alors u* = p cos(6) et u¥ = psin(0) :

uf B p cos(6) cos(B) + psin(6) sin(O)
o (—p cos(8) sin(B) + p sin(B) cos(0)) /p

-()

5.6.2 Transformation des composantes covariantes

u

A partir du changement de base (5.10) page 78 :
Vj=1,23 uy=OM-e
= OM - A e
= A/,(OM - &)
Par changement de base, les composantes covariantes se transforment selon :

Vji=1,23 up=ALy

J
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Par changement de base naturelle, les composantes covariantes se transforment selon :

. Ox!
VJ=1,2,3 uj/=—., i
oxJ
( Ox! dx? ox3 . ) ,
ul/_a 1,u1+a 1,142+a 7 Uz dx dx dx
X X X Uy - - -
axt  ax? ax3 T S I
X X X
1Uy = u; + U, + u; = uy | = al al al
2 ax2’ 1 ax2’ 2 ax2’ 3 ax2  ax?  ax?
a 1 a 2 a 3 u axl axz axs
3 = X 1 X 5 X 3 3 ax3’  ax3’  ax3
\ x3' ox3' ox3'

En composantes covariantes :

r_
u cov — Au cov

(5.14)

Les composantes covariantes se transforment comme les vecteurs de base, (5.5) page 73. De

méme :

Vl:1,2,3 uiz(ﬁ/l)-ei

Vl:1,2,3 ui=—.uj,
En notation matricielle, en composantes covariantes :

— !/
uCOV - BuCOV

Exemple 5.6.6 : Changement de base normée

Soient (e, e,) et (e, e5) deux bases normées quelconques (Fig. 5.5). En utilisant la

déf. 8.10.1 page 134 des composantes covariantes :

{ul/ = GK/I - ey

—>
Uy = OM - ey
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FiG. 5.5 — Transformation des composantes covariantes

{uli = O—l\/f . (All;el +A21/ez) N Uy = All/ (m) - €1 +A21/ O—l\/f %)

= OM - (Al A? = AL, OM A%, OM
Uy = - ( ye + 2/92) Uy = Ay e +.A% )
{ull = Alll u; +A21/ [25) Uy All/ Azl/ u; A [Z5]
_ g4l 2 = =
Uy = Ay up + A% up Uy Alz, AZZ, U, U,
De méme :
u; Uy
=B
[Z%) Uy
_ A_l Uy
Uy

Dans une base non normée ou non orthogonale, les composantes covariantes et contravariantes
(selon comment on projette le vecteur sur la base) ne se transforment pas de la méme maniere
par changement de base.

Exemple 5.6.7 : Transformation des composantes par changement de base

Dans la base orthonormée (i, j, k) de 1’espace vectoriel euclidien E3, on consideére les
deux vecteurs u (ul, u?, u3) etv (vl, V2, v3). La base étant orthonormée les composantes
contravariantes et covariantes sont confondues. Effectuons le changement de base qui passe
a la nouvelle base non orthogonale et non normée {e;, (1,1,1),e, (0,1,1),e5 (0,0,1)},
et déterminons les nouvelles composantes contravariantes et covariantes de u et v.

Pour les nouvelles composantes contravariantes :

i+ udj+ulk =ul'e; + u¥ey +u¥ ey
=u i+j+k)+u? G+k)+uk
=uli+(u +u?)j+ (u +u? +u¥)k
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u'=u ul =u
= qu2=u+u? => 2 =2 !
w=u +u? +u’ W =ud —u?
De méme pour v :
vl = !
v? =2 = !
0¥ = 3 — 2

Pour les nouvelles composantes covariantes, en utilisant la déf. 8.10.1 page 134 :

Uy =u-ey uy = (u',u?,u?)-(1,1,1) up = ul +u? +u?
Uy =u-ey = Juy=wu’u}) (0,1,1) = Juy=u*+u}
Uy = U- ez Uy = (ul,uz, u3) -(0,0,1) Uz = u?

De méme pour v :
vy = vt + 0%+ 03
vy =02+ 03

vy =03

Si on a calculé le tenseur métrique de la nouvelle base, une seconde méthode consiste a
passer des composantes contravariantes aux composantes covariantes :

ey ey ey -ey e -ey 321
G €y -eyr €y -eyy ey -ey | = G 2 21
ez - ey ez -ey ey -ey 1 11
— 1 2/ 3/ ! / !
Uy = (u ey +uey+u e3,) - ey Uy = ul e e+ u? ey ey + u3 ey -ey

1 2! 3/ 1 2/ 3/
uzl = (u ell +u ezl +u e3/) . ez/ = uz/ =Uu ell . e2/ +u ez/ . e2/ +u e3/ . ezl
1 2 3 v 2/ 3
Uz = (u ey +u ey +u 831) +e3r Uzr = U €y - ey +u €y - ey +u €3 - ey
1/ 2/ 3/ 1/ 2/ 3/
Uy =u gy +u” gy +u gy uy =3u +2u’ +u

!/ !/ ! !/ !/ !/
=> Juy=ul'gyuy +utgyy +udgyy = Juy =2ul +2u® +ud

v 2 3/ v, 2 3
u3/ =Uu g1’3/ + u g213l + u g3l3/ u3l =Uu + u + u
uy = 3ul +2u? = 2ul +ud —u? Uy = Uy + Uy + Us
> Juy=22ut+2u -22ul+ud—u? = Juy=u,+u;
uy = ut +u? —ul +ud —u? Uy = Us

Déterminons le produit scalaire de u et v. Dans la base d’origine (les composantes contra-
variantes et covariantes sont confondues) :

u-v= u11)1 + U2UZ + U3U3
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Dans la nouvelle base :

!
u-v=uyvt

’ ’
2 + u3lv3

= upvY + Uy
= (ug + Uy + uz3) vy + (uy +uz) (L — V1) + uz (V3 — V)

= U 0] + UyUy + UzU;
ou bien,
u-v=u'vy
=ut vy + u¥ vy + uvy
= u (U + Uy 4 03) + (Uy — uy) (U3 + U3) + (U3 — Up) U3

=u + uv, + Uz3

et le produit scalaire est bien invariant.

Exemple 5.6.8 : Champ de vecteurs en composantes covariantes

Dans le systéme de coordonnées (x!, x2), soit u un champ de vecteurs de composantes
covariantes u; = x? et u, = x'. Quelles sont ses composantes covariantes (1, uy) lors
du changement de coordonnées :

!’
xl' = (x%)? x? =eVxt
2/ 1,.2 = 1 2! /
xX* =x'x x!' =ex® /Vx1
ou ’on a posé € = £1.
 en notation indicielle
—ex? T e ex?
s o = 2 () + _
Uy =gt g 2 (V) 2V Y xV
=
_ axl " 5x2 e €x2/
Uy = ax? U, a2 U, Uy = <€ x1/> 1 0x -1
xV xV

e en notation matricielle

1) premiere méthode
axt ]

D’apres (5.14) page 84, U, = (]_1)Tu, avec J! [axf’

o
—€X €
- NERT
Uy 2( xl/)3 o xl eV x1 0
ox? =
Uy ¢ 0 = 1

vt

2) seconde méthode
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On inverse J donné dans I’ex. 5.6.4 page 81 puis on prend la transposée. Nous

T
obtenons (J™1)" en fonction de x* et x? :
e
Uy _ |62 22 X, _ 0
Uy L 0 X1 1
x2

Exemple 5.6.9 : Transformation des coordonnées rectangulaires en polaires

Dans la base naturelle orthonormée associée au systeme de coordonnées rectangulaire

(x,y), soit w un vecteur de composantes covariantes (ux, uy). Quelles sont ses composantes
covariantes (up, ue) lors d’une transformation en coordonnées polaires (p, 0) :

. {x(p,6>=pcos(e)
' y(p,6) = psin(6)

D’apres (5.4) page 70 :

p=20et2r>6020

cos(0) sin(6)
_ sin(@)  cos(6)
e P

(5.14) page 84 donne :

, T
UWeoy =) u
U, cos(6) sin(6) | [u, Uy cos(6) + uy, sin(6)
Ug —psin(@) pcos(6) | \u, —uyp sin(6) + u,,p cos(6)
Par exemple, si u, = 1 et u,, = 1 alors au point de coordonnées polaires (3, 30°) :

EREE N A A
Up —| 2 2 — 2
Ug -3 3y/3 1 3y/3-3

2 2 2

On vérifie que ’on a bien :

{up =u-e, {up = |lulllle,ll cos (u.e,) u, = V2 x 1 x cos(15°)
ug = ||ullleq| cos (u, eq)

Ug =U- € uez\/zx3><c0s(75°)

\/2+43
v =3 x V3 ) 32+1

2 P
= =>
uo = 33 x Y321 4o = V33

2/2 2




FORMES QUADRATIQUES
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6.1 Définitions

Les carrés des éléments de longueur sont des formes quadratiques (différentielles) dont nous
allons donner la définition.

Exemple 6.1.1 : Carré de 1’élément de longueur dans le plan
(ds)? = (dx)* + (dy)?

Définition 6.1.1 : Monome

Un mondme est un produit de puissances de variables, d’exposants entiers non négatifs,
multiplié par un coefficient non nul réel ou complexe.

Exemple 6.1.2

5x7y est un mondme a deux variables x, y, de coefficient 5.

Définition 6.1.2 : Degré d’un monéme

Le degré d’'un mondme est la somme des exposants de ses variables.

Exemple 6.1.3

Le mondme 5x%y? est de degré 8.



Définition 6.1.3 : Polynéme

Un polyndme est une somme dont chaque terme est un monome.

Exemple 6.1.4
62,3

5x%y%z3 — 2y* + 3 est un polynome.
Définition 6.1.4 : Degré d’un polynome

Le degré d’un polyndme est le degré le plus élevé de ses termes.

Exemple 6.1.5
deg(5x%y?z3 — 2y* + 3) = 11.

Définition 6.1.5 : Polynome homogeéne ou forme algébrique

Un polyndme est homogene de degré r si chacun de ses termes et de degré r.

Exemple 6.1.6

Le polyndome 4x°z2 + 3x3y* — xy3z3 est homogene de degré 7.

Définition 6.1.6 : Forme linéaire

On appelle forme linéaire ou fonctionnelle linéaire tout polyndme homogene de degré 1
par rapport a ses n variables u', u?, ... ,u" :

f@hu?, ..., u") = qyut + au? + - + a,u”

Exemple 6.1.7
Lapplication
fiRP>R
(x,y,z) » ax+ by +cz

est une forme linéaire par rapport a ses trois variables x, y, z. Les scalaires a, b, ¢ sont les
coefficients de la forme linéaire.

Définition 6.1.7 : Forme quadratique
On appelle forme quadratique tout polyndme homogene de degré deux par rapport a ses n
variables ul, u?, ..., u" :

Qul, ..., u") = ajjutul + apulu® + ... + apulu + ayutul + aputu® + - + ayutu”

+ -+ agquul + aputu? + - + ayuu’

Nous ne considererons que les formes quadratiques sur le corps des réels, c.-a-d. telles que leurs
coefficients a;; soient des réels. Les formes quadratiques ne doivent pas €tre confondues avec les
équations du second degré, ces dernieres n’ont qu’une seule variable et les termes sont de degré
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deux ou moins. Nomenclature des formes quadratiques :

Forme quadratique unaire Q(x) = ax?
Forme quadratique binaire Q(x,y) = ax? + bxy + cy?
Forme quadratique ternaire Q(x,y,z) = ax? + bxy + cxz + dy? + eyz + fz?

Définition 6.1.8 : Forme quadratique définie

Si le vecteur nul O est le seul vecteur tel que Q(0) = 0 alors Q est définie ou anisotrope.
Les signes de Q sont tous positifs ou tous négatifs.

Définition 6.1.9 : Forme quadratique indéfinie

S’il existe un vecteur non nul v tel que Q(v) = 0 alors Q est indéfinie, et Q et v sont
isotropes. Q contient a la fois des signes positifs et des signes négatifs.

Définition 6.1.10 : Forme quadratique positive

Si pour tout vecteur u le scalaire Q(u) est positif ou nul, alors Q est positive :

YueE, Q(u)>0

Définition 6.1.11 : Forme quadratique négative

Si pour tout vecteur u le scalaire Q(u) est négatif ou nul, alors Q est négative :

VueE, Qu)<0

Définition 6.1.12 : Forme quadratique définie positive

Une forme quadratique est définie positive ssi elle est définie et positive :

u=0 : Q0)=0
Yu#0 : Qu)>0

Exemple 6.1.8

Dans un systeme de coordonnées quelconque, le carré de la distance est une forme quadra-
tique définie positive.

Définition 6.1.13 : Forme quadratique définie négative

Une forme quadratique est définie négative ssi elle est définie et négative :

u=0: Q0)=0
Yu#0 : Qlu)<o0

Une forme quadratique est donc définie ssi elle est définie positive ou définie négative.
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Définition 6.1.14 : Forme quadratique semi définie

Une forme quadratique est semi définie ssi elle est positive ou négative :

Yu#0 : Qu)>0 ou Qu)<o0

Exemple 6.1.9 : Forme quadratique définie positive

Montrons que la forme différentielle quadratique Q suivante est définie positive :
Q = dx? + 3dxdy + zdy2 + %dy2 + dz?
— 3.V L 74,2 2
= (dx + 2dy) + 4dy +dz

Tous les termes sont des carrés de coeflicients positifs, donc Q est positive et n’est nulle
que lorsque dx = dy = dz = 0, par conséquent elle est définie positive.

Exemple 6.1.10 : Forme quadratique non définie positive

La forme quadratique
Q(x,y,2) = 3x% — 5xy + y* + 22

n’est pas définie positive car Q(1,1,0) = —1

6.2 Matrice symétrique associée a une forme quadratique

[ ax + by/2]
ax? + bxy + cy* = (x y) Y
| bx/2 +cy |

_a b/2|(x
=(x y>_b/2 c] y)

a b/2 c2|(x
ax? + bxy + cxz + dy* + eyz + fz? = (x y z) b2 d el2]|y
c/2 e/l2 f |\z

=ulAu
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Toute forme quadratique peut s’écrire sous forme matricielle

[ 1/..1
ap; dp Qi || U
K} 2
1 2 " az; Qp QGp || U
Q=(u' u u
n
| dn1 A2 Aup | \U
=uTAu

et sous forme indicielle avec la convention de sommation sur les indices répétés :

ap ju/
Clzjuj
Q:(ul 2o un)
apul
i j
= u' (a;u’)
= a;u'ul

uTAu = a;;u'u

Montrons que 1’on peut toujours remplacer la matrice A par une matrice symétrique. L’ égalité
utu) = wu' permet d’écrire :

1 1
Q=ayjulu' + S(a + ayulu? + - + (@, + a, ) ulu®
1 1
+-(an + autul + - + S(@n + autu’ + ...

1
+-(ain + apuul + - + ayuu
. o 1
Posons la matrice symétrique B = E(A + AT)

1
biy =ay, biy=by = 5(012 +ay), etc.

Nous avons
Q = byyulu! 4+ bjulu? + - + by ,ulu”
+byuPul + - + by utu + ...
+by,uul + -+ + by, u"u
et:
b1 by bin u!
by by ban u?
Q= (ul u? u”)
bln b2n bnn_ u”
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avec Vi,j, bl] = b]l

Plus généralement, tout polyndme P des 2n variables u!,u?, ---,u" et v, v?, .-+, 0",
P = ajjutvt+apulv+ - +aulv +anudol + - taguto+ - Fa utol+ - +ag,,uto”

peut s’écrire sous forme matricielle,

[ 1(.1
ap; QA -t Qp ||V
2
Az Gz - Ay ||V
p:<u1 W2 un)
n
[ Gn1 An2 0 Auun [ \U
[ 1/(..1
apy Qap ip || U
2
1 5 n az Az Qp || U
=(v' v v
n
| An1 An2 Aup | \U
=ulAv
= vTAu

et sous forme indicielle avec la convention de sommation sur les indices répétés :

a v
a, vl
p= (ul W2 un) J
apjv!
_ i j
= u' (a;;07)
= al-juivj

uTAv = q;ju'v’

6.3 Réduction de Gauss

Par changement de variables, toute forme quadratique réelle (de coeflicients réels) peut s’écrire
comme combinaison linéaire de carrés de formes linéaires X :

Q = L1 X2+ 1,X5 + - + 1, X?

ou les coefficients 4; valent +1 ou —1, et la matrice symétrique associée est diagonale.
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Exemple 6.3.1 : Réduction de Gauss d’une forme quadratique binaire
Soit la forme quadratique binaire :
Q(x,y) = ax? + bxy + cy?

2 b2

b
:a<x2+axy+my2—my2)+cy2

b\’ b2\ ,
=a<x+%y) +(c—£>y

On pose

= QX,Y) = 1;X* + 1,Y?

Exemple 6.3.2 : Réduction de Gauss d’une forme quadratique ternaire

Soit la forme quadratique ternaire :

Q(x,y,z) =xy+yz+xz
=x(y+2z)+yz
=(x+z)(y+z)—2z°

On pose
{A:x+z > Q(A,B,z) = AB — 22
B=y+z
Puis on pose
{A:X_Y > QX,Y,z) = (X - Y)(X +7) - 22
B=X+Y e

X =i(A+B) X=1(x+y+22)
2 = 2
Y = ~(B-A) Y=-(y-x)

Qx.y,2) = S[(x +y+22) = (= )| X S[(x + y +22) + (y — )] - 2°

=~ (x+y+22) - (- x)? -2
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6.4 Loi d’inertie de Sylvester
Définition 6.4.1 : Indices d’inertie
Le nombre p de coeflicients +1, et le nombre q de coeflicients —1 d’une forme quadratique

réelle sont appelés indices d’inertie de cette forme quadratique.

Théoreme 6.4.1 : Loi d’inertie de Sylvester

Les nombres p et q sont des invariants de la forme quadratique réelle : ils ne dépendent
pas du choix des variables.

Définition 6.4.2 : Signature d’une forme quadratique réelle

Le couple (p, q) est appelé signature de la forme quadratique.

Définition 6.4.3 : Rang d’une forme quadratique réelle

La somme p + q est appelée rang de la forme quadratique.

Une forme quadratique définie positive a pour signature (p, 0), une forme quadratique définie
négative a pour signature (0, q).

Exemple 6.4.1 : Forme quadratique non définie positive
La forme quadratique
Q(x,y,2) = 3x% = 5xy + y* + z2

5
=3<x2—§xy>+yz+z2

5 52 52
=3<x2—§xy+§y2—@y2)+y2+zz

_ _E _E 2 2
= (x 6y> +<1 36)y tz

13
= 3X2 - <E>y2 + Z2

2

a pour indices d’inertie p = 2 et ¢ = 1, pour rang 4 et pour signature (2, 1).
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7.1 Définition d’une application linéaire

On formalise ici la déf. 1.1.5 page 2 d’une application :

Définition 7.1.1 : Application

Soient A et B deux ensembles quelconques. f est une fonction ou une application de A
dans B si chaque élément a de I’ensemble de départ A posseéde une image et une seule b
par f dans I’ensemble d’arrivée B :
f:A->B
ar f(a)=>b

Notation 7.1.1
Si a est un élément quelconque de A on écrira a € A.

f tE—>F
x = f(x)



Définition 7.1.2 : Application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K. Une application linéaire f de
E dans F est une application (ou transformation linéaire ou opérateur linéaire) de E dans F
f tE—-F
u~ f(u)y=vo

qui est linéaire :

« additive : V(u,v) € B>, f(u@®v)= f(u) ® f(v)

« homogeéne de degréun:Vu € E, VA€ K, f(AOu)=10 f(u)

Remarque 7.1.1

Les deux conditions de linéarité peuvent étre remplacées par la seule condition suivante :

V(u,v) eE%LViekK, fAQudv)=10f(u)® f(v)

Notation 7.1.2

L’ensemble des applications linéaires de I’espace vectoriel E dans 1’espace vectoriel F est
noté L (E; F). Uensemble des applications linéaires de E dans E est noté Ly (E).

Une application linéaire est une application d’un espace vectoriel dans un autre espace vectoriel,
ou le méme. Les espaces de départ et d’arrivée ne sont plus quelconques, ce sont des espaces
vectoriels. Elle prend en entrée un vecteur et donne en sortie un vecteur, en conservant les deux
opérations de base d’un espace vectoriel, I’addition vectorielle et la multiplication par un scalaire,
déf. 3.1.11 page 27.

Les applications linéaires préservent la structure d’espace vectoriel. Elles préservent les opérations
de combinaison linéaire des vecteurs (déf. 3.1.2 page 22) car peu importe qu’elles soient appliquées
avant ou apres 1’addition vectorielle ou la multiplication par un scalaire.

Définition 7.1.3 : Morphisme - Homomorphisme !

Un morphisme ou homomorphisme est une application entre deux ensembles structurés
par des lois (deux structures algébriques), ces ensembles étant de méme type, qui préserve
la structure.

Soient deux ensembles munis de lois de composition internes, (E, %) et (F, ¢). Une application
f est un homomorphisme ssi

f :E->F
V(x,y) € B2, f(x % y) = f(x)o f(y)

Une application linéaire est donc un homomorphisme d’espace vectoriel. Un homomorphisme
bijectif est un isomorphisme.

Définition 7.1.4 : Isomorphisme >

Un isomorphisme entre deux ensembles structurés est une application bijective qui préserve
la structure, et dont la réciproque préserve aussi la structure.
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Les ensembles entre lesquels existe un isomorphisme sont dits isomorphes ou équivalents, ils sont
structurellement identiques et ne different que par leur nomenclature. Dans le cas des espaces
vectoriels, les isomorphismes sont les applications linéaires bijectives d’un espace vectoriel dans
I’autre. Une application linéaire bijective de E dans F est donc un isomorphisme de E sur F.

Définition 7.1.5 : Endomorphisme

Une application linéaire de E dans E est appelée un endomorphisme ¢ de E.

a. «Endo » signifiant « dans ».

Dans la condition d’homogénéité de degré un, posons A = 0. En utilisant 3.1.3 page 26 :

fOOu) =00 f(u)
f0)=0
Si f est linéaire alors f(0) = 0. Autrement dit, f(0) = 0 est une condition nécessaire pour que
f soit linéaire. Toute application linéaire donne du vecteur nul une image qui est le vecteur nul.

Nous n’avons besoin que de transformer les vecteurs de base. En effet, la transformation linéaire
d’un vecteur u quelconque s’écrit :

fw) = f(u'e; + u’ey + - + ue,)

=u'f(e)) +uf(ey) + - +u"f(ey)

Exemple 7.1.1 : Homothétie vectorielle

Soit & un scalaire. L’homothétie vectorielle de rapport «,

h.:E—E
xX—a®Ox
est une application linéaire. En effet :
hix)=a®x
hx@y)=aO(x®y)
=@Ox)®(@0y)
= h(x) & h(y)

et,

hA0x)=a®@A0Ox)
=al®x
=10 (@0Ox)
=10 h(x)

Exemple 7.1.2 : Application dérivation
Soit D(R, R) I’espace vectoriel des fonctions de R dans R dérivables, et soit F(R, R)
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I’espace vectoriel des fonctions de R dans R. L’application dérivation,

D->F
fef

qui a toute fonction f de D associe sa dérivée f’ de F, est linéaire. En effet, la dérivée de
la somme de deux fonctions est la somme de leur dérivée,

f+g' =f+¢

et la dérivée d’une fonction multipliée par un scalaire est égale a ce scalaire multiplié par
la dérivée de cette fonction :

(af) =af’

Exemple 7.1.3 : Application intégration

Soit J(R, R) I’espace vectoriel des fonctions de R dans R intégrables, et soit D(R, R)
I’espace vectoriel des fonctions de R dans R dérivables. L’application intégration indéfinie
avec un point de départ d’intégration a fixé,

J—-D

X
s~ [ s
a
qui a toute fonction de J associe son intégrale indéfinie de a a x, est linéaire. En effet,

/a LA + (0] dt = / Cfdi+ / o

et:

/a Af@ldr = / Cfoa

7.2 Transformations actives et passives

Tout systeme d’équations linéaires (déf. 4.1.1 page 53),

an ul + ajp u2 = U1
(0531 ul + (059 u2 = U2

est une application linéaire de chaque vecteur u(u!, u?) vers son vecteur image v(v!, v?). Sous
forme matricielle, elle s’écrit :

ap; Qg u [Y)
ar; dx u2 U2
Au=v
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Sous forme indicielle :
Vj a;ju’ = v/

On vérifie que I’on a bien les propriétés d’additivité et d’homogénéité de degré un qui caractérisent
les applications linéaires :

Aluy +u,) = A(uy) + A(u,) et A(Au) = 1A(u)

L application étant bijective :
detA #0

Les transformations linéaires peuvent étre interprétées de deux facons. Pour donner une représen-
tation graphique a I’action d’une matrice sur un vecteur, nous supposerons que les inconnues sont
les composantes contravariantes d’un vecteur, c.-a-d. les coordonnées des points aux extrémités
des vecteurs.

a) transformation ponctuelle linéaire

(v!, v?) sont les coordonnées du point Q image du point P(u!, u?) dans le méme systéme de
coordonnées. On parle de I’aspect alibi * de la transformation, ou bien d’une transformation
active. La plupart du temps on supposera que 1’on effectue cette transformation.

Exemple 7.2.1 : Transformation d’un vecteur - aspect alibi

Le systeme d’équations

1
vl = —ul — 42
2
1
v2=gul+u2

transforme le vecteur P(2, 1) en son image Q(—3, 5/3).

Q+
+P

FiG. 7.1 — Transformation active : le point P passe ailleurs, en Q

b) changement de systeme de coordonnées

(v', v?) sont les coordonnées du méme point P dans un nouveau systéme de coordonnées.
On parle alors de I’aspect alias * de la transformation, ou bien d’une transformation passive.
Les deux systemes de coordonnées sont reli€s par la relation v = Au.

Exemple 7.2.2 : Transformation d’un vecteur - aspect alias

Pour trouver dans I’ancien systeme de coordonnées, les composantes du vecteur de

3. du latin « ailleurs ».
4. du latin « autrement ».
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base (1, 0) de ce nouveau systéme, on résoud le syst¢me d’équations suivant :

1 1 4 6
1=5u1—4u2 1=(E+g>u1 ulzﬁ
11 2 2 14 2 2
O=-u+u u =_§” u =—11

Pour trouver le vecteur de base de coordonnées (0, 1) on résoud le systéme :

0= -ul - 4u? u! = 8u? W =2
= 8 =

1=yl g2 1=(—+1)u2 ]

3 3 11

FiG. 7.2 — Transformation passive : P vu autrement

Remarque 7.2.1

Un changement de systeme de coordonnées est une transformation de coordonnées passive et n’est pas une transformation de coordonnées
active. Changement (de systeéme) de coordonnées et transformation de coordonnées ne sont donc pas synonymes.

En appliquant une transformation linéaire a un syst¢eme de coordonnées rectangulaires, on obtient
un systeme de coordonnées dont les lignes de coordonnées sont rectilignes et, le plus souvent
(lorsque la transformation n’est pas une simple rotation), obliques (Fig. 7.2).

7.3 Isométrie

Une isométrie ou transformation orthogonale est une transformation linéaire qui conserve la
norme des vecteurs :

[u]? = [[v]?
uTu=v"v
=uTATAu
= ATA|ul?
La matrice A est donc telle que :
AAT =ATA =1
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La transposée de A est donc égale a son inverse :

=> Al=4"

AAT =1
AA L =T

Définition 7.3.1 : Matrice orthogonale

Une matrice est orthogonale ssi elle est inversible et son inverse est égale a sa transposée.

Montrons que le déterminant d’une matrice orthogonale est de carré unité :

AAT =1
an a2 aizf|fan axn as; 100
Ay Qyp Ap||lan ap axn|(=(0 1 0
as; Qs az3/\a;z a3 ds3 0 01

{0%1 +af +aj; =1
a110z1 + 1202 + A1303 =0
La réciproque est fausse, il existe des matrices de déterminant £1 qui ne sont pas orthogonales.

» sidetA = +1 la matrice est dite directe. Par exemple les matrices identité et les matrices
rotation d’un angle 6 autour d’un axe A quelconque sont des matrices directes.

e sidetA = —1 la matrice est dite indirecte.

Le signe du déterminant d’une matrice orthogonale est appelée sa signature.

7.4 Principales transformations linéaires

Les principales transformations linéaires sont les rotations, les inversions, les changements
d’échelle, les réflexions, les transvections, et toutes les combinaisons des ces transformations,
que 1’on obtient par multiplication matricielle (généralement non commutative).

7.4.1 Rotation

Une rotation est toujours dans un plan.

« transformation passive : rotation d’une base

A

¥ N()

O i

FiG. 7.3 — Rotation d’une base autour du point O d’un angle 8 dans le sens trigonométrique
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i’ =icos(0) + jsin(6)
{J’ = —isin(0) + jcos(6)

La matrice Rp(6) rotation autour du point O s’écrit :

i 3 cos(B) sin(0)\ [i
il \=sin@) cos@/\j

La matrice R,(6) rotation d’une base d’un angle 6 dans le sens trigonométrique autour de
I’axe des z s’écrit :

i cos(f) sin(6) 0)(i
J ' |=|—sin(@) cos(®) Of|j
k' 0 0 1)\k

Les rotations sont des isométries de signature det(R) = 1.
« transformation active : rotation d’un vecteur

A

Q

\J

@)

FiG. 7.4 — Rotation d’un vecteur autour d’un point O d’un angle 6 dans le sens trigonométrique

v! = |ul| cos(a + 6) v! = ||lu| cos(cx) cos(6) — ||lu sin(x) sin(O)
v? = |u| sin(a + 6) v? = |u| sin(a) cos(6) + ||ul| sin(6) cos(x)

v? = u? cos(6) + u' sin(0)
vt _[cos(8) —sin(6) u!
2] \sin(@) cos®) | \u?

On retrouve le fait qu’une rotation d’angle 6 d’une base correspond a une rotation d’angle —6
des autres vecteurs.

=
vl =ul 8) — u?sin(6
N { u! cos(8) — u? sin(0)

En notation matricielle :
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7.4.2 Inversion

Une inversion ou symétrie centrale est une symétrie par rapport a un point fixe appelé centre de

symétrie. Elle est définie par la matrice :

-1 0 o0)\[i
0 -1 0 ||j

Les inversions sont des isométries de signature det(Inv) = —1.

7.4.3

Elle est définie par la matrice :

Changement d’échelle

a 0 O0)(i

=lo g of|j

0 0 y)\k

ol

=|8RJ

vk

Les changements d’échelle ne sont pas des isométries, elles ne conservent pas la norme des

vecteurs.

7.4.4

Réflexion ou symétrie orthogonale

En deux dimensions, la réflexion ou symétrie axiale est une symétrie par rapport a une droite. En
trois dimensions, la réflexion ou miroir est une symétrie par rapport a un plan.
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Exemple 7.4.1

Symétrie par rapport a I’axe des x :

Symétrie par rapport au plan (x, y) :

i’y (10 o)fi
i'l=lo 1 ollj
k) \o o -1)\k
i
= J
—k

Les réflexions sont des isométries de signature det(Ref) = —1.

7.4.5 Transvection

Une transvection ou cisaillement est définie par la matrice :
x' 1 m\([x
Yy 0 1/\y
(x + my)
y
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7.5 Transformation affine

En combinant une transformation linéaire et une translation on obtient une transformation affine :
v=Au+b
ou b est un vecteur constant. Pour u = 0, v = b # 0, ce n’est donc pas une transformation
linéaire. Cependant nous pouvons quand méme 1’écrire sous forme matricielle.
Exemple 7.5.1

Dans le cas d’une simple translation, la transformation linéaire est la matrice identité :

vt 1 0 0 b')(ul

vl |01 0 P[]

| o o1 p3||u

1 000 1J\1
ul + b!
_uz+b2
w3

1

Les coordonnées (u!, u?, u>, 1) sont appelées coordonnées homogenes.

7.6 Application bilinéaire

Définition 7.6.1 : Application bilinéaire

Soient E, F et G trois espaces vectoriels sur le méme corps K. Une application bilinéaire B
de E X F dans G est une application qui a deux vecteurs, u dans E et v dans F, associe un

vecteur w dans G,
f EXF—->G

u, v B(u,v)=w
qui est linéaire pour chacun de ses arguments. V(u, v) € E2,(w,x) € F?, VA € K :
1) Best linéaire pour son premier argument,
a) additive : B(u @ v, w) = B(u, w) + B(v, w)
b) homogene de degré un : B(A ® u, w) = AB(u, w)
2) B est linéaire pour son second argument :
a) additive : B(u,w @ x) = B(u, w) + B(u, x)
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b) homogene de degré un : B(u,A © w) = AB(u, w)

Notation 7.6.1
L’ensemble des applications bilinéaires de E X F dans G est noté L (E, F; G). Lorsque
E = Fil est noté LX(E; G).

7.7 Application multilinéaire

Définition 7.7.1 : Application multilinéaire
Soient Ey, E,, ..., E, et F, n + 1 espaces vectoriels sur le méme corps K. Une application
multilinéaire, ici n-linéaire, ¢ de E; X E, X --- X E,, dans F est une application qui a n
vecteurs u, € Ey,u, € E,,...,u, € E,, associe un vecteur v € F,
f EyXE,X--XE,—>F
u,...,u, - e(uy,...,u,) =0

qui est linéaire pour chacun de ses n arguments.

Notation 7.7.1
L’ensemble des applications n-linéaires de E; X E, X --- X E, dans F est noté
L (Ey, Ey, ... ,Ey; F). Lorsque E; = E, = --- = E, il est noté LK (E; F)
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8.1 Histoire de la géométrie euclidienne

Vers 300 av. J.-C., le mathématicien grec Euclide d’Alexandrie rédige un traité de mathématique
constitué de 13 livres, intitulé Eléments de géométrie, dans lequel, entre autres, il axiomatise la
géométrie du plan. Il fonde ainsi ce qui a partir du xvi® siecle sera appelée « géométrie pure »
ou « géométrie synthétique », c.-a-d. la géométrie sans I’utilisation d’un systeme de coordonnées.
Son systeme axiomatique est un ensemble de

— notions primitives, qui sont des objets mathématiques tels que les points, les lignes ou les
plans, qui n’ont pas de propriétés intrinseques et dont les définitions importent peu, si ce
n’est pour se faire une représentation mentale. En revanche, leurs relations mutuelles sont
d’importance pour la théorie

— 5 axiomes (et 5 notions communes qui sont aussi des axiomes) qui sont des propositions
concernant les notions primitives, ces propositions étant supposées vraies et non démon-
trables dans le systeme en question. Ce sont des abstractions issues du monde physique. Le
5¢ axiome est appelé axiome des paralleles et énonce que « Pour une droite donnée et un



point n’appartenant pas a cette droite, il n’existe qu'une seule droite passant par ce point
ne coupant pas la droite donnée »

— postulats (ou conjectures) qui sont des propositions démontrables ou non dans le systeme
axiomatique, c.-a-d. qui sont soit des théoremes du systeme, soit des indécidables du
systeme

— définitions

— propositions démontrées, ou théoremes

En 1899, dans « Grundlagen der Geometrie I'», le mathématicien allemand David Hilbert donne
une formulation rigoureuse et moderne de la géométrie euclidienne. Il montre qu’il faut en fait
20 axiomes pour la géométrie d’Euclide, les axiomes manquants étant contenus implicitement
dans les définitions et figures des Eléments.

On attend d’un systéme axiomatique qu’il soit consistant, on dit aussi cohérent. Il I’est s’il est
impossible d’y démontrer une proposition et son contraire, autrement dit si le systeme ne se
contredit pas. Des lors qu’un systeme contient une contradiction (ou incohérence) logique, tout
peut y étre démontré, et ce systeme perd toute utilité. On souhaite également qu’un systeéme
axiomatique soit complet, ce qui signifie que pour toute proposition P énongable et compréhensible
dans le systeme, I’on puisse démontrer P ou non-P, c.-a-d., si ses axiomes nous permettent
d’engendrer toutes les vérités logiques (tautologies) exprimables dans ce syteme.

Un indécidable d’un systeme axiomatique S est un énoncé formulable dans S mais dont S ne
peut démontrer s’il est vrai ou faux (du type « Je mens. », ou « Cette phrase est fausse. » ). S est
donc complet s’il ne contient pas d’indécidable. Lorsque 1’on découvre un indécidable I dans un
systéme axiomatique S, on peut 1’ajouter aux axiomes de ce systéme et créer ainsi un nouveau
systeme axiomatique S’ dans lequel I n’est plus un indécidable.

Vers 1824, les mathématiciens Carl Friedrich Gauss, Janos Bolyai et Nikolai Ivanovich Loba-
chevsky développent la géométrie hyperbolique dans laquelle le 5¢ axiome d’Euclide est remplacé
par « Pour une droite donnée et un point n’appartenant pas a cette droite, il existe plus d’une
droite passant par ce point et qui ne coupe pas la droite donnée ». En 1868, Eugenio Beltrami
montre que la consistance de la géométries euclidienne implique la consistance de la géométrie
hyperbolique, et réciproquement. Si la géométrie euclidienne est consistante alors la géomé-
trie hyperbolique 1’est aussi. Par conséquent I’axiome des paralleles est indépendant des autres
axiomes, il n’est donc pas nécessaire pour former un systeme axiomatique, en le supprimant on
crée la géométrie absolue. Dans cette géométrie, I’axiome des paralleles peut Etre énoncé mais
ne peut étre démontré, c’est un indécidable. La géométrie absolue est donc incomplete.

En 1931, Kurt Godel démontre les deux théoremes qui portent son nom. Le premier théoréeme
de Godel énonce que tout systeme formel (dont les systemes axiomatiques) effectif (dont le
nombre d’axiomes est fini) assez puissant (dans lequel on puisse faire de 1’arithmétique) est
soit inconsistant donc inintéressant puisque tout y est vrai et faux a la fois, soit incomplet, donc
contient au moins un indécidable. Les systemes formels ne peuvent étre a la fois consistants et
complets. Le second théoreme de Godel énonce que la consistance d’un systeme formel fait partie
de ses indécidables, autrement dit un systéme consistant ne peut savoir qu’il I’est (un homme
saint d’esprit ne peut savoir qu’il I’est, mais il peut le poser comme axiome, ce que fera également
un fou). Godel a donc universalisé 1’incomplétude déja connue pour la géométrie absolue.

Si donc on ajoute un indécidable comme axiome a un systéme S pour en faire un systeme S’, il
existera au moins un autre indécidable I’ dans S’, qui est aussi un indécidable de S.

1. Fondements de la géométrie
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En 1637 René Descartes introduit le systtme de coordonnées rectilignes appelé systeme de
coordonnées cartésien, et montre que les problemes de géométrie peuvent se résoudre par 1’algebre,
fondant ainsi la géométrie analytique. Si on identifie un point a une paire de nombres réels
ordonnés (x;, x,), et la distance entre deux points (x;, X;) et (y1, y,) par4/ (x; — y1)? + (x, — ,)?,
alors tous les axiomes d’Euclide peuvent étre démontrés, ils deviennent des théoremes de la
théorie des nombes réels. En 1870 Félix Klein fait de méme et construit une geométrie analytique
pour la géométrie hyperbolique. Ce n’est qu’en 1957 qu’Emil Artin démontrera que les approches
synthétique et analytique sont équivalentes.

[ étape suivante consiste a remplacer les points par des vecteurs (chapitre 3 page 21) et a introduire
un produit scalaire (chapitre 8.7 page 128) pour avoir une distance et un angle. Nous formons
alors les espaces vectoriels qui permettent de définir les espaces pré-euclidiens (euclidiens et
pseudo-euclidiens) qui sont des espaces plats, sans passer par les axiomes d’Euclide. Rappelons
que la notion de vecteur position dans un espace n’est applicable que si cet espace est plat.

8.2 Métrique de I’espace euclidien

8.2.1 Coordonnées rectangulaires ou cartésiennes normales

Dans ce systeme de coordonnées les lignes de coordonnées sont des droites qui se coupent a
angle droit. Ces systemes de coordonnées ne sont possibles que dans les espaces plats, c.-a-d.
pré-euclidien (euclidiens ou pseudo-euclidiens).

Dans le plan, en coordonnées rectangulaires (x, y) le carré de la longueur, appelée métrique, est
donné par le théoreme de Pythagore :

§2 = x?+y?

C’est la forme quadratique associée au plan en coordonnées rectangulaires :
Q(x, ) = x* +y?
D’apres le § 6.4 page 96, cette forme quadratique a pour signature (2, 0) et pour rang 2. D’apres

la déf. 6.1.12 page 91, elle est définie positive. La loi d’inertie de Sylvester nous dit qu’elle sera
définie positive quel que soit le systeme de coordonnées employé. La métrique s’écrit :

st = gxxx2 + gyyy2

Les coefficients de la métrique, gy = 1 et gy, = 1, sont les composantes du renseur métrique
du plan en coordonnées rectangulaires. En notation matricielle :

ST ¢
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Notation 8.2.1
En notation indicielle avec la convention de sommation sur les indices répétés :

s* = &;jxlx
ou &;; est le symbole de Kronecker (déf. 2.3.1 page 18).

Un tenseur métrique dont toutes les composantes sont constantes n’est possible que dans les
espaces plats (euclidiens et pseudo-euclidiens).

On généralise a I’espace a trois dimensions, en coordonnées rectangulaires (x, y, z) la métrique
est donnée par la double application du théoreme de Pythagore, d’abord dans un plan puis dans
I’espace :

2= (Vx4 )2) +722

= x2 4 y? + z?

= 8xxX” + 8yyy? + 8222°
1 0 Offx

=(x y z) 01 0fly
0 0 1|\z

= §;x'x/

Zxxs 8yys 8zz sont les composantes du tenseur métrique de I’espace euclidien en coordonnées
rectangulaires. La forme quadratique associée a I’espace euclidien en coordonnées rectangulaires

Q(x,y,z) = x>+ y* + 22

a pour signature (3,0) et pour rang 3. La signature est souvent donnée sous forme explicite
(+ + +). Elle est définie positive. La métrique de I’espace de la physique newtonienne est donc
une forme quadratique définie positive. Pour pouvoir I’intégrer le long d’une courbe, la métrique
est donnée sous forme différentielle :

ds? = dx? + dy? + dz?

ds? est le carré de I’élément de longueur (élémentaire dans le sens de infinitésimal).

Remarque 8.2.1
L'opérateur carré est prioritaire sur celui de différentiation ou de dérivation. Ainsi dx? = d(xz) et non (dx)z, et ’on a par exemple :
dx?
—-— =2x
dx
dx? = 2xdx

dx? est donc un infiniment petit du premier ordre. En toute rigueur il faudrait donc écrire
(ds)* = (dx)* + (dy)* + (dz)?

pour le carré de la distance infinitésimale qui est un infiniment petit du deuxiéme ordre (alors que ds est un infiniment petit du premier
ordre). Néanmoins nous supprimons les parenthéses pour alléger la notation, la confusion étant peu probable.
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8.2.2 Coordonnées cartésiennes

Dans ce systeme de coordonnées cartésiennes (rectilignes), les lignes de coordonnées sont des
droites. Dans I’espace ponctuel E,;, soit M un point de coordonnées (x!, x?, ..., x™). Supposons
que I’on puisse écrire les n équations suivantes,

Vi=1,...,n xt= iy y?, .9

ou les n fonctions f (et par conséquent les n fonctions g qui suivent) sont des fonctions continument
différentiables des n variables y. Supposons également que le déterminant fonctionnel de ce
systeme d’équation soit non nul, autrement dit supposons que ces fonctions soient indépendantes
les unes des autres de sorte que I’on puisse résoudre les n équations précédentes et écrire :

Vi=1,...,n yi=gi(x!, x%, ..., x")
Si les fonctions f sont toutes linaires alors les systémes de coordonnées (x*) et (y*) sont rectilignes,

sinon, au moins I’un des deux systémes est curviligne.

Montrons ici que ces systemes de coordonnées peuvent toujours se ramener par changement de
variables a un systeéme de coordonnées rectangulaires. Rappelons que les coordonnées cartésiennes
ne sont possibles que dans les espaces plats c.-a-d. pré-euclidiens (euclidiens et pseudo-eucli-
diens).

0 X x
FiG. 8.1 — Coordonnées rectangulaires (x, y) et cartésiennes (X, y)

Transformation des coordonnées cartésiennes en rectangulaires

X =X+ ycos(a)

T
y = ysin(a)

Transformation des coordonnées rectangulaires en cartésiennes

=l
Il
=

X =x—ycos(a) —
T - y N tan o

sin(a@)

<
Il
<
Il
<

sin(cr)
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En coordonnées cartésiennes la métrique du plan s’écrit :
ds? = dx? + dy?
dx . ox ,.\> [(dy .. dy .\

= [dx + cos(a)dy]* + [sin(a)dy]*

= dx? 4 2 cos(a)dxdy + cos?(a)dy? + sin’(a)dy?

= dx? + 2 cos(a)dxdy + dy? (8.1)
En coordonnées cartésiennes (et cartésiennes normales), la métrique est une somme a coefficients
constants, ici 1 puis 2 cos(a) et a nouveau 1. Une conséquence de la réduction de Gauss est que la

métrique en coordonnées cartésiennes peut toujours se ramener a une métrique en coordonnées
rectangulaires.

Sous forme différentielle, la métrique s’écrit :
dS2 = gxxdxz + 2gx}7dXd_)_) + gyyd_)_)z

8xxs 8xy» 8yy sont les composantes (constantes, ¢.-a-d. non fonction des coordonnées) du tenseur
métrique du plan en coordonnées cartésiennes.

8.2.3 Coordonnées curvilignes

Dans ce systeme de coordonnées qui peut étre orthogonal ou oblique, les lignes de coordonnées ne
sont pas des droites. Au moins un coefficient de 1a métrique (une composante du tenseur métrique)
est fonction des coordonnées. La métrique ne peut étre donnée que sous forme diftérentielle car
elle varie d’un point a 1’autre.

8.2.4 Coordonnées orthogonales

Dans ce systeme de coordonnées qui peut étre rectiligne ou curviligne, les lignes de coordonnées
se coupent a angle droit. La métrique ne contient que des carrés, elle n’a pas de terme croisé (ou
rectangle), du type xy.
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8.2.5 Coordonnées obliques

Dans ce systeme de coordonnées qui peut étre rectiligne ou curviligne, les lignes de coordonnées
ne se coupent pas a angle droit. La métrique contient au moins un terme croisé.

8.2.6 Coordonnées polaires

C’est I’archétype des systemes de coordonnées curvilignes orthogonales du plan. En faisant
varier la distance radiale a I’origine p et I’angle 6 on parcourt I’ensemble des points du plan. Les
coordonnées polaires (p, 8) forment donc un systéme de coordonnées pour le plan. Pour le mettre
en place, il faut se donner les mémes éléments que pour le systeme de coordonnées rectangulaires
en deux dimensions, c.-a-d. deux points du plan (le centre du systeme et une direction) et une unité
de longueur. Il n’est pas nécessaire de se donner une unité d’angle car le tour et ses fractions sont
des unités naturelles, en revanche il faut se donner une orientation (un sens de parcours positif
pour les angles). Ce systeme de coordonnées est dégénéré (déf. 1.1.11 page 4) a I'origine des
coordonnées, en ce point 1’angle 0 est indéterminé, cependant la dégénéréscence est facilement
levée en passant en coordonnées rectangulaires.

La transformation des coordonnées polaires en rectangulaires est donnée en (3.2) page 40. La
transformation des coordonnées rectangulaires en polaires s’écrit :

( .
arctan six>0

arctan

T - {P (x,y) =Vx2 +y? arctan

avec atan2(y, x) = 1
0 (x,y) = atan2(y, x)

N— N

+7msix<Oety=0

RiexIwxI<

)—ﬂﬁx<OMy<0
+%mx=0my>0

—%$x=0my<0

(indéfiniesix =0ety =0
En coordonnées polaires la métrique du plan s’écrit :
ds? = dx? + dy?

2 2
= (g—zdp+g—;de> +<g—zdp+ %de)
= [cos(B)dp — p sin(@)d@]2 + [sin(8)dp + p cos(@)de]2
= cos2(8)dp? + p? sin?(6)d6? — 2p cos(8) sin(8)dpd8
+ sin?(8)dp? + p? cos?(6)d6? + 2p cos(8) sin(8)dpd8
= dp? + p%d6? (8.2)
= gp,odp2 + good6?
8pp = letggg = p? sont les composantes du tenseur métrique du plan en coordonnées polaires.
La composante ggg est fonction de la coordonnée p. Le changement de coordonnées polaires
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en rectangulaires (3.2) page 40 permet de retrouver un tenseur métrique avec des composantes
constantes, caractéristiques d’un espace plat.

8.2.7 Coordonnées cylindriques

Elles sont identiques aux coordonnées polaires, avec la coordonnée supplémentaire z. C’est un
systeme de coordonnées curvilignes orthogonales pour I’espace plat a trois dimensions. Lorsqu’on
I’utilise en deux dimensions pour une surface cylindrique en fixant p, le centre du systeme de
coordonnées n’appartient pas au cylindre. Pour que le centre du systeme de coordonnées soit
sur la surface cylindrique, on peut la dérouler pour en faire un plan, et utiliser les coordonnées
rectangulaires ou polaires a sa surface. Les lignes de coordonnées sont alors des droites du plan,
mais aussi des courbes dans I’espace a trois dimensions dans lequel est plongé le cylindre.

Transformation des coordonnées cylindriques en rectangulaires

x = pcos(¢)
T y = psin(¢) p =0, 0< ¢ <2m, —0 <z’ <4
z=2z

Transformation des coordonnées rectangulaires en cylindriques

p=Vx*+y?
T ¢ = atan2(y, x)
z'=z

La surface de coordonnée p = ¢3%

La surface de coordonnée ¢ = ¢
La surface de coordonnée z’' = ¢

est le cylindre d’axe z.
est le demi-plan limité par I’axe z.
est le plan parallele au plan (x, y).

ste

Ste
En coordonnées cylindriques la métrique s’écrit :
ds? = dx? + dy? + dz?

2
_<8xd

f (®Q1+a¢d¢+ayd )

(G Foor )

= [cos(¢)dp — psin(p)d¢]* + [sin(¢)dp + p cos($)dg]” + dz'z
= dp? + p?d¢? + dz?

¢
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8.2.8 Coordonnées sphériques

C’est aussi un systeme de coordonnées curvilignes orthogonales pour 1’espace plat a trois dimen-
sions. Lorsqu’on I’utilise en deux dimensions sur une sphere en fixant le rayon r, le centre du
systeme de coordonnées n’appartient pas a la sphere. Contrairement au cylindre, nous ne pouvons
pas dérouler la sphere pour en faire un plan.

Transformation des coordonnées sphériques en rectangulaires

x = rsin(6) cos(¢)
T y = rsin(0) sin(¢) r>=0, 0<06<m, 0<¢p<2rm
z =rcos(6)

Transformation des coordonnées rectangulaires en sphériques

r=4x24+y2+2z2
T : 0 = atan2 (\/ x2 +y2,z)

¢ = atan2 (y, x)

Pour trouver I’expression de la métrique en coordonnées sphériques, partons de son expression
en coordonnées rectangulaires :

ds? = dx? + dy? + dz?
En différentiant la transformation T :

dx = 0,xdr + 0gxdb + Jgx d¢g dx =sin6cos¢pdr + rcos 8 cos pdb — rsinOsin p dp
dy = 0,ydr + 0gydO + 93y d¢ = dy =sinOsingddr + rcos Osinpdb + rsinOcos ¢ dg
dz = d,zdr + dgzd0 + 93z d¢ dz = cos0dr —rsin6do

La somme des carrés donne I’expression cherchée :

ds? = dr? 4 r2d6? + r? sin%(0) d¢? (8.3)

Transformation des coordonnées sphériques en cylindriques, et cylindriques en sphériques

p = rsin(6) r=w/p2+z2

z =rcos(6) 0 = atan2 (p, z)
¢=¢ ¢=¢

Dans un systéme de coordonnées générales, la métrique de 1’espace euclidien en trois dimensions
s’écrit :

ds? = gy1(dx1)? + 2g;,dxtdx? + 2g753dxtdx® + g,5(dx?)? + 2g,3dx2dx3 + g33(dx3)?
= g;;dx'dx/

gij est ici le tenseur métrique euclidien.
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8.3 Longueur d’une courbe

Dans I’espace euclidien de dimension trois, la longueur I"' d’une courbe décrite par un point M
entre les abscisses curvilignes s et s telles que s; > s, est donnée par I’intégrale de 1’élément
de métrique ds de I’espace euclidien. En coordonnées rectangulaires (x, y, z) :

aer 51
Fé/ ds

So

=81 —5

$1
= / Vdx2 + dy? + dz2
So

8.4 Géodésiques de I’espace euclidien en coordonnées rectangulaires

A partir de la déf. 1.3.1 page 9, montrons que les géodésiques du plan sont des droites.

Exemple 8.4.1

Dans le plan cherchons 1’équation y = y(x) d’une géodésique entre les points A et B :

B
5/ ds=0
A
B
5/ 7/ dx2 +dy3(x)=0
A
XB 2
o) \/1+dy(x)dx=0
. dx?
‘A

dyz(x) — Cste
dx?
y(x)=ax+b

ol a et b sont des constantes.
Cherchons I’équation de la géodésique sous forme paramétrique, de parametre p :

5/Bds(p)=0

A
B

4 /A \/ dx%(p) + dy*(p) =0

PE - [dx2(p) = dy2(p)
5/pA \/ ap? + dp? dp=0
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Si I’intégrale d’une fonction est extrémale, il en va de méme du carré de cette fonction ou
de n’importe quelle puissance de cette fonction :

B B
5/ Fdp=0 =N 5/ F’dp=0
A A

Remarque 8.4.1

De fagon générale, on peut remplacer la fonction dans I’intégrale par une fonction monotone (fonction croissante ou décroissante)
de cette fonction sur I’intervalle [A, B] :

B B
5/ Fdp=0 o 5/ F(F)dp =0
A JA

Notation 8.4.1

Dans ce qui suit nous désignons par un point la dérivée par rapport a un parametre p
quelconque.

Posons x = x! et y = x?, et prenons le lagrangien

£ =x*(p) + y*(p)
= (x1)2%(p) + (x*)*(p)

en conservant la condition £ > 0. Nous obtenons le systeme des deux équations d’Euler-
Lagrange :

) d (0L 0L
Vi=1,2 Tp(ﬁ)_ﬁ_
d ,_..
@(2x1)=0
=0

L accélération par rapport au parametre p est nulle. Pas celle par rapport au temps ¢ car le
temps peut étre une fonction quelconque de p. Soient a, b, ¢y, ¢,, 3, ¢4 des constantes :

x=clp+C2 et y=C3p+C4
X —Cy
= o
X—0C

y=c¢ + ¢4

G
=ax+b

Une trajectoire, une fois parcourue, n’est ni fonction du temps, ni fonction de 1’abscisse curviligne.
N’importe quel parametre permet de la définir. L'intérét du parametre temps est d’utiliser les
instants initial et final, I’intérét de 1’abscisse curviligne est d’utiliser les positions initiale et finale.
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Exemple 8.4.2 : Divers paramétrisations d’une fonction

La fonction y = sin(x? + 1) peut étre paramétrée de plusieurs facons :
x=t x = t? x=1t+1
ou ou
y = sin(t? 4+ 1) y =sin(x + 1) y = sin(x)

Définition 8.4.1 : Vecteur tangent a une courbe

Soit r(x') le vecteur position a n composantes d’un point d’une courbe C. Si les coordon-
nées x'(p) de ce vecteur sont fonction d’un paramétre p, son vecteur dérivée par rapport a
ce parametre s’€crit :

déf dr
u(p) = @
Il a pour composantes
. : dx'(p)
— L —
Vi=1,..,n u(p)_—dp

Définition 8.4.2 : Arc de courbe

Un arc de courbe est une portion de courbe délimitée par deux points distincts de cette
courbe. C’est un sous-ensemble connexe de la courbe.

Définition 8.4.3 : Courbe nulle en un point
Une courbe est nulle au point de paramétre p, ssi en ce point 1’abscisse curviligne s(p)

cesse de croitre ou de décroitre avec le parametre p :

o
p Po
Exemple 8.4.3

En cinématique classique, soit un mobile décrivant une trajectoire en fonction du temps
avec une vitesse décroissante. La trajectoire est nulle au point ou la vitesse s’annule. En ce
point la distance parcourue par le mobile cesse de croitre ou de décroitre avec le temps.
C’est soit un stop-and-go, soit une inversion du sens du vecteur vitesse.

Le vecteur tangent a la courbe en ce point est nul :

Définition 8.4.4 : Courbe nulle

Une courbe est nulle ssi I’'un de ses arcs est de longueur nulle. Un arc représente plus d’un
point, et correspond a un intervalle ¢ > p > d du parameétre p, avec ¢ > d.
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Exemple 8.4.4

En cinématique classique, la trajectoire d’un mobile est nulle si le mobile observe un arrét
complet pendant un temps non nul sur une partie de sa trajectoire.

Pour une métrique définie positive, I’abscisse curviligne est bien définie comme une fonction
strictement croissante du parametre de la courbe. Réciproquement, ce parametre est lui aussi une
fonction strictement croissante de 1’abscisse curviligne. Nous pouvons librement passer de 1’un
de ces parametres a I’autre. En relativité, la métrique n’est pas définie positive, pour les courbes
nulles I’abscisse curviligne ne peut plus étre définie.

Définition 8.4.5 : Ensemble nul d’une courbe

L’ensemble des valeurs du parametre pour lesquelles les arcs de courbe sont nuls s’appelle
I’ensemble nul de la courbe.

Une courbe peut étre nulle sans que sa longueur soit nulle, il suffit en effet que 1’un de ses arcs
soit de longueur nulle. En revanche, une courbe de longueur nulle est nécessairement nulle.

8.5 Courbe réguliere

Définition 8.5.1 : Courbe réguliére

Une courbe est réguliere si elle n’a pas de point nul, c.-a-d. si en tout point

ds ds ds
@ # 0 avec d_p >0 ou 5 <0
Exemple 8.5.1

En cinématique classique, la trajectoire d’un mobile est réguliere si la vitesse du mobile
n’est jamais nulle.

Soit une courbe réguliere paramétrée par son abscisse curviligne :

C(s) : Ya x* = x%(s)

Soit r(x%) le vecteur position d’un point de C(s), dont les composantes x%(p) sont fonction du

parametre p :
dr _ dr dp
ds dp ds

Remarque 8.5.1

(i dp PP
Pour une courbe nulle la dérivée d—[; n’est pas définie.

Avec la définition 8.4.1 page précédente du vecteur tangent a une courbe :

dr _ u(p)
ds — Ju(p)|
= t(p)
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t(dx®/ds) est le vecteur tangent unitaire en chaque point de €. Lorsque le parametre p est le temps
propre du mobile qui décrit la courbe, £(7) est sa quadrivitesse unitaire (déf. 8.4.1 page 120).

Lorsque la courbe est réguliere nous passons librement d’un parametre quelconque a une para-
métrisation par 1’abscisse curviligne. Prenons le point origine en pg, soit s(py) = 0. Elle a alors
pour expression en fonction du parametre p

p dxi dxJ
)= [ 1/ e5s o
Po dp dp

et la courbe entre p, et p; a pour longueur :
I' =s(p1)

Le passage du parametre p a I’abscisse curviligne s s’effectue grace a la relation :

ds _ [ - dxldx/
dp ~ \/ 8 dp dp

Exemple 8.5.2 : Changement de parametre d’une courbe

Soit la courbe paramétrique de parametre ¢ :
= .
y=4t+2 y=4
ou le point désigne la dérivation par rapport a t.
t
s(t) = / V32 +42dt
0

= 5t

Cette relation permet de paramétrer la courbe avec 1’abscisse curviligne :

3s
=——-1

XT3

4s
=—+2

En coordonnées cartésiennes, supposons que les coordonnées x et y soient fonction du parametre
t. (8.1) page 114 donne la longueur d’une courbe C : x = x(t);y = y(¢) :

S1
F=/ ds

S0

= /Sl \/dxz(t) + 2 cos(a)dx(t)dy(t) + dy(t)

i ox ay
/\/at +2C08(a)6t n ( )dt
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En coordonnées polaires, supposons que les coordonnées p et O soient fonction du parametre t.
La longueur d’une courbe C : p = p(t); 0 = O(t) s’écrit :

S1
Fz/ ds

So

/ \do2(0) + p2d62(0)
/V (2 a

8.5.0.1 Angle entre deux vecteurs

En partant de la définition géométrique du produit scalaire de deux vecteurs non nuls :

u-v = |ufvl cos(u, v)
u-v

cos\u,v) = ———
(4. 0) = Tl

Pour un espace euclidien, donc de métrique définie positive, a partir de 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz 8.6.3 page 126 :

lu-v| < [lufv]
lu - v
[[aell[lo]l
u-v
S ol
—1<cos(u,v) <1

ZA
—

X

L’angle (&, ©) des deux vecteurs existe, est unique et compris entre 0 et 77 :

<@mov)<n

8.6 Norme

8.6.1 Norme euclidienne

Dans un systeme de coordonnées rectangulaire d’un espace vectoriel euclidien E,,, le théo-
réme de Pythagore donne la longueur d’un vecteur quelconque u(u!, u?, ..., u™), appelée norme
euclidienne de ce vecteur et notée |.|| :

lull = V@2 + @22 + - + ()2
_ W (8.4)
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Dans I’espace vectoriel euclidien en coordonnées quelconques :

lull = |/ gijuiu

Posons AB = u. On retrouve la distance euclidienne déf. 1.7.3 page 13 avec (8.4) en posant
d(A, B) = |AB|| (une égalité vraie dans un systeéme de coordonnées et vraie dans tout systéme de
coordonnées).

8.6.2 Définition d’une norme

On définit une norme par ses propriétés.

Définition 8.6.1 : Norme

Soit E un R-espace vectoriel. L application :

N : E->R,
u+— N(u)
est une norme si elle satisfait aux propriétés suivantes :
o séparation:Vu € E, Nu)=0=>u=0
« positive homogénéité de degré un : V(or,u) € R X E, N(x®u) = |a| X N(u)
« inégalité triangulaire : V(u,v) € E?, N(u)+ N(v) > N(u ® v)

Remarque 8.6.1

La définition de 1a norme ne nécessite pas 1’existence d’un produit scalaire.

Théoreme 8.6.1
[_La norme du vecteur zéro est nulle.

Démonstration. A partir de 1’homogénéité, pour o = 0 :

NO O u) =|0] X N(u)
N(0)=0 0

Théoréeme 8.6.2

[_La norme est toujours positive ou nulle.

Démonstration. A partir de I’inégalité triangulaire et de I’homogénéité, nous tirons la propriété
de non-négativité :

N(u) + N(—u) > N(u @ (—u))
N(u) + | — 1|N(u) = N(0)
Nu)+N(u) >0
Nu) >0
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On vérifie que la norme euclidienne || - || est bien une norme :
« séparation
|lul =0
V@ + @22 + () =0
w=u’=u=0

u=0

« homogénéité

e © u| = (a x ul)2 + (a x u2)? + (a X u)?
= lot| X [|u]|

« inégalité triangulaire

lu ® v|?> = (u @ v)’
u*+v’+2u-v
< lull? + ol + 2[ufv]
< (full + o)

Définition 8.6.2 : Vecteur normé
On appelle vecteur normé ou vecteur unitaire, un vecteur de norme unité. En divisant un
vecteur u par sa norme, on obtient un vecteur normé :

_u
]
lefl =1

e

8.6.3 Pseudo-norme

Dans un espace vectoriel pseudo-euclidien, le pseudo-produit scalaire est indéfini, le carré de la
norme d’un vecteur peut étre positif, négatif ou nul, nous parlerons alors de pseudo-norme. Dans
ces espaces nous devons distinguer les vecteurs nuls du vecteur zéro, alors qu’ils sont confondus
dans les espaces euclidiens.

Définition 8.6.3 : Vecteur zéro

On appelle vecteur zéro, et on note 0, le vecteur dont toutes les composantes sont nulles

0(0,0, ...)

La norme du vecteur zéro est nulle : ||0|| =0

Définition 8.6.4 : Vecteur nul

On appelle vecteur nul, tout vecteur différent du vecteur zéro, dont la norme est nulle

Yu # 0, |l =0
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Exemple 8.6.1 : Quadrinorme relativiste

Dans un systeme de coordonnées rectangulaire de 1’espace-temps pseudo-euclidien de la
relativité restreinte, la 4-norme d’un vecteur quelconque x(xo, xL, x2, x3) est définie par :

Il = \/ |(x0)% = (x1)? = (x2)? — (x*)?|
= Ve[(x0)2 — (x1)2 — (x2)? - (x3)?]
ou ¢ est la fonction indicatrice qui vaut =1 de sorte que le terme dans la racine carrée soit
positif. Cette définition nous assure que ||x|| = 0, mais il est possible d’avoir | x| = 0 pour

x # 0. La 4-norme est donc une pseudo-norme.
Par exemple, soit a une constante. Si

8.6.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 8.6.3 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient u et v deux vecteurs d’un espace vectoriel euclidien E,, :

u-v| < Jufvll

Démonstration. YA € R, Yu,v € E,,, formons le carré de la norme du vecteur Au @ v :

Au@v)*=Audv) - (Aludv)
=Au-(Audv)+v-(Aludv)
=(Audv) - lu+(Audv)-v
=Alu-lu+v-Alu+iu-v+v-v
= Pu® +2iu - v +v? (8.5)

Or,

C’est un trindme de degré deux en A, ou A est ici la variable et non un parametre. Il a pour signe
celui de —A2, donc négatif, entre les racines 4; et A,. Donc il est positif ou nul ssi son discriminant
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est négatif (pas de racine) ou nul (une racine double). Prenons le discriminant réduit :

Si de plus u et v sont proportionnels :

AleR, Audv=0
Audv)’ =0
W2 +2u-vi+v2=0

A étant unique, le discriminant réduit est nul :

A =0
[u-v| = |ufv]

Réciproquement, en partant de I’égalité suivante :

lu - v| = |lull|v]
(u-v)—u?v?>=0
NeR, uwlP+2u-vi+v>=0avecd =0

Avec (8.5) page ci-contre :

JleR, Audv)3=0
Audv=0

Les vecteurs sont proportionnels.

Théoreme 8.6.4 : Inégalité triangulaire ou de Minkowski

V(u,v) € E2 :

lu @ vf| < [lull + [v]

Démonstration. Prenons (8.5) page précédente pour A =1 :

(u®v)? =u’+2u-v+v?
<u?+2u-v|+v?

Majorons |u - v| grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz, th. 8.6.3 page ci-contre :

< u? + 2|ul|v|| + v*
< (lull + vlp?
< Jlull + [l O

(u®v)

e v
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8.7 Produit scalaire

8.7.1 Représentation géométrique

Tout comme les vecteurs, le produit scalaire est une notion issue de la mécanique classique. Il
permet d’exprimer le travail d’une force. En notant f I’intensité d’une force, d le déplacement
du point d’application de cette force sous I’effet de cette force, et 8 1’angle que font la force et le
déplacement, le travail W (work) de la force lors de ce déplacement a pour expression :

W = fd cos(6)

Remarque 8.7.1

Le travail est une forme d’énergie. C’est une mesure de 1’effet mécanique d’une force en 1’absence de déformations. A 1origine il
permettait d’évaluer 1’énergie fournie par un cheval pour tirer une charge ou labourer un champ. La force exercée par le cheval pour tirer
la charrue multipliée par la distance parcourue donne le travail effectué par le cheval. Si I’on divise par le temps mis pour parcourir la
distance en question, on trouve la puissance du cheval, environ un cheval-vapeur. C’est la puissance permettant d’élever 75 kg d’un
metre chaque seconde :

l1ch=75kgx9,80665ms™2X1mx1s!
= 735,498 75 W

La notion de travail suggere de définir une nouvelle opération sur les vecteurs.

Notons d le vecteur déplacement. Le produit scalaire de la force par le déplacement est la
projection du vecteur force sur le vecteur déplacement :

f-d="1dcos(f,d)

Remarque 8.7.2

En physique on effectue le produit scalaire de vecteurs qui n’appartiennent pas toujours au méme espace vectoriel.

Considérons 1’espace ordinaire de la géométrie classique appliquée a la physique. A tout couple
de vecteurs non nuls (u, v), la multiplication scalaire fait correspondre un nombre noté u - v,
appelé leur produit scalaire, tel que :

u-v = |[uflv] cos(u, v)

u - v = 0 si 'un des deux vecteurs au moins est nul. Dans le cas particulier ou u et v ont méme
direction,

u-v = |ufv

et le produit scalaire d’un vecteur par lui-méme donne le carré de sa norme euclidienne :

u-u=ul’
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Notation 8.7.1
Le produit scalaire d’un vecteur avec lui-méme est noté :

u-u=u?

Propriété 8.7.1 : Produit scalaire euclidien
1) Symétrie :

u - v = [luf||v] cos(6)
= [lvlll|ull cos (=6)

=v-u

2) Distributivité par rapport a 1’addition vectorielle

Fic. 8.2 — Distributivité du produit scalaire

Posons u; @ u, = us:

(u; ®uy)-v=u;-v
=||usl[v]| cos (0, u3)
=|lus|l||v]| cos[(0,uy) + (w1, u3)]

=[lus|[lv] [cos (0, u7) cos (wy, u3) — sin (0, u;) sin (w1, U3)]

ll2e1 ]l + [lua | cos (uy, u5) [ ]| sin (uey, u5)
2]l 2]l

= 0|l [llz1]| cos (0,27) + [[u, | cos (O, ) cos (X1, u3) — ||up| sin (0, ) sin (X7, u3)]

— sin (0, ;)

= llusllvll | cos (0, )

(u; @ u,) - v = [[v]||uy || cos (V1) + [[v|[|uz]| cos (0, u3)
=u-v + u,- v
Il s’agit d’un abus de langage, il n’y a pas distributivité puisque le signe @ du

membre de gauche est le signe opératoire de 1’addition vectorielle, alors que le signe
+ du membre de droite est celui de 1’addition dans R.
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3) Associativité par rapport a la multiplication par un scalaire
PosonsaQu =w:

(a@u)-v=w-v
lwllflv]| cos(6)
allu[[v] cos(6)

=aX(u-v)

Il s’agit ici aussi d’un abus de langage, il n’y a pas associativité puisque le signe ©®
du membre de gauche est le signe opératoire de la multiplication d’un vecteur par
un scalaire, alors que le signe X du membre de droite est la multiplication dans R.

4) Définie:Vu, u-u=0 = u=0

u-u=90
lal[|ae]| cos (w,m) = 0

luf* =0
u=0
5) Positive : Vu, u-u >0
8.7.2 Représentation algébrique du produit scalaire

Par la suite, le produit scalaire a été défini de facon purement algébrique par ses propriétés.

Définition 8.7.1 : Produit scalaire euclidien

Soient 4 et u deux scalaires, et soient u, v, w trois vecteurs d’un espace vectoriel E.
Supposons qu’il existe une loi de composition externe, de E? dans R, notée -, telle qu’a
tout couple (u, v) de vecteurs de E elle fasse correspondre un scalaire de R, noté u - v,
ayant les propriétés suivantes :

1) symétrie:u-v=v-u
On trouve parfois le terme « commutativité » bien que ce terme soit réservé aux lois
de composition internes, 1’application produit scalaire étant une opération externe.

2) bilinéarité, c.-a-d. :

a) distributivité a gauche par rapport a I’addition vectorielle :
u-wdw)=u-v+u-w

La symétrie implique la distributivité a droite.
b) multiplication a gauche par un scalaire :

AQu)-v=AX%X(u-v)

La symétrie implique la multiplication a droite.
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a) et b) sont équivalents a la linéarité a gauche :
U-Aovpuw)=Axm-v)+ux(u-w)

La symétrie implique la linéarité a droite. La bilinéarité regroupe la linéarité a droite
et a gauche.

3) définie:Vu, u- u=0=>u=0
4) positive : Vu, u-u >0

Cette loi s’appelle multiplication scalaire euclidienne de u par v sur le R-espace vectoriel
E, et le scalaire u - v est appelé produit scalaire euclidien des vecteurs u et v.

Remarque 8.7.3

Le produit scalaire n’est pas associatif car (u - v) - w n’a pas de sens mathématique, le terme entre parenthéses étant un scalaire.

On parle de produit scalaire (tout court) lorsque les propriétés 3) et 4) sont remplacées par la
propriété :

3) non dégénéréscence : Vv, u-v=0=>u=0

Montrons que cette propriété est moins contraignante en montrant que si la loi est définie alors
elle est non-dégénérée. Remarquons d’abord que par contraposée nous avons :

définie = non-dégénérée = dégénérée = indéfinie

Supposons la loi dégénérée :
Ju£0/Vo,u-v=0

En particulier pour u = v la loi est indéfinie :

Ju#0/u-u=0

On parle de pseudo-produit scalaire lorsque les propriétés 3) et 4) sont remplacées par les
propriétés :

3) non dégénéréscence : Vo, u-v=0=>u=0
4) indéfinie : Ju #0/u-u=0

Exemple 8.7.1

En relativité restreinte, le produit scalaire de Minkowski est un pseudo-produit scalaire.
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8.8 Produit scalaire et norme

Théoreme 8.8.1 : Norme euclidienne d’un vecteur

r—

Soit E un R-espace vectoriel, I’application
E-R,
X—Au-u

est une norme sur E. C’est la norme euclidienne du § 8.6.1 page 123.

Démonstration. Le produit scalaire euclidien d’un vecteur avec lui-méme est toujours positif ou
nul, donc I’application est de E dans R ..

« séparation : siy\/u - u = 0 alors u - u = 0 donc u = 0 puisque par définition le produit
scalaire euclidien est défini, propriété 3) de la déf. 8.7.1 page 130.
« homogénéité : V(a,u) ER X E, J(@@Qu)-(a@Qu)=yVa2x (u-u)=|ax\u-u
« d’apres I’inégalité triangulaire, th. 8.6.4 page 127,
V(u,v) €E%L \J(u®dv) - udv) <\u-u+v-v O

Notation 8.8.1
On écrira :

lul> =u-u

lull = Va2

8.9 Expression analytique du produit scalaire

Soient u et v deux vecteurs d’un espace vectoriel pré-euclidien E,, exprimés en composantes
contravariantes dans une base quelconque (ey, e,). En utilisant la bilinéarité et la symétrie du
produit scalaire :

u-v=_(ule, ®u’e,)- (v'e & v’e,)
= (v'e, @ v%e,) - ule, + (vie, @ v%e,) - ue,
=ule; - (v'e; ® V%e,) + u?e, - (V'e; B v2e,)
= ule; - vle; + ule; - V’e, + ule, - U'le; + u’e, - Ve,
= ulvle; - e; + ult?e; - e, + u?vle, - e; + u?v?e, - e,
Généralisons a un espace vectoriel pré-euclidien a n dimensions E,, :
u-v=u'e-vle

= 'Llinei . ej
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Cette relation est valable que la base soit orthogonale ou non, normée ou non, car nous n’avons
pas fait d’hypothese. Lorsque la base est orthonormée :

u-v=§;uv

Définition 8.9.1 : Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs u et v d’un espace vectoriel euclidien sont orthogonaux ssi leur produit
scalaire est nul :
u-v=0

Notez bien que deux vecteurs sont orthogonaux pour un produit scalaire donné.

8.10 Composantes covariantes
Le produit scalaire permet de définir les composantes covariantes. A partir d’un systéme de

coordonnées cartésiennes obliques (xl, xz), construisons une base normée (e;, e,). En projetant le
vecteur u perpendiculairement aux vecteurs de base, nous obtenons ses composantes covariantes.

1

X

Fic. 8.3 — Composantes covariantes du vecteur u

Nous avons :

<
)
Il

u-e,

Bien que la base (e, e,) soit normée :

u # u;e; + uze,

Remarque 8.10.1

A chaque axe de coordonnée on associe un vecteur de base tangent normé, sur lequel on définit deux composantes, 1’une contravariante,
I’autre covariante. La variance ne s’applique qu’aux composantes.
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Remarque 8.10.2

Bien qu’ayant un indice supérieur, les coordonnées ne sont ni contravariantes ni covariantes. Les coordonnées du point a I’extrémité
d’un vecteur se confondent avec ses composantes contravariantes, ce qui justifie la position haute de leur indice.

Remarque 8.10.3

La représentation du produit scalaire comme projection orthogonale donnée figure 8.3 ne s’applique plus lorsque le produit scalaire n’est
pas euclidien. Par exemple, dans la base pseudo-orthonormée de 1’espace pseudo-euclidien de la relativité restreinte, les composantes
contravariantes et covariantes ne sont pas confondues.

Définition 8.10.1 : Composantes covariantes d’un vecteur

Soit (e;) une base d’un espace vectoriel euclidien E,,. On appelle composantes covariantes
d’un vecteur u, les n scalaires u; tels que :

) def
Vi U =u-e;

Elles sont représentées au moyen d’indices inférieurs.

Remarque 8.10.4

Lorsqu’un vecteur de base est multiplié par un nombre réel, la composante covariante correspondante des vecteurs 1’est aussi, d’out
I’adjectif « covariante ».

Remarque 8.10.5

La position de I’indice de numérotation des vecteurs de base (e;) indique un lien avec la covariance.

Théoréeme 8.10.1

Pour que n quantités ordonnées rapportées a une base d’un espace vectoriel soient les
composantes d’un vecteur, il faut et il suffit que ces quantités soient toutes covariantes ou
toutes contravariantes par changement de base.

Une égalité entre deux vecteurs est indépendante de la base dans laquelle on I’exprime puisque
les termes de 1’égalité (les vecteurs) sont invariants par changement de base. Une égalité entre
deux vecteurs qui est vraie dans une base, est vraie dans toutes les bases.

8.11 Covecteurs

A tout vecteur u on peut associer son covecteur u = (uy, U,), qui n’est autre que le vecteur u
exprimé en composantes covariantes.

Notation 8.11.1
Les covecteurs sont aussi notés i ou u™.

Représentons u = v+w et projetons perpendiculairement ces vecteurs sur les axes de coordonnées
1 2
X etx”:
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FiG. 8.4 — Composantes covariantes

Dans la base normée (e, e,) associée au systeme de coordonnées :

(v1,02) @ (W, wp) = (Vy + Wy, Uy + W)
= (uy,uy)
vbw=u

et
a © (uy,uy) = (auy, auy)

Les lois de compositions sont similaires a celles écrites en composantes contravariantes (§ 3.2.8
page 44). En effet, d’apres les définitions 3.1.11 page 27, ces lois définissent les vecteurs, et les
vecteurs sont indépendants du choix de la base, donc du choix des composantes puisque des
composantes contravariantes dans une base sont covariantes dans la base réciproque.
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ESPACES NON EUCLIDIENS
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9.1 La sphere

La sphere est I’archétype de I’espace non euclidien de dimension 2. Elle est paramétrable par les
deux angles O et ¢, ce dernier angle étant dégénéré aux poles (fig. 3.10 page 43). Bien entendu la
sphére n’a pas de poles, le probléme est uniquement di au systeme de coordonnées utilisé. Au
mieux il existe un systetme de coordonnées n’ayant qu’un seul pdle. Par conséquent il n’existe
pas de systeme de coordonnées qui couvre la sphere sans dégénéréscence, 1’atlas d’une sphere
comprend au minimum deux cartes.

Sur une sphere de rayon r, utilisons les coordonnées sphériques (r, 6, ¢) avec r constant. La
métrique donnée par (8.3) page 117 avec dr = 0, s’écrit :

ds? = r2d6? + r? sin*(0) d¢?

Le carré de la métrique est positif quelles que soient les valeurs prisent par les coordonnées
0 et ¢, la métrique est réelle. A partir de la métrique nous retrouvons toutes les propriétés de
la sphere, les géodésiques sont des grands cercles et sa surface vaut 47r2. Ici ggg = r? avec r
constant, ggp = 0 et gop = r? sin?(0) est fonction de la coordonnée 6. Il n’existe pas de systeéme
de coordonnées global a la surface de la sphere pour lequel g;; = §;;, la courbure de la sphere est
intrinseéque, contrairement a celle du cylindre. Localement en chaque point on peut définir un
espace tangent de méme dimension que la sphere, un plan, pour lequel g;; = &;;. La sphere est
un espace non euclidien, dit sphérique.



Remarque 9.1.1

Sur un cylindre de rayon p, utilisons les coordonnées cylindrique (o, ¢, z) avec p constant. La métrique s écrit :
ds? = p?d¢? + dz?

Les coeflicients de la métrique sont bien des constantes, sa signature est (++). La courbure du cylindre est extrinséque.

Passons en coordonnées polaires sphériques (p, ¢) a la surface de la sphere. On pose p = Or le
déplacement a la surface de la sphere (o = zzr d’un pdle a I’autre) :

p=0r
do =rd6
dp? = r2d6?

La métrique de la sphere s’écrit :
ds? = dp? + r?sin®(p/r) d¢p?

— 2 2

= 8opdp” + 8gpdd
ol gpp = let gyy = r?sin(p/r) sont les composantes du tenseur métrique de la sphére en
coordonnées polaires sphériques. Elles sont différentes des composantes du tenseur métrique
du plan en coordonnées polaires ((8.2) page 115). La métrique (et le tenseur métrique associ€)
détermine la courbure intrinseque d’un espace, mais dépend du systeme de coordonnées employé.
Nous chercherons une fonction du tenseur métrique et de ses dérivées qui donne la courbure

de I’espace mais qui ne dépende pas du systeme de coordonnées. Nous verrons également les
conditions pour qu’'une matrice soit effectivement un tenseur métrique.

Remplacons la coordonnée 6 par la coordonnée rectangulaire z en effectuant la transformation
de coordonnées :

rcos(6)
z? =r?cos?(9)
= r2(1 — sin®(9))

— 22 = r?sin%(9)

La transformation inverse s’€écrit :

6 = arccos(z/r)

@ _ —-1/r

N

de = _—dz
dz?

de? = S

Dans ces nouvelles coordonnées (z, ¢), la métrique s’écrit :

r2dz?

ds? = —— +
72 — 52

(,,2 _ ZZ) dg?

La coordonnée z n’est pas sur la surface de la sphere et permet d’en sortir. Pour |z| < r nous
sommes sur la sphére de rayon r et ds? > 0, en revanche pour |z| > r nous sommes en dehors de
la sphere de rayon r et ds? < 0, la métrique est imaginaire. Un ds? négatif indique que ’on est
dans I’espace dans lequel est plongé 1’objet géométrique mais en dehors de 1’objet.
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9.2 Métrique d’une surface

Soit une surface non plane plongée dans un espace euclidien de dimension trois. Cette surface
est un exemple général d’espace non euclidien de dimension deux. Une surface est I’ensemble
des point P de coordonnées rectangulaires (x!, x2, x3) (nous utilisons le théoréme de Pythagore
plus loin) satisfaisant la relation

f(xLx%,x3) =0

Sous certaines conditions que 1’on suppose réalisées, on peut réécrire cette relation sous la forme
x3 = h(x!, x?) 9.1)

qui montre le caractére bidimensionnel de la surface (habituellement la coordonnée x> est la
hauteur z au-dessus du plan (x!, x?). Les coordonnées x! et x? varient librement dans le plan
x> = 0 et la fonction h donne la valeur de x3. La situation est donc asymétrique et de plus la
fonction h ne permet pas de représenter toutes les surfaces, par exemple les surfaces fermées. Par
analogie avec (9.1) on introduit deux paramétres u! et u? qui varient dans un domaine 4. Les
trois fonctions

Vi=1,2,3 xt = xi(ul, u?) (9.2)

forment un sous-ensemble bidimensionnel de points dans 1’espace euclidien de dimension trois
en coordonnées cartésiennes (x*). Les fonctions x!(u!, u?) sont supposées suffisamment différen-
tiables dans le domaine de définition A. La situation est a nouveau symétrique et les surfaces
fermées ont une équation. C’est la représentation d’une surface en parametres de Gauss. On peut
concevoir u! et u?> comme des coordonnées curvilignes de la surface. Le choix des paramétres
de Gauss est sans limites, nous pouvons changer de parametres en posant les deux relations
inversibles suivantes :
Vj=1,2 vl = vl u?)

v! et v? sont aussi des coordonnées pour la surface. Supposons donc que 1’on ait les trois relations
(9.2), cela nous place de fait sur la surface. La métrique de la surface peut toujours s’écrire
localement (au voisinage infinitésimal d’un point) grace au théoreme de Pythagore en trois
dimensions. En coordonnées rectangulaires :

ds?(ut,u?) = [dxl(ul,uz)]2 + [dxz(ul,uz)]2 + [dx3(ul,uz)]2

3
= Z [dxi(ul, uz)]2

i=1

Remarque 9.2.1

Les coefficients de la métrique ds? = (dx1)? 4+ (dx2)? + (dx3)? sont constants, pour autant la surface n’est pas plane, car il nous
faut écrire la métrique avec seulement deux coordonnées.

Elle contient toute I’information concerant la courbure intrinseque de la surface, autrement dit
toute I’information dont on a besoin concernant la surface. De fagon générale, dans le domaine
dans lequel elle est définie la métrique contient toute I’information géométrique et topologique
de I’espace qu’elle décrit. Nous n’avons pas besoin de plonger la surface dans un espace de
dimension supérieure pour étudier sa courbure intrinseque. Choisissons la position du systéme
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de coordonnées (x!, x, x3) de sorte qu’au point considéré de la surface 1’on ait x> = 0, et
I’orientation de sorte que le plan (x!, x?) soit tangent a la surface. Nous ne pouvons effectuer
ce choix qu’une fois et en un seul point. La métrique locale de la surface peut alors s’écrire en
coordonnées rectangulaires grace au théoreme de Pythagore en deux dimensions (et non plus en
trois) :

2
2
ds?(u!, u?) Z [dxi(ul, u?)]
Passons des éléments différentiels dx! et dx? aux éléments différentiels du! et du?

2
dx! ox
dsz(ul,uz)=Z:(a du 1+a—du)

i=1

2 i 2
=z(%) (du1)2+z%gx du ldu2+(2 2) (du?)?

i=1
= g duldul + 2g,,duldu? + g,,dudu?

ds? est appelée premiére forme quadratique fondamentale de la surface considérée.
ds?(u!, u?) = gjpdu/du® 9.3)
ou I’'objet géométrique a deux indices et quatre composantes

2 . .
déf ~— Ox' Ix!

| 50X Ox 9.4
8k = L1 qui guk O

est appelé tenseur métrique. Il est symétrique
8jk = 8kj

Le nombre d’indices est appelé ’ordre du tenseur, le tenseur métrique est donc d’ordre deux.
Dans un espace de dimension n, le tenseur métrique a n?> composantes, non indépendantes étant
donnée sa symétrie. L égalité possible en un seul point du systéme de coordonnées (x!, x2)

(dxh)? + (dx?)? = gy1(du')? + 2g,dutdu?® + gy, (du?)?

montre que les termes carrés g1 et g,, du tenseur métrique indiquent le carré de 1’échelle qui a
été appliquée en chaque point au systeme de coordonnées rectangulaires. Le terme rectangle g,
apparait lorsque le systéme de coordonnées u'’ est oblique. Le tenseur métrique donne en quelque
sorte 1’écart au systeme de coordonnées orthonormées.

Exemple 9.2.1 : Echelle d’un systéme de coordonnées

Si le systéme de coordonnées (u', u?) est tel que

{xl(ul) =2u!

xz (uz) — uz

alors un point de coordonnée u' = 1 a aussi pour coordonnée x! = 2. L’échelle u! est
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deux fois plus grande que I’échelle x!. D’aprés (9.4) page précédente
ax'\?
g1 = (W)
=4

(dx')? + (dx?)? = 4(du')? + (du?)?

9.3 Longueur d’une courbe

D’apres (9.3) page ci-contre, si les coordonnées de Gauss sont fonction du parametre p, la
longueur d’une courbe entre les points d’abscisse curviligne s, = s(p = 0) et s; = s(p = 1) avec

$1 > Sp a pour expression :
S1
L= / ds

So

S1
=/ \/ gjrdulduk

So
[
= o 8jk ap ap

Notez que lorsque la variation de L est nulle, L = 0, le trajet entre les points d’abscisses
curvilignes s, et s; est extrémal.

94 Vecteur tangent a une courbe

Dans 1’espace non euclidien E,,, soit la courbe paramétrée C : Vi = 1, ...,n x' = x!(p). Soit
r(x") le vecteur position de chaque point de C. Le vecteur u tangent a C s’écrit :

Le vecteur tangent appartient a 1’espace hote de E,,, et en chaque point de la courbe il appartient
également a ’espace tangent a la courbe en ce point. Si I’on change pour le parametre 4 avec
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A = A(p) on obtient le nouveau vecteur tangent :

, dét dr

Y]
_or dx!
T oxi dA
_dx' da
_a@ei

Comme on pouvait s’y attendre, la reparamétrisation change la norme du vecteur mais pas sa
direction, celui-ci reste tangent a €. Si I’on prend pour parametre 1’abscisse curviligne s de C,

alors le vecteur tangent est unitaire :

yodr
" ds

_idr|

ul = Is
=1
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10.1 Implication et causalité

10.1.1 Implication

Les phrases suivantes expriment la méme idée et sont notées A = B.

— A /implique/entraine/donc/par conséquent/ B. C’est un diamant implique que c’est dur
— De A on déduit B. Du fait que ce soit un diamant on déduit que c’est dur
— Si A alors B. Si c¢’est un diamant alors c¢’est dur

— B /si/est 1a conséquence de/est une condition nécessaire pour avoir/ A. C’est dur si c’est un
diamant

— A /seulement si/que si/est une condition suffisante pour avoir/ B. Etre un diamant est une
condition suffisante pour étre dur

— 1l suffit de A pour avoir B. Il suffit que ce soit un diamant pour étre dur
— 11 /faut/est nécessaire d’avoir/ B pour avoir A. Il faut que ce soit dur pour €tre un diamant



10.1.2 Relation de causalité

En prenant cette fois une relation de causalité, I’ordre temporel intervient, A d’abord, B ensuite.
Par exemple les frottements créent de la chaleur !, alors que chauffer ne crée pas de frottements.

10.1.3

Les frottements /implique la/sont une condition suffisante pour avoir/ création de chaleur
Il y a des frottements /donc/par conséquent/seulement si/ création de chaleur

Si il y a des frottements alors de la chaleur est créée

De la chaleur est créée s’il y a des frottements

La création de chaleur est /la conséquence/une condition nécessaire pour avoir/ des frotte-
ments

11 suffit qu’il y ait des frottements pour avoir création de chaleur
Il faut la création de chaleur pour avoir des frottements

Equivalence

Les phrases suivantes expriment la méme idée et sont notées A < B.

10.2

A si et seulement si B (noté A ssi B)

A implique B et B implique A

A est une condition nécessaire et suffisante pour avoir B (noté A cns B)
B est une condition nécessaire et suffisante pour avoir A

Il faut et il suffit de A pour avoir B

Il faut et il suffit de B pour avoir A

Bases non holonomiques

Considérons la base polaire normée. Ses vecteurs de base ont pour expression :

e;=¢, - e; = cos(0)i+ sin(0)j
ey = —sin(6)i+ cos(6)j

Existe-t-il un systéme de coordonnées (§,7) tel que (es, €g) en soit une base naturelle ?

{eﬁ = eg N {eﬁ =Xxei+yej
e = x,,,i+y,,7j

Nous avons alors :

x ¢ = cos(6), Y,e = sin(6)
X, = —sin(6), Y = cos(6)

1. «chaleur » est pris ici dans son sens commun, pas dans son sens thermodynamique de transfert d’énergie.
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Les dérivées partielles croisées donnent les relations suivantes :

ddx 0 dx dcos(6)  d(—sin(0))
on ot 9t an N oy  o¢
ddy d0y dsin(6) _ dcos(6)
anoE ~ oEdn S

Il est plus simple de passer par la base duale normée.

ef = eP el = cos(0)1i+ sin(0) j
e = —sin(0)i+ cos(0)j

Existe-t-il un systéme de coordonnées (£, 7) tel que (e?, eé) en soit la base duale de la base

naturelle ? . )
{eP =ef {ep =§xi+t&yj
= )
€ =1 i+,
Nous avons alors :
€ x = cos(0), €, = sin(6)
nx = —sin(6), 1,y = cos(0)

Les dérivées partielles croisées donnent les relations suivantes :

905 9 9¢ dcos(6) _ Jsin(6)
dydx ~ dxady N dy ~  ox
dadn 9 0dn d(—sin(0)) _ dcos(0)
dydx ~ dxdy dy ox

Réécrivons la derniére relation :

dsin(0) 4 dcos(0) —0
dy d0x

0 y 0 X
_—— 4+ = ——]=0
ay (\/u2 + 1)2) 0x (\/uz + vz)

ce qui est impossible. Le systeme de coordonnées (£, 7) n’existe donc pas.
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Index

Angle entre deux vecteurs, 123
Application

bijective, 2

bilinéaire, 107

définition, 2, 97

linéaire, 98

multilinéaire, 108

Base
coordonnées, 39
d’un espace vectoriel, 35, 36
holonomique, 39
naturelle
définition, 39
polaire, 40
non holonomique, 144
réciproque, 31
vectorielle, 31
Bijection définition, 2

Champ
de scalaires, 23
de vecteurs, 24
Combinaison linéaire, 22
de vecteurs, 22
Composantes
contravariantes
d’un vecteur, 48
covariantes
d’un vecteur, 134
d’un vecteur, 32
Convention
de sommation sur les indices répétés, 15
Coordonnées
affines, 3
cartésiennes, 3, 111
normales, 5, 111
obliques, 5, 46, 48, 133
curvilignes, 4, 114
cylindriques, 42, 116
définition, 1

obliques, 115
orthogonales, 114
polaires, 32, 40, 42, 50, 115
rectangulaires, 5, 111
rectilignes, 3, 111
sphériques, 42

Courbe
arc de, 120
ensemble nul d’une, 121
nulle, 120
nulle en un point, 120
paramétrique définition, 11
réguliere, 121

Courbure, 10
négative, 10
positive, 10

Covecteur, 134

Diagramme
de Clapeyron, 29
Dimension
d’un espace topologique, 6
d’un espace vectoriel, 35
d’une matrice, 54
Distance
définition, 12
relativiste, 14
Droite, 8, 109
de coordonnées, 47
vectorielle, 35

Ensemble produit, 27
Equipotence définition, 3
Espace
affine, 29
des phases, 8
euclidien, 8, 11, 110, 112
euclidien définition, 6
métrique, 13
non euclidien, 137
ponctuel, 29



pré-euclidien, 111
pseudo-métrique, 14
topologique, 2
vectoriel

définition, 27

Facteur
de proportionnalité, 39
Fonction
scalaire, 23
scalaire des coordonnées, 23
vectorielle, 24
vectorielle de la position, 24
Forme
linéaire, 90
quadratique, 90
binaire, 95
de I’espace euclidien, 112
du plan, 111
définie, 91
définie négative, 91
définie positive, 91, 92
fondamentale, 140
forme matricielle, 93
indéfinie, 91
matrice symétrique associée, 92
nomenclature, 91
non définie positive, 92, 96
négative, 91
positive, 91
réelle, 94
semi définie, 92
ternaire, 95
unaire, 91

Géodésique(s)
de I’espace euclidien
en coordonnées rectangulaires, 118
définition, 9
Groupe définition, 28

Homomorphisme définition, 98
Hyperplan définition, 11
Hypersurface
de coordonnée, 12
définition, 11

Inégalité
de Cauchy-Schwarz, 126
triangulaire, 127

Isomorphisme, 98
Jacobien d’une transformation, 69

Ligne
de coordonnée, 2
Loi
d’inertie de Sylvester, 96, 111
de composition
interne, 130
de multiplication
scalaire euclidienne, 131
Longueur
d’une courbe, 118, 141

Matrice, 53
addition, 54
changement de base, 72
cofacteur, 65
de passage, 74, 75
déterminant, 20
identité, 62
inverse
définition, 62
unicité, 62
jacobienne, 68
mineur, 64
ordre, 54
transposée, 59
Métrique
de I’espace euclidien, 111
du plan, 115
Mondme
définition, 89
Mondme
degré, 89

Norme
définition, 124
euclidienne, 132
Notation indicielle, 15

Plongement, 9
Polyndme, 90
degré, 90
homogene, 90
Produit
cartésien d’ensembles, 27
scalaire
d’une force par un déplacement, 128
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euclidien, 130, 131 de Pythagore, 111, 112

expression analytique, 132 sur les composantes d’un vecteur, 134
lien avec les composantes covariantes, Topologie, 2

133 Trajectoire définition, 11
non dégénéré, 131 Transformation
origine du, 128 des coordonnées, 69
propriétés, 129, 131 o
représentation algébrique, 130 Variété

Pseudo définition, 7
-norme, 125, 126 différentielle, 7, 8
Vecteur(s)

-produit scalaire, 131

Distance définition. 13 combinaison linéaire de, 22

définition, 27

Quadri normé, 125
-norme nul, 125
d’un vecteur, 126 opérations sur les, 21

orthogonaux, 133
position, 33
propriétés, 26
propriétés des lois de composition, 25
représentation
algébrique, 29
géométrique, 21
tangent a une courbe, 120
zéro, 125

Rang

d’une forme quadratique, 96
Repere, 2, 32
Repere naturel, 39

Scalaire(s)
définition
mathématique, 27
physique, 23
Signature
d’une forme quadratique, 96
euclidienne, 111, 112
Sphere, 137
Symbole(s)
d’antisymétrie, 19
de Kronecker, 18
Systeme
de coordonnées
direct, 5
Systeme(s)
d’équations linéaires, 53
de coordonnées
définition, 2
dégénéré, 4
non dégénéré, 3

Tenseur
métrique, 112, 140
de la sphere, 138
du plan, 115
Théoreme
de décomposition unique d’un vecteur, 36
de Godel, 110
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