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1  SIGNAL SINUSOIDAL

Définition 1. Signal sinusoidal
Un signal est sinusoidal de fréquence f si son amplitude s(t) en un point donné est une
fonction circulaire, cosinus ou sinus, du tempst :

s(t) = Asin(2wf t + ¢o) ou s(t) = Acos(2mft + ¢o)

o A est l'amplitude maximale du signal

e ¢ est le temps écoulé depuis I'instant initial ¢ = 0 noté ¢,

o w =27f est la pulsation du signal

o O(t) =2mft— ¢ est la phase d 'instant t du signal

e ¢ est donc la phase a ['instant initial to
La dimension physique de I'amplitude du signal dépend de ce que ’on modélise. La phase n’a
pas de dimension physique, elle a pour unité le radian (rapport de deux longueurs). C’est un
nombre sans dimension puisque dans une fonction circulaire. Si elle avait une dimension, la
valeur de la fonction circulaire dépendrait de 'unité choisie. Lorsqu’on ne considere qu'un seul
signal il ne peut y avoir de déphasage puisqu’il est seul, ¢g = 0.

Exemple. Modélisons le son « pur » émis par un diapason donnant le la 440 par un signal
sinusoidal amorti. En un lieu donné, la variation de pression de 'air est une fonction
sinusoidale du temps :

S(t) = A(t) cos(2m fo t)
A(t) est lamplitude mazimale décroissante dans le temps de variation de pression de l'air,
fo la fréquence a 440 Hz du son émis.

Définition 2. Fonction périodique
Une fonction de R dans R est périodique s’il existe X tel que :

VeeR, f(z)=f(z+X)
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f(z) est dite périodique de période X, ou X-périodique. La plus petite période est appelée
la période de f.

Définition 3. Période d’un signal périodique dans le temps
La période d’un signal est la plus petite durée T telle que son amplitude ait la propriété
sutvante :

s(t)y=s(t+1T)

Posons t; =t + T, alors :

s(t) =s(t)
:S(tl + T)
=s(t +27)

VneZ s(t) =s(t+nT)
Les fonctions circulaires étant périodiques de période 27, pour un signal sinusoidal :

Acos(2rft+ ¢o + 2mn) = Acos2r f (t + nT') + ¢
= Acos(2rft+ ¢g+2mnfT)

=7

Exemple. La période temporelle du la 440 vaut
1

=10
= 0,002 27 s

Définition 4. Valeur moyenne d’un signal sur sa période temporelle

o 1 T
<s(t)>Y - s(t)dt
t
1 T
- f/ s(t) dt
0

Pour toute intégrale d’'une fonction périodique, nous prendrons les bornes d’intégration de
t=0aT.

Théoreme 1. Amplitude d’un signal sinusoidal
Elle est donnée par :

A= % / " S(t) cos(2r f1) dt




Démonstration.
2

T /OT S(t) cos(2m ft) dt = % /OT cos?(2m ft) dt

A T
= —/ 1+ cos(4m ft) dt
T Jo
= A+ £ sin(4n fT)
= A+ 2 sin(4n)
=A U

Théoreme 2. Complezification
Un signal sinusoidal est la somme de deux signaux complezes d’amplitude %, et de fré-
quences opposées [ et —f.

Démonstration.

S(t) = Acos(2m ft)
= Agmift | Ag=2mift 0

2  SIGNAL PERIODIQUE A PLUSIEURS FREQUENCES

Théoréme 3. (Admis) Décomposition en série de Fourier
Tout signal physique périodique est décomposable en série de Fourier :

S(t) = co+ ¢y cos(2m ft + ¢1) + cocos(4mft + o) + . ..
+o00o
= c¢,cos(2mnft + ¢,) avec ¢g =0
n=0
+o0
=co+ Y cpcos(2mnft + ¢y,)

n=1

La série de Fourier comporte :

— un signal constant cg

— une sinusoide de fréquence f appelée le fondamental

— une infinité de sinusoides de fréquences nf multiples de f, non nécessairement en phase,
appelées harmoniques

Remarque. Le signal suivant
s(t) = ccos(1,67 x 27 ft)
est sinusoidal bien que le coefficient 1,67 soit non entier. Il suffit de définir la nouvelle fréquence F =
1,67 f pour s’en assurer :
s(t) = ccos(2wFt)
Si le rapport des coefficients est un rationnel, le signal est périodique. Par exemple, pour le signal
s(t) = ¢ cos(1,67 x 27 ft) + o cos(2, 338 x 27 ft)

nous avons 2,338/1,67 = 1,4 = 7/5, et le signal est périodique. Au bout de 5 périodes de la premiére
sinusoide qui correspondent a 7 de la seconde, le signal se répéete identique a lui-méme.




Théoreme 4. Décomposition en somme de cosinus et de sinus

S(t) = ag + ay cos(2m ft) + by sin(27 ft) + ag cos(4m ft) + by sin(4w ft) +
400
= lay cos(2mn ft) + b, sin(2wn ft)] avec by = 0
n=0

Démonstration. La phase a 'origine des temps pouvant étre positive ou négative, le choix du
signe la précédent est affaire de convention. A partir du théoreme 3 p. 3 :

S(t) = io cpcos(2mnft — ¢n)  avec g =0

n=0
“+oo
= cycos(2mn ft) cos(dy,) + sin(2mn ft) sin(p,)]  avec ¢ =0
n=0
+o00
= [en cos(¢n) cos(2mnft) + ¢, sin(¢,) sin(2rnft)]  avec ¢o =0
n=0
On pose :
ao def co et VneN, a, def ¢ cos(oy,)
bo Lo et Wne N*, b, def Cp sin(oy,)
+o00
S(t) =Y lan cos(2anft) + by, sin(2rnft)] avec by =0 O
n=0

Théoreme 5. Valeur des coefficients

T/ £)dt et by =0
9

T 9 T
Vn e N*, a, = f/ S(t) cos(2mnft)dt et b, = f/ S(t)sin(2mnft) dt
0 0

Démonstration.

T T T T T
/ S(t) dt:/ aodt—i-/ ap cos(2m ft) dt—i—/ by sin(2m ft) dt+/ ascos(4mft)dt + ...
0 0 0 0 0

:CL()T

D’apres la définition 4 p. 2, ag est la valeur moyenne du signal.

T/ ) cos(2mnft)d = /T io (@, cos(2mm ft) + by, sin(2rm ft)] cos(2mn ft) dt

2+°°

= Z [/ Ay cOs(2mm ft) cos(2mn ft) dt

T
+ / by, sin(2mm ft) cos(2mn ft) dt
0



Pour un n donné, m va de zéro a l'infini. Tant que m # n :

/OT S(t) cos(2mn ft) dt|sn = l Uy, cos(2mm ft) cos(2mn ft) dt +/ by, sin(2mm ft) cos(2mn ft) dt]
1
2

/ apm[cos(2mm ft 4+ 2mn ft) + cos(2mm ft — 2mn ft)] dt

—

—|—/ m[Sin(2rm ft + 2nnft) + sin(2rm ft — 27nft)] dt}
{/0 am cos|(m + n)2x ft dt+/ Ay cOS[(m — n)2m ft] dt

—l—/ m[sin](m + n)2m ft] dt—l—/ by, sin[(m — n)2w f1] dt}

Et lorsque m =n :

T T T
/ S(t) cos(2mn ft) dt|p—n = / a, cos?(2mn ft) dt + / b, sin(2mn ft) cos(2mn ft) dt]
0 0 0

L — |

L /T1+ (drnft) dt + —n [cos?(2mnf1)]|

= —<ay cos(4mn cos”(2mn
2 0 2mn fo 0
_ p
— T+ — 4
5 { + 7 [sin(4mn ft)], }

_a,T

2

De méme pour les coefficients b,,. U

Remarque. Amplitude et phase de chaque fréquence
2 _ 2 2 — /22 12
an = Cp, COS(d)n) Cn an + bn Cp = an =+ bn
. = bn, = b
br, = cp sin(én) tan(¢p) = (—) ¢, = arctan (—)
Qnp

2%

Définition 5. Spectre de fréquences
Les représentations des couples (an,b,) ou (¢, ¢,) sont appelées spectre de fréquences du
signal S(t). Quand le signal est périodique son spectre est un spectre de raies.

Théoreme 6. Complezification

n=+00
Z An ej271'nft

n=—oo

ou les coefficients A, sont appelés coefficients de Fourier.
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Démonstration.
400
S(t) = ap + Y _lan cos(2mnft) + b, sin(2wnft))
n=1
400 )
= ag + Z { (€j27rnft + 67.727rnft) + b (6327rnft 67.727rnft)}
=ag+ Z [% ap + jby) e 92t 4 %(an —jby) eﬂ’mﬁ}
On pose :
Ag &« Qo
* def .
VneN, A, = %(an—jbn)
* * def .
Vn e N*, A= %(an—l—jbn)

ou Ay est le complexe conjugué de A,,.
+o00
S(t) = Ao+ Y (Ag e 2™t 4 A, 2T
n=1

En remplacant n par —n dans le théoreme 5 p. 4 :

2 to+T
Vne N, a_,= T S(t) cos(—2mnft)dt
t
2 30+T
Vne N, b, = T S(t)sin(—2mnft)dt
to

donc :
{Vn eN, a_,=a,

VneN, b_,=-b,

Par conséquent :

A, = %(a,n —jb_y)
= A:L

et :
400 ) )
— AO + Z (A—n 6—]27rnft + An 6]27rnft)
=1

n=-+oo
Z An ej27rnft 0

n=—oo

D’apres ce théoreme, les coefficients de Fourier A, contiennent toute l'information pour
retrouver le signal S(%).

Remarque.
Ap= %( —jbn) A= %(an"'jbn)
= 3lencos(dn) — j cnsin(on)] = 3len cos(dn) + j cnsin(én)]
1 Cn€ —JiPn = %Cnejd’n




Théoreme 7. Valeur des coefficients de Fourier
]_ to+T

YneZ A,= - S(t) e~ #mmitqy
T to
Démonstration. Avec le théoreme 5 p. 4 :
Ay = ag
L sw)a
= t)dt
7). SO
Ay, = %(an — Jbn)
1 to+T 1 to+1
= — S(t) cos(2mnft) dt — j—/ S(t)sin(2mnft) dt
T to T to
1 to+T
=7 S(t) [cos(2mn ft) dt — jsin(2mnft)] dt
to
1 [to+T ‘
_ = 0 S(t) e—]27rnftdt O
T to

Si le signal S(t) n’est pas pair, on choisit 7 tel que le signal S;(t) = S(t — 7) soit pair. On
effectue la transformation de Fourier de S} () puis on obtient la transformée de Fourier de S(t)
par changement de variable ¢t — 7 — t.

Théoreme 8. Signauz pairs
Pour les signauz pairs :

VvneN, ¢,=0
YneN, b,=0

r
2

2
ao = T/o S(t) dt

Vn e N, a, = %/5 S(t) cos(2mn ft) dt
0
VneN, A,=A4_,

Démonstration. D’apres le théoréme 4 p. 4,

o0
S(t) = Z:O[cn cos(2mn ft) cos(¢n) + ¢, sin(2mn ft) sin(é,)]
S(—t) = Zoj)[cn cos(2mnft) cos(¢y) — ¢, sin(2nn ft) sin(¢,,)]
S(t) = S(—t)
S(t)—S(—t)=0
2¢, sin(2mn ft) sin(¢,) =0
sin(¢,) =0



et,

b, = ¢, sin(oy,)
=0

T+T
4o = T/

r
2

— T/o S(t)dt

7/
=7 h S

) cos(2mn ft) dt

NH NH S

ﬂlu> le

) cos(2mnft) dt

Avec b, =0 :

3 SIGNAL QUELCONQUE (NON PERIODIQUE)

Ce signal peut étre considéré comme la limite d'un signal périodique dont la période devient
infiniment longue. Dans le domaine fréquentiel, son spectre devient continu. La fréquence du
fondamental f = 1/T tend vers zéro et les fréquences des harmoniques nf se rapprochent les
unes des autres. La série de Fourier devient une intégrale.

Théoréme 9. (Admis) Décomposition en intégrale de Fourier
Tout signal S(t) physique est décomposable en intégrale de Fourier :

S = [ ety coslens t - o())df

S(t) est décomposée en une infinité de composantes sinusoidales de fréquences infiniment
proches et d’amplitudes infinitésimales c¢(f) df.

Théoreme 10. Décomposition en cosinus et sinus

s = | T () cos(2m ft) — b(f) sin(2 f1) df

Démonstration.

S(t) = /OJFOO c(f)cos2m ft — o(f)] df
= /OJFOO c(f) cos(2m ft) cos|o(f)] — e(f) sin(27 ft) sin[o(f)] df



On pose :

{a(f) E e(f) cos[o(f)]
b(f) % c(f) sin[o(f)]
s = T a(f) cos(2m fE) — b(f) sin (2 fA)] d f

Théoréme 11. Valeur des coefficients

+oo
{ = 2/ ) cos(2mft)d

+oo
= 2/ )sin(27 ft) d

Démonstration. Par analogie avec la démonstration du théoreme 5 p. 4.

Remarque. Amplitude et phase de chaque fréquence

{a(f)zc(f)cos[¢(f)] R {c<f>2a<f>2+b<f>2 {cm a7+

b(f) = e(f) sin[o(f)] tanfo(f)] = ( bg?)) =

Théoréeme 12. Complezification

s = [T a(emirtas

Démonstration.
s = | T () cos(2m ft) — b(f) sin(2r f) df
_ /0+oo a(f) % (ej27rft + 6—j27rft) . b(f) % (6j27rft _ 6—j27rft) df

= [ lalh) = e () + 0] e

On pose :
A(f) = Slalf) =3 b()]
S = [ A emTap s [T A e ittag
Or :
o(=f) =@ (=f) +0*(=])
a® + [=b(f)]?
=c(f)
et,
¢(—f) = arctan lbi_‘;))]
= —arctan [b(f)]
a(f)
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D’apres ce théoreme, la transformée de Fourier A(f) contient toute I'information pour re-
trouver le signal S(t).

Définition 6. Transformée de Fourier

A(f) est appelée transformée de Fourier de S(t). La représentation spectrale du signal
S(t) est celle des fonctions c(f) et ¢(f), qui sont respectivement le double du module et
largument changé de signe de A(f).

S(t) est appelée transformée de Fourier inverse de A(f).

Théoreme 13. Ezpression de la transformée de Fourier

A(f) = / T S(4) e sty

—00

Démonstration.

A(f) = 3lalf) = 5 b(f)]
+a> +“>
—/ ) cos(2m ft) dt—j/ t) sin(2m ft) dt

+o0 .
= / S(t) e 2 iltat O

Notation. La transformée de Fourier A(f) est habituellement notée S(f).
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