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LA FORMULE DE STIRLING

OLIVIER CASTERA

RESUME. Démonstration de la formule d’approximation de James Stirling, In(n!) ~ nlnn —n.
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RESULTATS PRELIMINAIRES

W N = =

1.1 Fonction II de Gauss

Théoréme 1.1. [[" 2" *dr = n!

Démonstration. On intégre par parties en posant : u = 2", v/ = nz" 1, v/ = e ™%, v = —e~
+o0 400 +oo
/ e Cdr = {—x"e’m} —/ nz" H(—e ")dx
0 0 0
n_—z]t>® +oo n—1_—x
=— {x e } +n / x" e dx
0 0
On réitere l'intégration par parties sur le dernier terme :
+oo 400 +00 +oo
/ e dr = — [az”e’m}o —-n [x"’le’x}o +n(n — 1)/ "2 dx
0 0

00 +oo
-— [(:c" + nx”’l) e’xr +n(n — 1)/ 2" 2e " dy
0 0
= {{az" +na" " +nln—1)z" 24 ...
+oo +oo
+n(n—1)x -+ x [n—(n—l)]x}e:’:} +n!/ e “dx
0 0
+o0o
:n!/ e “dx
0

+o00o
=n/! [—e‘x}
0

=n/!
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1.2 Intégrale de Gauss

Théoréme 1.2. [T e dr = /7 ]

Démonstration.

“+oo 2 “+o0o 2 +o0 2 1/2
/ e dr = (/ e " dr X / eV dy)

Les coordonnées cartésiennes = et y étant indépendantes,

+o0o +oo  pt+o0 1/2
/ e dy = / / e*(x2+y2)dxdy
Passons en coordonnées polaires,
x = pcosb
y = psinf

Nous avons donc,
2 + 1% = p*cos’ 0 + p?sin 0
— p2
Cherchons l'expression de 1'élément de surface d?s(p,#) qui remplacera celui en coordonnées
cartésiennes dxdy. Le vecteur position s’écrit :
OM = xi+yj
= pcosfi + psinfj

et les vecteurs de base,

0OM

& =",
= cos 0t + sin 0y

0OM

€y = W

= —psinfi + pcosfy
Nous en déduisons leurs normes,

le,|| = 1/ cos? 6 + sin? 6

=1

leol| = \/,02 sin? 0 + p? cos? 0

=p
Pour construire I’élément de surface d?s, prenons une variation le long de la coordonnée p,
00OM
0OM = ——dp
dp
=e,dp
et une variation le long de la coordonnée 6,
o0OM
0OM = ———df
00

= €y df



puis prenons la norme de leur produit vectoriel :

d*s = |le,dp x egdb|
= pdpdbf

L’espace est parcouru dans son ensemble pour p variant de 0 a 400 et pour 6 variant de 0 a

2w, si bien que
+o0 9 +oo 27 9 1/2
/ e dr = (/ / e " pdb dp)
—o0 0 0
+oo

.\ /2
= <27T/ pe "’ dp>
0

U
2 DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE STIRLING
Théoreme 2.1. ! = 3w (2)" [+ & +0(2)] ]

Démonstration. D’apres le théoreme (1.1) :
+o0o
nl = / e Fdx
0

On commence par sortir n™*! de l'intégrale grace au changement de variable z = ns, doz = nds.
Les bornes d’intégration restent inchangées.

+00
n! :/ (ns)"e "*nds
0
[T
=n"t / s"e " ds
0
On regroupe les termes sous ’exponentielle,
“+o0o
n! = nn+1/ en(lnsfs)ds
0

dans le but futur de sortir e™" de l'intégrale. Pour pouvoir utiliser le développement en séries
entieres de la fonction logarithme népérien on effectue le changement de variable s = 1 + w.

[ A

In(1 =r— — 4+ = ——+ ...
n(l+z)==x 2+3 4+



n :nnJrl /+OO 6n[ln(ler)f(ler)]du}
—1

2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 10 11 12
+o0 _w? pwd wt L w? w®  wl wd w?  wd  wlt wit g
n+1/ e"w2+3 Tt5 e t7 s t5 ot 11 1zt 1wdw

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
v [ B T i S e ULt B

et nous avons sorti e de I'intégrale. Dans I'intégrale, on développe en série entiere les fonctions
exponentielles, excepté la premiere.

.I‘Q {L'3 .IA
@ =1 S
e ettt

nl — e /+ ey (1 N nw? N n?wS N n3w? N niw!? L )
- 3 18 | 162 | 1044

nwt*  nPuwd  ndw!'?

x(l— 1 + 39 334 +>
nw5 n2w10 n3w15

><<1+ 5 + 50 + 750 +>
nwﬁ n2w12 n3w18

><<1— 5 + = _1296+"'>
nw? n2w14 n3w21

><<1+ 7 + 0% +2058+"'>
nw8 n2w16 n3w24

X<1_ s T 128 3012 +>
nw9 77,2’(,018 n3w27

x <1+ o+ e+ +>
nwlO n2w20 n3w30

X<1_ 10~ 200 _ 6000 +>
nwll n2w22 n3w33

X(‘H 11242 +7986+"'>
nwl? n2w24 n3w36

8 <1_ 2 o _10368+"'>

- X dw

X



nl = pitle—n /+OO ey (1 N nw®  nw! N nw®  nuw’ N nw’  nw® N nw?
1 3 4 5 6 7 8 9
nwlO n,wll nwlZ n2w6 n2,w7 n2w8
0t T2 Tt T T a
n2w8 n2,w9 n2w9 n2w10 n2,w10 n2w10
5 20 18 21 "o o
nZ,wll nZwll n2w11 n2w12 n2w12 n2,w12
T30 8w T35 T3 Tm
n3w9 n3w10 n3w11 n3w11 n3w12
Tt e T T os T To0 T T8
n4,w12
+ ot Tom r...) dw
n! =n"tlte " /+OO 6%102 [1 + oo - o’ + o’ + <—E + n_2> w®
1 3 4 5 6 18
3
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S
—
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Pour intégrer I'exponentielle dans l'intégrale, on effectue le changement de variable v = \/g w,

d’ou w = \/%v et dw = \/%dv. La borne d’intégration inférieure, w = —1, devient v = —\/g.
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kavec k> 2.

—+o0
n! =vV2n (Z) ( e Vdy+ 2 \/>/ v3e " dv
1 [t /
_ 4 —U d + 3/ 5 —U dU
n.J- n \/_

/ dv — —/ vSe " dv
9n \/’ 3n? -/Z
4 +oo 2
— = / eV dv + 7 / e dv
\/ nd 30n2 -/Z
4 +oo
H / v0e™ dv — —/ 0% do
n3 On? -VE

126’”2dv 4+ .. )

ou les termes suivants sont en n~

243712 \/’

de la forme,

n\"
n! = V 2n (g) (041]1 + OéQIQ + 043]3 + Q4I4 + Oé5I5 + a616
+azly + agls + agly + aiplio + anlyy +...)

1 2 /2 1 4 |2
o = Ay — — — Nq — —— oy = — R
1 ; 2 3 ’I’L’ 3 TL’ 4 5 7’1,3’

4 4 2 [2 47
s =—, Qg=—">, Qr=——\l—, O8§=-—>
P Toop F 3n2’ 7 3V T 30n2

8 |2 4 8

WTRI e Y07 T T ogge

avec,

On calcule chaque intégrale en faisant tendre n vers l'infini. Pour la premiere on utilise le
théoréme (1.2) :

+oo 2
I, = eV dv
n
V3
+oo 9
= e U dv
—00
=/
+oo 9
I :/ vie ™V dv
—00

=0

car la fonction dans I est impaire. De méme I, = Iy = Iy = 0.

400 9
I3 :/ vie " dv

—00
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On intégre par parties : y = 03, ¢/ = 3%, 2/ =ve ™", 2 = —

1
2€¢
1 00 3 oo
I3 = { [—5036”2 N + 3 /_OO vzeUde}
3 [t
25/ v2e ™ dv
On integre de nouveau par parties :
y=uv,y =17 = ve V', z = —%e’”Q,
3 1 T 1 oo
g {[gee ] g [T
3
=—\/7
4
“+oo
I :/ voe " dv
On inteégre par parties : y = 0%, y' = 5v?, 2/ =ve ™, 2 = —ie¢ v
1 ‘oo 5 e
I :{ —51}567”2 + —/ vle UQdU}
5 3
=— X —
2 4ﬁ
15
=—\/7
8
+
I :/ voe " dv
15
=—\/7
8
+oo
I :/ vie " dv
On intégre par parties : y = 07, ¢/ = T8, 2/ = ve ", z = —%e”ﬂ,

1 oo 7 oo
IS — { |:—§U76_v2:| . + 5 Lm 066_U2dv}

7 [toe 6 2
= v d
5 LOO ve v



. N . 2
On inteégre par parties : y = 0%, ¢y = 08, 2/ =ve ™, 2 = —

9 105

X VT

945
= VT

400 9
I :/ v2e ™ do

On intégre par parties : y = v!!, ¢/ = 111}10,72" —pe ¥, 2 = —%e‘”Q,
I = { {—%vue_v2 J_r: % J:O vloe_Ude}
:% J:o 0% du
11 945
'
:Wﬁ

Par conséquent,

n n
n! = v2n (—) (a1l + agls + asls + asls + agls + aolio + ol + .. .)

(&
n 1 3 4 15 41
:\/Qn(ﬁ> (ﬁ——x—ﬁ+—x—ﬁ——x—5ﬁ
e n 4 In 8 3n? 8
A7 105 4 945 8 10395
30 X 6V o2 X 52 VT T o X e ﬁ+"'>

V(D) (R 5 e 10 s
N e 4n  6n 2n2 3202 8n2  T2n2
n\" 1 1
= v () (14 g *3mgm + )
n 1 1 1
= V2™ (ﬁ) {1 +—+4o0 (—)} avec lim o (—) =0
e 12n n? n—oo  \ 2
Ce qui acheve la démonstration.

A partir du théoreme 2.1 p.3 nous obtenons directement la formule de Stirling :
In(n!) ~ In (\/27?71) +nln <E>
e
1
~ 5 In(2mn) + nlnn —nlne
In(n!) ~nlnn —n

Adresse électronique : o.castera@free.fr
Site web : https://sciences-physiques.neocities.org
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