LES MOINDRES CARRES

OLIVIER CASTERA

RESUME. La méthode des moindres carrés repose sur un fondement probabiliste sérieux.
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1 JUSTIFICATION DE LA METHODE DES MOINDRES CARRES

Théoreme. Lorsque les erreurs de mesure suivent une loi normale, pour qu’un ensemble
de valeurs observées (y1,Ya, .. .,Yn) d'une fonction a déterminer y = p(x) soit le plus
probable, il faut choisir cette fonction de telle sorte que la somme des carrés des écarts
des valeurs observées par rapport a ¢(x) soit minimale :
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Démonstration. Soit y = p(x) 'expression exacte de la relation réelle existant entre y et z. Les
points expérimentaux s’écartent de cette relation par suite des erreurs inévitables de mesure. Le
théoréme central limite ! montre que les erreurs de mesure suivent généralement la loi normale 2.
Supposons qu’il en soit ainsi, et choisissons une valeur z; de I'argument pour laquelle nous
effectuons une mesure. Le résultat de cette mesure est I'événement Y; = y; ou Y; est une
variable aléatoire répartie suivant une loi normale d’espérance mathématique p(z;), et d’écart
quadratique moyen o;. L’espérance mathématique (z;) est le résultat que I'on trouverait s’il
n’y avait pas d’erreur de mesure, et o; caractérise 'erreur de mesure. Supposons que l’erreur
de mesure soit la méme en tout point :
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La densité de probabilié de la variable Y; s’écrit :
1
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Supposons que l'expérience, qui est dans notre exemple une série de mesures, ait réalisé 1’é-
vénement consistant en ce que les variables aléatoires (Y7,Y3,...,Y,) aient pris les valeurs
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(y1,Y2, - - -, Yn). Les variables Y; étant continues, la probabilité de chacun des événements Y; = y;
est nulle, ¢’est pourquoi nous considererons les éléments de probabilité correspondants :
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Les mesures étant indépendantes, la probabilité pour que le systéme de variables aléatoires
(Y1,Y5,...,Y,) prenne 'ensemble des valeurs se trouvant chacune dans U'intervalle (y;, y; + dy;)
est égale au produit des éléments de probabilité :
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Pour que cette probabilité soit maximale, il faut que :
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soit minimale. O

2  CARACTERISTIQUES NUMERIQUES DES SYTEMES DE DEUX VARIABLES

Définition 2.1. On appelle moment initial d’ordre k, s du systeme de variables aléatoires
(X,Y), Uespérance mathématique du produit de X* par Y*

[ XY & MIXFY?
Pour des variables aléatoires discrétes :
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Pour des variables aléatoires continues :
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Définition 2.2. On appelle moment centré d’ordre k, s du systéme de variables aléatoires
(X,Y), lespérance mathématique du produit de X* par Y* :
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Pour des variables aléatoires discrétes :
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Pour des variables aléatoires continues :
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Définition 2.3. On appelle covariance des variables aléatoires X,Y , le moment central
mizte d’ordre deuz fiy; :
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Pour des variables aléatoires discrétes :
A n m
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Pour des variables aléatoires continues :
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3  CARACTERISTIQUES STATISTIQUES D’UNE REPARTITION

A toute caractéristique numérique® de la variable aléatoire X correspond une caractéristique
statistique.

Définition 3.1. On appelle moyenne arithmétique ou moyenne statistique de la variable

aléatoire discrete X, la moyenne de toutes les valeurs x; observées de cette variable. On
la note M*[X] ou m?.

Définition 3.2. On appelle variance statistique de la variable aléatoire discréte X, la

moyenne statistique des carrés des écarts des valeurs observées da la moyenne statistique.
On la note V*[X] ou Vf ou D*[X] ou Dx.

Définition 3.3. On appelle moment statistique initial d’ordre s de la variable aléatoire
discréte X, la fonction o[ X] définie par :

Définition 3.4. On appelle moment statistique centré d’ordre s de la variable aléatoire
discréte X, la fonction pi[X] définie par :
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Définition 3.5. On appelle covariance statistique des variables aléatoires discrétes X et
Y, la fonction K7, définie par :

K2y D30 (o= mi) (o~ m)
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4  APPLICATION

Une expérience a fourni un ensemble de valeurs (z;, ¥;)i—1,..». Nous supposons que les erreurs
de mesure suivent une loi normale, d’écart quadratique constant, et que la relation observée est
linéaire. Nous cherchons les parametres a et b de la droite

y=ax—+b

qui représentent le mieux la relation expérimentale :
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d’ou le systeme
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En divisant par n et en utilisant les définitions du chapitre précédent,
{aa;[wam;—amx,w 0 {b:m;—am:;
’ =
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d’ou, en utilisant les moments centrés :
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