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LE PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS EN
STATIQUE
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En 1586, Simon Stevin énonce le principe des travaux virtuels en étudiant des palans. En 1717,
Jean Bernoulli pose le principe des travaux virtuels comme loi fondamentale de la statique : a
I’équilibre, aucun travail n’est nécessaire pour provoquer un déplacement infiniment petit d’un
systeme mécanique donné. En 1743, Jean le Rond D’Alembert étend ce principe a la dynamique.
Il devient alors une écriture équivalente des équations de la mécanique de Sir Isaac Newton.
En 1756, dans une lettre a Léonhard Euler, Joseph-Louis de La Grange démontre toute la
mécanique a partir du principe de moindre action. Ces écrits paraissent dans un mémoire des
Mélanges de philosophie et de mathématique de la Société Royale de Turin Tome 2, 1760-1761.
Dans son ouvrage Méchanique analitique de 1788, il pose le principe des travaux virtuels a
la base de la mécanique analytique. En appliquant les coordonnées généralisées a ce principe,
il énonce les équations de la mécanique analytique. Comme les équations de Newton, les n
équations différentielles de Lagrange sont du 2" ordre par rapport au temps, du fait des termes
d’accélération. En 1827, Sir William Rowan Hamilton effectue la transformation de Legendre
du lagrangien pour les vitesses généralisées. Les 2n équations différentielles de Hamilton sont du
1°* ordre par rapport au temps, donc intégrées une premiere fois, et sont remarquables par leur
symétrie. Dans son mémoire de 1837 « Note sur 'intégration des équations différentielles de la
dynamique », Carl Gustav Jacob Jacobi simplifie I'intégration des équations de la dynamique
en abaissant leur ordre.



Il me parait difficile de comprendre la mécanique analytique en partant du principe de Hamilton
ou des équations de Newton, c¢’est pourquoi, comme le fit Lagrange dans son ouvrage de 1788,
j’ai choisi de partir du principe des travaux virtuels.

Nous supposerons comme Newton que le temps est absolu, et que 1’espace physique est un espace
euclidien a trois dimensions. L’espace et le temps sont les mémes pour tous les observateurs,
quel que soit leur mouvement relatif. A partir des notions de temps et d’espace, on définit
un référentiel comme étant un systeme de coordonnées et une horloge, a chaque référentiel on
associe un observateur, et réciproquement, a chaque observateur on associe un référentiel.

Galilée note qu’aucune expérience effectuée dans la cale d’un navire ne permet de mettre en
évidence la vitesse de ce navire, si celle-ci est constante en norme et en direction par rapport
aux étoiles lointaines. Cette expérience de pensée nous amene a appeler référentiels galiléens
tous les référentiels qui se déplacent d’'un mouvement de translation rectiligne uniforme (a
vecteur vitesse constant) par rapport aux étoiles lointaines, et & énoncer le principe de relativité
galiléenne : « les référentiels galiléens sont équivalents pour I'écriture des lois de la physique ».
Dans ce document nous nous placgons toujours dans un référentiel galiléen.

A Principe des déplacements virtuels

A la fin du XVI° siécle, Stevin étudie les palans qui permettent de charger et décharger les pa-
lanquées sur les navires marchands. Il étudie ces systémes de poulies & I'équilibre!. On suppose
la masse des poulies négligeable devant les autres masses, et les liaisons parfaites (ou polies)
c.-a-d. sans frottements au niveau des axes des poulies.
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Fi1G. 1.1 — Systémes de poulies

1. Ernst Mach, La mécanique (Edition Jacques Gabay, 1987).
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En a, par symétrie m’ = m. En b, la masse m est soutenue par les cordes paralleles 1 et 2. Par
symétrie, chacune des cordes supporte la moitié du poids de la masse m, il faut un contrepoids
de masse % pour qu’il y ait équilibre.
Stevin remarque que pour chaque systeme de poulies ci-dessus, si I'on déplace la masse m vers
le bas ou vers le haut d’une hauteur h, alors :

e en a, le poids m’ = m monte ou descend de h,

e en b, le poids & monte ou descend de 2h,

e en ¢, le poids 2 monte ou descend de 6h,

w333

e en d, le poids & monte ou descend de 8h.

Ainsi, dans un systéeme de poulies a I’équilibre, les produits de chacune des masses par les
déplacements que l'on pourrait leur donner, sont égaux :

X 2h
X 6h
X 8h

m X h =

®©[3 =3 »[3

Cette remarque contient en germe le principe des déplacements virtuels. On imagine le systeme
dans une configuration toute proche de celle que I'on a, chaque masse subissant un déplacement
dit virtuel, car il n’y a pas a proprement parler de déplacement. La notion de temps n’intervient
pas puisqu’il s’agit de comparer deux positions d’équilibre d'un systeme, sans le passage de I'un
a lautre. Le mieux est d’imaginer deux systemes de poulies parfaitement identiques, dans des
positions d’équilibre proches.

Stevin étudie également 1'équilibre des forces sur les plans inclinés?. 11 décrit 1'expérience de
pensée suivante : une chaine fermée formée de perles de méme poids est placée sur un double
plan incliné (fig. 1.2 p. 3). On néglige les forces de frottement des perles sur les plans inclinés.

Fi1G. 1.2 — Chalne de perles

La chaine de perles reste immobile car sinon, selon Stevin « les boules tourneront par elles-
mémes de maniere infinie. Ce qui ne se peut. » 3. Or, la partie représentée en bleue, appelée
chainette ou caténaire, est symétrique par rapport a l’axe vertical, si bien que la force exercée
par la caténaire en A est égale a celle exercée en C'. La partie AB de la chaine de perles équilibre
donc la partie BC', et ce, quel que soit le double plan incliné sur lequel repose la chaine de perles.

2. S. Stevin, De Beghinselen der Weeghconst (Les principes de 'art de peser, 1586).
3. Notez qu’en ’absence totale de frottements, les perles pourraient tourner de maniére infinie.
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B Principe des travaux virtuels

En étudiant les plans inclinés, Galilée constate la validité du principe des déplacements virtuels

et en trouve une formulation plus générale, le principe des travaux virtuels. Une masse m repose

sur un plan incliné dont la longueur AB est double de la hauteur BC'. D’apres 'expérience de

pensée de Stevin, lorsque les liaisons sont parfaites, c.-a-d. en I’absence de frottements entre

la masse m et le plan incliné, et au niveau de ’axe de la poulie, cette masse est maintenue en
m

équilibre par une masse % :

|3

A C

F1G. 1.3 — Equilibre d’une masse sur un plan incliné

Si I'on déplace virtuellement la masse m vers le haut sur une distance d le long du plan incliné,
alors la masse % descend d’une hauteur d. Nous n’avons plus I'égalité trouvée par Stevin entre
les masses multipliées par leur déplacement virtuel respectif :

mXxd# 3 xd

Mais Galilée constate que la masse m monte d’une hauteur % et que la masse 7 descend d’une
hauteur h, et cette fois les produits sont égaux :

h _m
m><2—2><h

L’équilibre est déterminé par les masses multipliées par leur hauteur de chute, et non par leur
déplacement. Par rapport a Stevin, Galilée précise que le déplacement a prendre en compte est
celui effectué selon la verticale, autrement dit, celui dans le sens des forces de pesanteur.

Notons my la premiere masse, ms la seconde, hy la hauteur de chute virtuelle de m et hy celle
de my :

mi hy = mg hy
Si les hauteurs de chute virtuelle sont des mesures algébriques affectées d’un signe positif ou

d’un signe négatif selon qu’elles sont ou non de méme sens que le poids des masses (force
verticale vers le bas), alors :

2

i=1
Généralisons a N masses my, ma, ..., m, subissant respectivement les déplacements virtuels
dy,ds, . ..,d, compatibles entre eux et avec les liaisons, autrement dit compatibles avec le mé-

canisme, donc non indépendants.



REMARQUE 1. Surlafig. 1.3 p. 4, les déplacements des masses sont compatibles entre eux si lorsqu’une masse
monte 'autre descend, et ils sont compatibles avec les liaisons si la masse m ne passe pas a travers le plan incliné.

Soient hy, ha, ..., hy, les projections de ces déplacements sur la verticale, a 1’équilibre :
N
i=1

En écriture vectorielle, soient :

g le champ de gravitation terrestre
°,

P, = m,;g le poids de la i°™° masse

:eme

1; le vecteur position de la i masse

AT; le déplacement virtuel de la i®™¢ masse

- eme

—
e P, AT, le travail virtuel de la i masse

Le principe des travaux virtuels énonce qu’a 1’équilibre la somme des travaux virtuels est nulle,

N—)

=1

e les liaisons sont parfaites
e les déplacements virtuels sont compatibles entre eux
e les déplacements virtuels sont compatibles avec les liaisons

C Formulation générale du principe

En 1717, Jean Bernoulli énonce la formulation générale du principe des travaux virtuels pour
tous les cas d’équilibre, en ce qu’elle ne s’applique pas uniquement aux forces de pesanteur. En
effet, une force quelconque peut étre remplacée par la traction exercée par une corde attachée
a une masse par l'intermédiaire d’une poulie.

Plusieurs forces peuvent s’exercer sur une méme partie mobile du systéme (les masse m;).
—
Notons F; la somme des modéles des forces exercées sur la i partie mobile :

def

F)i:Fl+F2+---

Soient N sommes de modeles de force ﬁl, ﬁg, ce F)N actives (qui créent le mouvement, aussi
appelées motrices) appliquées aux N parties mobiles d'un systéme, subissant respectivement
les déplacements virtuels infiniment petits 0r, 0Ta, . . ., 0. A Téquilibre, la somme des travaux
virtuels des forces actives est nulle,

N
F@ .61, =0 (1.1)

i=1

e les liaisons sont parfaites
e les déplacements virtuels sont compatibles entre eux
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e les déplacements virtuels sont compatibles avec les liaisons
e les déplacements virtuels sont infinitésimaux

Ceci constitue le principe des travauzr virtuels appliqué a la statique dans sa formulation la
plus générale. Nous verrons avec les ex D.2 p. 9 et D.3 p. 10 que c’est justement parce que
les déplacements virtuels sont compatibles entre eux et avec les liaisons, c.-a-d. respectent le
mécanisme, que ’on ne considere plus les forces de contrainte (aussi dites passives ou résistantes)
mais seulement les forces actives.

L’emploi de déplacements infinitésimaux plutot que finis considérés par Galilée, est justifié par
la remarque qui suit. Soit le systeme suivant, pour lequel la poulie est parfaite et la masse glisse
sans frottements sur le plan incliné :

Fi1G. 1.4 — Déplacements finis

Les deux masses et l'inclinaison du plan sont choisis de sorte que le systeme soit a 1’équilibre.
Cet équilibre persiste quelle que soit la position du poids sur le plan incliné. Dans ce cas parti-
culier, nous pouvons employer au choix, des déplacements finis ou infinitésimaux. Cependant,
considérons le cas général en remplagant le plan incliné par une surface quelconque tangente
au plan incliné au point de contact de la masse :

Fi1c. 1.5 — Déplacements infinitésimaux

L’équilibre subsiste puisque du point de vue de la masse rien n’a changé. Si nous considérons
alors un déplacement fini, le systéme se transforme en une conformation voisine toute autre,
pour laquelle il n’y a pas toujours équilibre. Le systeme n’est pas a I’équilibre mais revient a sa
position d’équilibre ou s’en éloigne définitivement. Si 'on considere maintenant un déplacement
infinitésimal, le poids reste sur le plan tangent et I’équilibre est maintenu. Il n’y a donc d’es-
sentiel que la possibilité de déplacement infinitésimal, pour lequel I’équilibre subsiste toujours.
Les déplacements virtuels sont donc toujours infinitésimauz.



D Exemples

ExEMPLE D.1. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

Reprenons la fig. 1.3 p. 4, et cherchons la masse my pour qu’il y ait équilibre. Dans cet
exemple on ne part pas du principe des travaux virtuels mais on le fait apparaitre a partir
de la mécanique de Newton.

Riy T T,
— 1_3)2
Py

FIG. 1.6 — Equilibre d’une masse sur un plan incliné

N
Le systeme comprend N = 2 parties mobiles. Fi(e) est la somme des forces extérieures
s’exercant sur la i°™¢ partie mobile du systéme :

—>(e) - —> —>
Fi7" =P+ T+ Ry
—)(e) - —>
Fo7/ =Py+ Ty
Lorsque le systeme est a 1’équilibre, chacune de ces sommes de forces extérieures est nulle :
—> e —
{Ff =10
—> e —
Fi) =0

Leur travail virtuel est donc nul pour tout ensemble de déplacements virtuels quelconques
indépendants (pour le moment aucun lien entre 0t et 15) :

—
vot,  F9.61 =0
g _)(6) g

\V/(SI‘Q F2 . (51'2 =0

Additionnons ces travaux virtuels nuls :
— —
V5F1,5F2, Fl 6F1+ Fgéfgzo

La force acti_v)e est ici le poids 13>, les forces de contrainte sont la tension T et la réaction
du support R.

(31+T)1+ﬁ>1)-5F1+(§>2+T>2)-6f‘2:0
(13)1-5f’1+§>2-6f’g)+<T)1-6F1+T>2-5f’2+ﬁ)1-6f'1):O



Choisissons les déplacements virtuels 017 et 0T compatibles entre eux et avec les liaisons.
Ils ne sont plus quelconques mais dépendants, et sont liés par I’équation de liaison qui
remplace les forces de tension :

[0T1 ]| = [|oT5 |

ot

Fi1c. 1.7 — Déplacements virtuels compatibles entre eux et avec les liaisons

N
En I'absence de frottements la réaction du support Ry est perpendiculaire au déplacement
virtuel et ne travaille pas :

(ﬁl.(sa +F2.5f‘2) 4 (i.af‘l 4 ‘T}df’z) —0

La tension de la corde travaille

T, 0t #0
10T
S (1.2)
TQ . 51‘2 # 0
mais la somme de ces travaux virtuels est nulle. En effet, la tension étant constante
— —
[Tl = [Tl
qui donne

— . — . — . — .
Ty -0t 4 Ty -0t = || T4l |67 — [ T2 [[o%2]
—
= ||| (|71 ]| — [|o%2])
=0
Il reste,
— . — .
P1-§r1+P2-5r2:0
qui est le principe des travaux virtuels appliqué aux deux parties mobiles, les masses m;
et mo. Supposons que la masse m; monte et la masse my descende :

= . — = —
—[IP 1 sin(e) |71 ]| + [[P2f| [|or2[| = O
me = my sin(q)
Les déplacements virtuels compatibles entre eux et avec les liaisons ont permis de trouver

la condition d’équilibre. S’il existe une force de frottement f entre la masse et le plan
incliné, il va de suite que :

=[Pl sin(a) fory|| — flory]| + [P [|oT2]| = 0

f = (mg —my)gsin(«)



Effectuons un déplacement virtuel perpendiculaire au plan incliné, donc incompatible avec
la liaison. Le déplacement virtuel de la seconde masse est choisi nul pour étre compatible
avec le déplacement virtuel de la premiere.

Fi1c. 1.8 — Déplacements virtuels compatibles entre eux mais pas avec la
liaison

]—.'—5)1'(51_"1:0
(P +R+T,) o1 =0

La tension est perpendiculaire au déplacement virutel, elle ne travaille pas :
— —
P16F1+R6F1:O
— . — .
—[IP1l[llory[| cos(ar) + [|R[[]or1]| = O
— —
IR[] = [|P1]| cos(e)

Un déplacement virtuel incompatible avec une liaison permet sa détermination.

ExeEMPLE D.2. Pendule statique
Une masse est attachée a une corde de longueur p faisant un angle 6 avec la verticale.
Quelle doit étre 'intensité ||f]| de la force horizontale pour qu’il y ait équilibre 7
On imagine le systeme dans une configuration d’équilibre toute proche de celle que l'on
a, ce qui revient a effectuer un déplacement virtuel compatible avec la liaison. Pour cela,
faisons varier ’angle d’une valeur 06 infiniment petite :

0r = 0xv’+ dy7

= pcos(0)50v + psin(0)607



Fic. 1.9 — Pendule statique

Le déplacement virtuel est perpendiculaire a la tension, le travail virtuel de la tension est
donc nul. Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 a la seule partie mobile
(N = 1), pour un déplacement virtuel compatible avec la liaison :

F@.5r=0

(f+P)-or=0

I1E]lp cos(8)66 — || P||psin(0)56 = 0

[£]| = myg tan(6)
C’est la condition d’équilibre cherchée. On note que la longueur de la corde n’intervient
pas. Pour # = 0° la force est nulle, pour § = 45°, ||f|| = mg. La force tend vers 'infini

lorsque 6 tend vers 90°.
Prenons un déplacement virtuel incompatible avec la liaison :

5T = 6y7

La force horizontale lui est perpendiculaire, son travail virtuel est donc nul.
—

F.or=0
— —>
(P+T)-
— —
—[IP{loy + T cos(f)dy = 0
—> mg
TI =
Tl = s
Pour 6 = 0°, ||¥|| = mg, puis ||¥|| croit avec # et tend vers I'infini lorsque 6 tend vers 90°.
La composante verticale de la tension est toujours égale a mg, sa composante horizontale
est toujours égale a [|/f]|.

o)
=l
I

o

ExXeEMPLE D.3. Le principe du levier
Dans le repeére orthonormal (o, 7, 7), soit un levier a I’équilibre sous 'action de deux forces
actives :
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Fi1g. 1.10 — Levier a I’équilibre quel que soit I'angle 6

{fl =—[ILlly
f =—|f2) 7
Les vecteurs position des extrémités du levier s’écrivent :

{f'l = [[71[] cos(0) 7'+ (|11 || sin(6) J

Ty = —||Ta]| cos(0) ¥ — [|Ta]| sin(6) 7

Donnons au levier une rotation virtuelle d’angle 6 compatible avec la liaison R :

ﬁ) lfl

A

Fi1Gc. 1.11 — Rotation virtuelle d’angle 66

Les variations des vecteurs positions ont pour expressions :
L on
0ty = — 7 o0 N {m = ||ty || sin(0) 507+ ||Fy || cos(6) 66 7
o

57, — %69 0Ty = ||Ta]| sin(@) 607 — ||T2|| cos(9) 46 J

La réaction R ne travaille pas lors de ce déplacement virtuel, elle reste identique a elle-
méme quel que soit 'angle. Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 pour
un déplacement virtuel compatible avec la liaison. Nous devons considérer qu’il y a deux
parties mobiles (N = 2), chaque extrémité du levier :

N —
SN F .65 =0
=1

I 17211 cos(8) 66 + |1l 1 Eall cos(6) 66 = 0

Hle Hf'lH = Hfz “F2H

11



Nous retrouvons le principe du levier, c.-a-d. I'égalité des moments de force.

REMARQUE 2. Le principe du levier est précisément le principe des travaux virtuels. Celui-ci aurait
pu étre établi en étudiant le levier plutét que les palans. Le principe de fonctionnement des palans et celui
du levier étant a la base de la statique, ils ne sont pas démontrables.

Calcul de la force de réaction

Lorsque I'on veut calculer une force de réaction, le déplacement virtuel doit étre incom-
patible avec cette liaison pour qu’elle travaille virtuellement. La force de liaison est alors
traitée comme une force active. Pour calculer la réaction du point d’appui, on donne au
levier une translation verticale virtuelle 6r = dyj’:

f, R

C ! D)
I oy

A

F1Gc. 1.12 — Force de réaction d’un levier

Le principe des travaux virtuels s’écrit :
R-0F+f - 0F+ 6 o7=0
IR oy — [IE:l| 6y — |[Ef] 5y = 0
IR = I8 + IE|

REMARQUE 3. La translation virtuelle aurait pu étre vers le bas, le résultat aurait été le méme. II
est permis de considérer un déplacement virtuel ou deux solides se compéneétrent et ne respectent pas les
liaisons.

Nous voyons sur cet exemple la différence entre un déplacement Vif‘ﬂ_lgl et un déplacement
réel. Dans ce dernier, si le levier se sépare de son appui, la réaction R devient nulle, et ne
travaille Dpas. Dans le déplacement virtuel, la réaction reste la méme et effectue le travail
virtuel ||R|| dy.

Dans I'exemple que nous venons de voir, nous ne cherchons pas I'équation d’équilibre du systeme
mais la force de réaction, c¢’est pourquoi le déplacement virtuel choisi n’est pas compatible
avec la liaison. Lorsque nous étudierons ’équilibre d'un systeme, nous prendrons toujours des

12



déplacements virtuels compatibles avec les liaisons, c.-a-d. pour lesquels le travail virtuel des
forces de liaison est nul.

E Comparaison avec la mécanique de Newton

En mécanique de Newton, un systeme est a ’équilibre lorsque la somme de toutes les forces
extérieures exercées sur ce systeme est nulle, et lorsque la somme des moments de ces forces
est nulle. Pour un systeme articulé, on doit définir plusieurs sous-systeémes, puis déterminer les
forces exercées sur ces sous-systemes, dont les forces de liaison entre ces sous-systemes. C’est
la détermination des forces de liaison qui permet de résoudre le probleme.

ExXEMPLE E.1. Palan

Reprenons I'exemple du palan (fig. 1.1.b p. 2). Quelle doit étre la valeur de la masse my
pour équilibrer celle de my ?

Résolution par la mécanique de Newton

=
=
=

Fi1Gg. 1.13 — Palan : inventaire des forces

Le premier sous-systeme étudié est constitué de la premiere poulie et de la premiere masse.
Appliquons le principe fondamental de la dynamique. L’ensemble est immobile donc la
somme des forces extérieures exercées sur ce sous-syteme est nulle :

P,+2T =
T__ M
2

N
Nous avons déterminé la force de liaison, la tension T de la corde. Le second sous-systeme
étudié est la masse mo. Appliquons le principe fondamental de la dynamique. Elle est

13



immobile donc :

SO —§

— — N
P,+T =0
—
Py
Par conséquent :

Résolution par le principe des travaux virtuels
Donnons a la masse my un déplacement virtuel 015 vertical vers le bas :

0Ty = —0y J

Le vecteur déplacement virtuel 0r; de la masse m; compatible avec les liaisons et compa-
tible avec 015 est tel que :

Fi1G. 1.14 — Palan : déplacements virtuels

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2),
les masses m; et msq, pour des déplacements virtuels compatibles entre eux et avec les

14



liaisons :

=1
P, 0f, 4+ D, - 0F, = 0
— — T
Py 0t — Py- =2 =0
9
- P B
(Pz—f)-drgzo
my
mog — —

Nous avons tenu compte des liaisons sans introduire de forces de liaison inconnues a
déterminer, mais en utilisant des déplacements virtuels compatibles entre eux et avec les
liaisons (un mouvement virtuel compatible avec le mécanisme).

Au lieu de s’appliquer séparément a chacun des sous-systemes, le principe des travaux
virtuels s’applique au systeme dans son ensemble en regardant comment les sous-systémes
s’articulent entre eux grace aux liaisons.

ExeEMPLE E.2. Poulies coaxiales

Deux poulies coaxiales de rayon R, et Ry supportent respectivement les masses m; et mo.
Quelle est la condition d’équilibre ?

Résolution par la mécanique de Newton

L’ensemble des poids et des poulies coaxiales constitue le systeme.

7 /)

T R
N
?1 —
2
P,

P,

F1G. 1.15 — Poulies coaxiales : inventaire des forces

15



A T’équilibre, la somme des moments des forces extérieures est nulle par rapport a n’im-
?
porte quel point. Par rapport au centre ¢ de ’axe commun aux deux poulies, nous avons :

—

//Zﬁl/c+/32/c =0
§1X§1+—P:2><?2:6
||P1|| ||R1|| - ||P2|| ||R2|| =0

Résolution par le principe des travaux virtuels
La position du systeme ne dépend que de I'angle ¢ de rotation des poulies. Donnons aux
poulies une rotation virtuelle d’angle dep.

0p

—

:]517'2

6F1 Pl .

P,

Fi1G. 1.16 — Poulies coaxiales : déplacements virtuels

Les déplacements virtuels s’écrivent :
oty = —Ry ¢ )
0Ty = Ry dp )
Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2),

les masses m; et msy, pour des déplacements virtuels compatibles entre eux et avec les
liaisons :

N —
STFY .61 =0

i=1
Fl'éfl—{—ﬁz‘(SFQZO
IP 1l Bydp — [P B2 6 =0
migRy —magRy =0

Nous avons montré avec ’exemple du palan que le principe des travaux virtuels contient
le principe de I’équilibre des forces de la mécanique de Newton. Grace au principe des
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travaux virtuels nous retrouvons aussi 1’équilibre des moments de force de la statique
géométrique. Le principe des travaux virtuels contient donc les deux principes de la
mécanique de Newton, ’égalité des forces et ’égalité des moments de force.

F Avantage de la méthode

Imaginons qu'une machine inconnue soit placée dans une caisse fermée d’ou il ne sort que deux
— —
bras de levier, servant de point d’application aux forces F et F,.

_é
F,
(P
o 1
“[ R
I _ __l
E‘

Fi1g. 1.17 — Mécanisme dans une boite noire

En observant les vecteurs déplacements simultanés réels r; et rs, nous déduisons immédiatement
la condition d’équilibre :

= — = —

Fl-r1+F2-r2:0

Dans cet exemple, les vecteurs forces étant constants, les déplacements virtuels se confondent
avec les déplacements réels. Ce type de probleme n’est pas soluble par la mécanique de Newton
car nous n’avons pas acces aux mécanismes internes de la machine.

G Types de liaisons et coordonnées généralisées

Un systéme est soumis a des liaisons s’il existe des contraintes qui en limitent les mouvements
externes ou internes. Les liaisons s’expriment soit par des forces de contrainte, soit par des
équations de liaison.

17



G.1 Liaisons géométriques et liaisons cinématiques
Une liaison géométrique concerne uniquement les positions et éventuellement le temps.

Soit T; = (21, . .., T,); le vecteur position du :“™® point matériel (ou partie mobile) du systeme.
Une liaison géométrique s’écrit sous la forme f (1, ..,1),¢) =0

EXEMPLE G.1. Trois exemples de liaison

° I_J>a liaison du pendule simple plan peut s’exprimer soit par la force de contrainte
T (tension dans la corde), soit par 1'équation de liaison 22 + x3 = p? :

)

X

H

Fi1c. 1.18 — Le pendule se déplace sur un arc de cercle

e Deux mobiles sont maintenus a une distance constante par une liaison rigide qui
peut s’exprimer soit par deux forces égales et opposées, soit par I’'équation de
liaison ||T; — Ta|| = ¢ :

Fic. 1.19 — Liaison rigide entre deux mobiles

e La liaison du sglide glissant sur un plan incliné peut s’exprimer soit par la force
de contrainte R (réaction du plan incliné sur le solide), soit par 1’équation de
liaison 29 = axq + b :

18



T2

T

F1G. 1.20 — Le solide se déplace sur une droite

Une équation de liaison concernant les vitesses (i1, .., Z.,); et éventuellement les positions et le
temps est dite cinématique.

(.2 Liaisons scléronomes et liaisons rhéonomes

Une liaison dont I’équation ne dépend pas explicitement du temps est dite scléronome. Dans le
cas contraire, une liaison dont I’équation dépend explicitement du temps est dite rhéonome.

(.3 Liaisons holonomes

Une équation de liaison est dite holonome si elle permet d’éliminer 'une des m coordonnées.
Lorsque toutes les liaisons sont holonomes, le systéme est dit holonome. Dans la plupart des
cas, les liaisons géométriques sont holonomes et les liaisons cinématiques sont non-holonomes.

DEFINITION G.1. Soit un systéme décrit par m coordonnées dont k sont superflues. Si 'on
utilise £ équations de liaisons holonomes pour éliminer les k& coordonnées superflues alors
le nombre m — k£ de coordonnées restantes est égal au nombre minimal n de parametres
nécessaires pour décrire le mouvement du systeme, c.-a-d. au nombre de degrés de liberté
du systeme :

n=m-—k

On définit le symbole de Kronecker d;; par

5 do lsii=j
Y\ 0sid# g

DEFINITION G.2. Si la configuration d’un systéme est déterminée par un ensemble de n
variables indépendantes ¢, alors ces variables sont appelées coordonnées généralisées de
ce systéme, et ’on a la relation d’indépendance :

dq;
Vi, j =0, 1.3
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Le nombre de degrés de liberté d'un systeme est donc égal au nombre de coordonnées générali-
sées de ce systeme.

Les coordonnées généralisées étant indépendantes, leur nombre est minimal. Réciproquement,
si le nombre de coordonnées est minimal alors elles sont indépendantes. Nous pouvons donc
aussi définir les coordonnées généralisées en écrivant qu’elles constituent un ensemble minimal
de coordonnées pour un systeme.

REMARQUE 4. Rappel sur les dérivations totales et partielles
Soit x(t) une fonction explicite du temps et soit f(z) = 2>
Pintermédiaire de la fonction x :
of of df df .
A . 2L 9 . 29 )
ot 0 Ox T I W e

une fonction explicite de x et implicite du temps par

Plus précisemment :

df[z(t)] = of dx

T oz
dffz(t)] of dx
dt Oz dt

Notez que % n’a pas le méme sens que %[m(t)], dans le premier cas la fonction f a pour variable z(t), dans

le second cas c’est la dérivée de la fonction f qui a pour variable x(t).

EXEMPLE G.2. Liaison holonome scléronome
Deux masses m; et mo sur un double plan incliné sont reliées entre elles par un cable de
longueur constante passant par une poulie. Quelle est la condition d’équilibre ?

Fi1G. 1.21 — Double plan incliné

Soient T et Ty les vecteurs position des masses par rapport au sommet de la poulie. Nous
avons deux coordonnées, r; et ry, donc m = 2, et le systeme est soumis a une liaison
holonome scléronome telle que :

||5f1|| - ||5F2||

REMARQUE 5. Nous avons

IF ]l + [[Fall = ¢

STl + [IF=1)) = 0
SlITLll + 82l = 0

mais la variation de la norme d’un vecteur n’est pas la norme de sa variation, la premiére pouvant étre
négative mais pas la seconde.
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Donc k =1,et n=m —k =2—1 =1 un seul degré de liberté. Cette relation permet
d’éliminer la coordonnée 19, et r; devient 'unique coordonnée, appelée coordonnée géné-
ralisée. La force de tension du cable est remplacée par I’équation de liaison. Appliquons
le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2), les masses
my et mo, pour des déplacements virtuels compatibles entre eux et avec les liaisons :

N
Z ﬁi(a) - OT, =
i=1

By 6fy + Py 0Ty =0
Supposons que la masse m; descende et que la masse my monte :
| B4 sin(ar) 651 = [|Ps | sin(az) a5 = 0
(mygsin(ay) — magsin(az)) ||0T1]| =0
my sin(ay) = my sin(ay)

On vérifie que pour ap = 7/2 on retrouve my = my sin(ay).

ExEMPLE G.3. Liaison holonome rhéonome
Une masse M est posée sur une trappe qui s’ouvre, p. ex. grace a un moteur, d'un angle
6 donné en fonction du temps : 6 = f(t)

Fic. 1.22 — Masse sur une trappe

Le vecteur position de la masse s’écrit :

' (p, (cos( )7+ sin(6) )

Nous avons deux coordonnées, p et €, donc m = 2, mais le systéme est soumis a une
liaison holonome rhéonome,

0) =

0—f(t) =
donc k=1 et il reste n =2 — 1 = 1 un seul degré de liberté. Le vecteur position est une
fonction explicite du temps, et de la seule coordonnée généralisée p :

I'(p,t) = plcos(f(t))7+ sin(f(¢))]] (1.4)
Ce probleme est résolu dans l'ex. D.5 p. 65.
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G.4 Liaisons non-holonomes

L’enceinte d'un gaz constitue une liaison non-holonome. Dans le cas d'une enceinte sphérique de

rayon r, ’équation de liaison pour chaque molécule du gaz de coordonnées (x1, xo, x3) s’écrit :
2 2 2 2

ri+tas+az <r

On ne peut pas exprimer 'une des coordonnées en fonction des deux autres griace a cette

équation de liaison. Les liaisons s’exprimant par une inégalité, dites unilatérales, sont toutes

non-holonomes. Pour étre holonomes, les liaisons doivent s’exprimer par une égalité, c.-a-d.,

étre bilatérales. C’est une condition nécessaire mais pas suffisante.

EXEMPLE G.4. Disque roulant sans glissement sur un plan horizontal

Considérons un disque roulant sans glissement sur un plan horizontal (une piece de mon-
naie sur la tranche roule sur une table). La position du disque est définie par ses deux
coordonnées x et y dans le plan, et son orientation est définie par I’angle 6 de rotation
du disque autour de son axe, et par I'angle ¢ que fait I'axe du disque avec 1'axe des x.

Fi1c. 1.23 — Disque roulant sans glissement sur un plan horizontal

En projetant le vecteur vitesse instantanée (a chaque instant perpendiculaire a 'axe du
disque) sur les axes x et y :

{vx = [[¥]| cos(m/2 = ¢) N {w = [[Vll sin(e)
vy = =Vl sin(m/2 — ¢) y = —II¥ll cos(e)
Notons r le rayon du disque, la condition de roulement sans glissement s’écrit
1)) = 76
si bien que les équations de liaison du disque avec le sol s’écrivent :
i = rfsin(p) dz — rsin(p)dfd =0
{y = —rf cos(p) {d?/ +rcos(p)dd =0

Ces équations différentielles ne peuvent étre intégrées, il n’existe pas de facteur intégrant
qui les transformerait en différentielles totales exactes. Si cela était possible, I’on pourrait
exprimer une coordonnée en fonction des trois autres. Or, pour une position du disque
en un point (x,y), toutes les orientations en 6 et ¢ sont possibles, en fonction de la
trajectoire prise pour venir en ce point. Les quatre coordonnées (z, y, 0, ¢) sont nécessaires
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pour définir compléetement la position et 'orientation du disque dans ’espace. Aucune
coordonnée n’est superflue, et par conséquent la liaison est non-holonome.

H Multiplicateurs de Lagrange

Soit a résoudre le systeme de deux équations a deux inconnues x et y suivant,
y=axr—+b y—ar—b=0
=
y=cr—+d y—cx—d=0

Soit A un multiplicateur indéterminé, différent de zéro. Le systeme précédent est équivalent a
la seule équation suivante

VA # 0, (y—ax—b)+A(y—cx—d)=0

En effet, la seule fagon d’annuler cette équation pour tous les lambda non nuls est bien que
chacun de ses deux termes soient nuls. Il est important que le multiplicateur A soit indéterminé,
car 8’il prenait une valeur déterminée il suffirait de résoudre 1’équation. Nous avons :

YA#0, y—axr—b+Ay—Acx—Ad=0

VA#0, (I1+Ny—(a+A)x—(b+Ad)=0 (1.5)
Si 'on prend A = —1 pour éliminer 'inconnue y, on obtient la solution triviale,
b a=c
(a—c)z—(b—d)=0 = bh—d
(1.5) doit étre valable VA # 0, donc aussi pour A = —a/¢, qui permet d’éliminer 'inconnue z,
d
(120 (- 2) =0
c c
b—ad/c
y e 17/
—a/c
_ bc—ad
- c—a

On trouve l'expression de x grace a y = az + b, ce qui finit de résoudre le systeme.

ExXEMPLE H.1. Résolvons le probleme du double plan incliné de I'ex. G.2 p. 20 en utilisant
les multiplicateurs indéterminés de Lagrange. Le systéme formé par le principe des travaux
virtuels et ’équation de liaison holonome,

—[IP 1]l sin(en) [|6T1]] + [|P2|| sin(as) [|oT2 = 0
||5f1|| - ||5f2|| =0
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est équivalent a la seule équation suivante,
VA0 —[[Fal sin(aa) 05 + | Poll sin(ag) 05 + A (o7 — 1972) =
VAZ0 (=B sinan) + A) 187 + (| Pall sin(az) — A) [l552]) = 0
qui redonne le systeme
{mlg sin(ay) —

magsin(ay) —

A
A

0
0 & ™M sin(ay) = my sin(ay)

I Forces dérivant d’une énergie potentielle

Lorsque tous les modeles de forces qui travaillent lors de leur déplacement virtuel dérivent d’une
énergie potentielle, le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 s’écrit

ZF -or; =0
v
Z rad )01, =0

ou grad, (V;) est le vecteur gradient du modele d’énergie potentielle V;.
ol (0% LoV, oV

8—.1’2‘ € + 8—% €y + 6—zl
(6\/ aV; oV; )
52’@'

™

i=1

=0

Mz

) — 0y + —
ox; $+8yi y+8zi

1

.
I

J

M=
=
I
o

-
I
A

0

o)
=
=
I

=1

Soit V = SV V; la somme des modeles des énergies potentielles de toutes les parties mobiles.
Sa variation lors du déplacement virtuel s’écrit :
oV =0
" oV
> 5094 =0
j=1 99

ol n est le nombre de degrés de liberté du systéme et g; est la j°™° coordonnée généralisée. Les
dq; étant indépendants, a I'équilibre :

Vi=1,...,n =0 (1.6)
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J Nature de ’équilibre

J.1 Systeme a un degré de liberté

Soit ¢ la seule coordonnée généralisée. D’apres (1.6), la condition d’équilibre en ¢ = ¢ (la
notation g est réservée pour désigner la position a l'instant initial) est,

V(@) =0

le prime indiquant une dérivation par rapport a q.

dV(q)
dq

REMARQUE 6. V'(g) est un abus de notation pour . En effet § n’est pas une variable.

q=q

Pour ¢ = ¢, Iénergie potentielle V(gq) est donc soit minimale, soit maximale, soit constante,
soit elle présente un point d’inflexion. Cela correspond respectivement a un équilibre stable,
instable, indifférent, et de nouveau, instable.

a) premier cas, éloigné de sa position d’équilibre, le systéme gagne de 1’énergie potentielle,
AV > 0, qu’il restitue plus ou moins rapidement pour retrouver sa position initiale.

b) deuxiéme cas, éloigné de sa position d’équilibre, le systeme perd de I’énergie potentielle,
AV < 0, il s’éloigne irrémédiablement de sa position d’équilibre.

c) troisieme cas, I’énergie potentielle est constante, AV = 0. Toute nouvelle position est
encore une position d’équilibre.

d) quatrieme cas, dans un sens AV < 0 et dans 'autre AV > 0. Un petit déplacement
fait quitter son état d’équilibre au systeme. Dans le premier sens, le systeme s’éloigne
de son point d’équilibre. Dans 'autre sens, il repasse momentanément par son ancien
état d’équilibre avec une vitesse non nulle, puis s’en éloigne.

L’étude du signe de 'accroissement de potentiel au voisinage de 1’équilibre se fait a I'aide du
développement de Taylor de V(q) pour ¢ au voisinage de q :

(¢ —q)?
2l

+ V///(g) (q _ Cj)s + ...

V(g) =V (@) +V'(@)(q— 9+ V") 31

A Téquilibre nous avons vu que V' (§) = 0, et la variation d’énergie potentielle s’écrit,

AV =V(q) —V(q)
_ A2 _ 3
:V”((j) (q—q) +V///(q~) (a—q) T
2! 3!
q étant au voisinage de ¢, ¢ — ¢ est petit, et donc le signe de AV est celui du premier terme
non nul.

e AV > 0 (équilibre stable), implique V”(q) > 0.
e AV < 0 (équilibre instable), implique V" (g) < 0.
e AV =0 (équilibre indifférent), implique ¥n > 2, V™ (§) = 0.
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e Si V"(§) = 0, il faut étudier le signe de la premicre dérivée p-ieme non nulle V®)(§)
selon la parité de p, avec p > 2 :
— si p est pair et V®P)(§) > 0, ’équilibre est stable.
— si p est impair et V®)(§) > 0, 'équilibre est instable. C’est un point d’inflexion

de V(q).
— si VP(§) < 0 (p pair ou impair), I'équilibre est instable.

EXEMPLE J.1. Poulies coaxiales
Reprenons I'ex. E.2 p. 15. Les deux forces de ce probleme dérivant de I’énergie potentielle

de gravitation, nous pouvons le résoudre grace a (1.6) p. 24.

'

—_—

N

Ry
R>

F1G. 1.24 — Poulies coaxiales

e v,
P,=—grad,(V}) = ———7=-mig7J
(Va) o

oV; YitAy;

oy~ " = Vi = / migdy = m;gAy; = m;gh;
yi

ou les h; sont les variations de hauteur des masses m;. L’énergie potentielle totale est la

somme des énergies potentielles :
V = maghi + maghs
_ ste ste
=mg (cl + ngo) + mayg (cg - ng)

v est la seule coordonnées généralisée. A 1’équilibre, le principe des travaux virtuels

s’écrit :
ov
% =
mig Ry —mag Ry =0
Ry
my = i Mo
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De plus,

oV

opn

donc 1'équilibre est indifférent. Le systéme est a 1’équilibre quelle que soit la valeur de
I’angle . Eloigné de sa position, il ne revient ni ne s’éloigne d’avantage de celle-ci.

Vn > 2,

EXEMPLE J.2. Double plan incliné
Reprenons 'ex. G.2 p. 20. Les deux forces de ce probleme dérivant d’une énergie poten-
tielle (de gravitation), nous pouvons le résoudre grace a (1.6) p. 24.

Fi1G. 1.25 — Double plan incliné

Prenons le sommet de la poulie comme origine des énergies potentielles de gravitation.
L’énergie potentielle totale est la somme des énergies potentielles. Du fait de la liaison

[FL ]+ ([Tl = ™
la seule coordonnée généralisée est ry :
= . = — .
V = —[[P1]l 1] sin(ar) — [[P2 [T sin(az)
= —myg [[f1] sin(ar) — mag (¢ = [[£1]) sin(az)

A Déquilibre, le principe des travaux virtuels s’écrit :

ov
= =0
87“1

—mygsin(a;) + magsin(az) =0
my sin(aq) = mg sin(az)

De plus,

Vn > 2, =0

orp
I’équilibre est indifférent.
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J.2 Systeme a deux degrés de liberté

Soient q; et ¢o les coordonnées généralisées, et soient §; et ¢o les coordonnées généralisées de la
position d’équilibre. Le développement de Taylor de V(qi, ¢2) pour q1,¢e au voisinage de ¢, Go
s'écrit :
Vg1, q2) = V(G1,G2) + 0, V(q1, @2) (1 — @1) + 0g, V (41, G2) (g2 — G2)
+3 {831‘/((11, &) (@ — @)+ 207 LV (0, @) (00— @) (@2 — @)
+ V(@) (@ — @)’ + -
A Téquilibre, les dérivées partielles 04V, et 0,V sont nulles. On pose :
A= 8q21V(q~1, g2)
B =0, 5,V (@1, 32)
C =3,V(i, ¢)
La variation d’énergie potentielle s’écrit alors :
AV =1[A(g = @) +2B (@ — @) (e — @)+ Cla— @)] + ...
C’est I’équation de la surface AV (qq, ¢2), de la forme :
AV = §x2+szy+%y2+...

Si 'on suppose A > 0,

2
2
AV = (\/éxﬂ/%xgy) — Sy

A B 2 y2 (B2
= <\/;:L“|“\/T—Ay> -3 (7— )+
Si B2 — AC <0, donc si C > 0, alors AV > 0 et I’équilibre est stable.
Si B2 — AC > 0 alors,

2 2
av=(Vie+ Fy) - (WE-9) +..
\/Z _B_ B _C \/Z B . _ B _C
= Vieru(FtVE-9) < [VEe o (VB -9))+ -

dont le signe dépend des valeurs prises par x et y, donc par q; — ¢, et g2 — Ga, et de celles des
dérivées partielles secondes A, B, C. L’équilibre est stable ou instable selon les directions.

X

Si A = B = C = 0, I'équilibre est indéterminé, il faut étudier le signe des dérivées d’ordre
supérieur a deux.

Si V = c¢%%, alors AV = 0, I’équilibre est indifférent.
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K Applications des travaux virtuels

K.1 Poutre sur deux cylindres

—_
Une poutre de masse M est posée sur deux cylindres de masse m. Quelle force F faut-il appliquer
pour maintenir ’ensemble & 1’équilibre sur un plan incliné d’un angle o ?

Fi1G. 1.26 — Poutre sur deux cylindres

Communiquons a la poutre un déplacement virtuel 0S4. Appliquons le principe des travaux
virtuels (1.1) p. 5 aux trois parties mobiles (N = 3) :

N
S F s =0

- — = -
F-0S44+Q-054+2P -5 =0

Cherchons la relation entre les déplacements virtuels 0S4 et 0Sp de sorte qu’ils soient compatibles
entre eux et avec les liaisons. Le point de contact des cylindres avec le plan incliné est un
centre instantané de rotation. Soient V4 et Vp les vitesses virtuelles instantanées (rapport d'un
déplacement virtuel sur un temps réel infinitésimal) des points A et B :

Va4 =2Vp
Vadt =2vpdt
0S4 = 20Sp

par conséquent,
F-0804+Q-08,+P-08,=0
IF|| - |G| sin(a) — | P|| sin(a) = 0
IF|| = (M +m) gsin(a)
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K.2 Treuil

— —
Soit un treuil a I’équilibre sous ’action d’un poids P et d’une force F. Pour quelle valeur de la
force F y a-t-il équilibre 7 Donnons au treuil une rotation virtuelle d’angle 66 :

ol

Fig. 1.27 — Treuil

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2) :

N o,

S FY o1 =0
— = —
P.-ori+ F -0t =0
— —
—|IP||ré0 + ||F|| add = 0
= r
IE]] = mg -
a

Nous ne pouvons pas résoudre ce probleme en appliquant (1.6) p. 24, 9V /06 = 0, car nous
=

n’avons pas l'expression du potentiel de la force F. Il faudrait p. ex. attacher une masse au
bras de levier pour remplacer la force exercée.
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K.3 Appareil de levage

Un appareil de levage dont le mécanisme n’est pas Visiblg) est tel qu’a chaque tour de manivelle
la vis s’éleve d’'une hauteur h. Quelle valeur de la force F équilibre le poids P ?

T }F

=

F

Fi1G. 1.28 — Appareil de levage

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2) :

N
F9 .67, =0

i=1
F.Lép&,+ P -6h7=0
|F]]2xL —[[P|[h =0

= "%
IEll = 5 IIPI

Ce probleme simple est impossible a résoudre par la mécanique de Newton car le mécanisme
est inconnu.

K.4 Ciseaux de Nuremberg

Soient un ensemble de barres rigides articulées sans frottements appelé « Ciseaux de Nurem-
berg ». Le point C est fixe. Au point A est appliquée une force verticale vers le haut f;.
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Fic. 1.29 — Ciseaux de Nuremberg

Quelle force f, faut-il exercer au point B pour qu’il y ait équilibre? Si 'on communique au
systeme un déplacement virtuel, toutes les diagonales verticales des parallélogrammes formés
par les tiges s’allongeront d’une méme longueur dry. Par conséquent, 017 = 3 015. Prenons f,
dirigée vers le bas.

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2) subissant
des efforts :

N
F9 .6, = 0
=1

£ 0T, + £y - 0T =0

IEy]) 674 — IIfs]| 675 = 0

(31Tl = IIEs[1) 672 = 0
IEI| = 3IIE|

REMARQUE 7. Sil’on prend f> dirigée vers le haut on obtient ||f2]| = —3||f1|| ce qui est impossible.

N
Pour calculer la réaction R on la fait travailler virtuellement. Supposons que le point B so_iE
fixe, on a dr7 = —2 013, ou dr3 est le déplacement virtuel vers le bas du point C. Prenons R
dirigée vers le haut. Le principe des travaux virtuels s’écrit :

- —

f16F1+R6F3:0
— —
151 671 — IR 675 = 0
— —>
(2l1f ]| = [IR) d75 =0
IR = 2|fi]
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Les ciseaux étant a 1’équilibre, on vérifie que la somme des forces est nulle :
R+6 —b=20+0 30

—

=0

K.5 Probleme a deux degrés de liberté

Trois poids sont reliés par des cables passant par trois poulies fixes A, B, C. Pour quelle dispo-
sition des cables y a-t-il équilibre ?

T

—

2P

Fi1G. 1.30 — Probleme a deux degrés de liberté

Supposons que 1’équilibre soit réalisé et donnons au point O les déplacements virtuels élémen-
taires 015 selon OB, et dr3 selon OC. Seules les tensions dans les cables comptent, un schéma
équivalent du point de vue de la mécanique est celui-ci, vu de dessus :

ol

Fic. 1.31 — Probleme a deux degrés de liberté. Schéma équivalent vu de dessus
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On peut réaliser n'importe quel déplacement du point O dans le plan ABC, le déplacement
selon O A étant une combinaison linéaire des déplacements selon OB et OC'.

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux trois parties mobiles (N = 3) selon
deux axes :

N

SF ot =0
=1

Py (0t + 015) + P - (0t + 0t3) + P - (5t + 0t3) = 0

— — — — — —
PA(5?2+PA5F3+PB5F2+P35F3+P05F2+PC(5F3:0

— — N — o — o
—[IP[J[[672[| cos(a) — [|P[|[[dT3]| cos(B) + 2[| P [|[|672]| + 2[| P[[|6T5]| cos(ar + )
— — N

+2|| P |][072]| cos(a + B) 4 2| P [|||6T5]| = 0
[—cos(a) + 2 4 2 cos(a + B)] ||0T2|| + [— cos(B) + 2 + 2 cos(a + B)] ||or3]|| = 0

Les déplacements virtuels étant indépendants, on a le systeme :

{2 + 2 cos(a + ) — cos(a) =0 N {cos(a) = cos(f)
242 cos(a+ ) —cos(B) =0 242 cos(a+ ) — cos(a) = 0

On ne traite pas le cas a = — qui implique que les poids B et C soient confondus.

a=/0 a=[
2+2 [2 cos®(a) — 1} —cos(a) =0 - {4 cos®(a) — cos(a) =0

a=p
= { =  a=p3="1531

K.6 Poulie a ressort

Une poulie de rayon R et de masse m est suspendue par un cable terminé par un ressort de
coefficient de raideur k. La force de rappel exercée par le ressort sur la poulie vaut :

f=—kay

On attache une masse m au centre C' de la poulie. De quelle hauteur h descend le centre de la
poulie ? L’allongement du ressort au nouvel équilibre vaut 2h.
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=]

P

Fic. 1.32 — Poulie a ressort

On imagine un déplacement virtuel vertical vers le bas du centre de gravité :

ol = |6k

L’allongement virtuel du ressort compatible avec ce déplacement et avec les liaisons vaut
26h = —2||6h|7
Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2) :

ST s
F 9. 6F, =0
=1

P.6h+f-260=0
mgl|5K]| — k (2h) 2]|0%] = 0

mg — 4kh =0
_mg
"=

Toutes les forces dérivant d’un potentiel, nous pouvons résoudre le probleme grace a (1.6) p. 24.
Le potentiel est la somme des potentiels :

V =1k (2h)* — mgh
= 2kh? — mgh
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Nous avons alors :

v _
oh
4kh —mg =0
_mg
4k
De plus,
o*V
—— =4k
oz~ =Y

donc I’équilibre est stable.

K.7 Poulie différentielle de Weston

La poulie différentielle de Weston est formée de deux poulies de méme axe, invariablement liées,
de rayons R; et R, peu différents, avec Ry < R;.

Pour quelle valeur de la force Fy a-t-il équilibre ?

T

F1G. 1.33 — Poulie différentielle de Weston

Communiquons aux poulies coaxiales une rotation virtuelle d’angle dp. En respectant le méca-
nisme, la poulie extérieure enroule une longueur de cable Ry dp et la poulie intérieure déroule
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une longueur de céble Ry dp : la longueur du céble sous tension diminue de (R; — Rs) dp. Le
poids P monte alors d'une hauteur (R; — Ry) 0p/2.

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2) :

N
SF@ 6% =0

=1
f.0F,+P-0f=0

: 20 B~ Ry
£l Brdep — [Pl —5—

Plus R; et R, sont proches et plus la force f est démultipliée mais plus il faut tirer du cable.

K.8 Echelle contre un mur

Une échelle de masse m et de longueur L est appuyée contre un mur. La force de frottement
contre le mur est nulle. On cherche la valeur de la force de frottement f avec le sol pour qu’il y
ait équilibre.

K.8.1 Résolution par le principe des travaux virtuels

— —
Pour s’affranchir des forces de réaction R 4 et R g, effectuons un déplacement virtuel compatible
avec celles-ci, de sorte qu’elles ne travaillent pas. Ce déplacement est représenté en pointillés :

Y

0yp

X

F1c. 1.34 — Echelle contre un mur

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2) :

N
STF@ 68 =0
=1
P 6 +f- 05 =0
mgdyc + foxa =0
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Exprimons les déplacements virtuels en fonction de la coordonnée généralisée 6. Nous avons :

x4 = Lcos(0) dra = —Lsin(0) 66
L = L
Ya = 5 sin(6) yg = 5 cos(6) 60

mg g cos(#) 08 — f Lsin(0) 6 = 0

% cos(f) — f sin(f) =0
f= % cot 6

Pour calculer la force de réaction R 4, prenons un déplacement virtuel qui la fasse travailler et
compatible avec la liaison en B. L’échelle tourne autour de B d’un angle da, le déplacement
virtuel est donc perpendiculaire a I’échelle est fait un angle g avec le sol :

ﬁ+g+«9:7r

s
B=2-10

X

F1G. 1.35 — Echelle contre un mur. Calcul de la réaction du sol

Le principe des travaux virtuels s’écrit :
P 6T+ Ry 0fa+£- 65, =0
L
—mg 5 sin(f) da+ RaLsin(f) daw — fLcos(B) b =0

—% cos(6) + R4 cos(f) — fsin(f) =0
Ry = % + ftan(0)
—= mg
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K.8.2 Résolution par la mécanique de Newton
A Téquilibre la somme des forces exercées sur 1’échelle est nulle :

- — -
f=0 = [Ral =[]

Sur 'axe X : +
— —
A4+ P=0 = |Ral|=mg

Sur 'axe Y :

X

F1G. 1.36 — Echelle contre un mur. Analyse des forces

Le moment des forces pris en un point quelconque doit aussi étre nul. Prenons-le par rapport
au point O pour annuler le moment des forces de réaction :

— - — — .
OAxf4+0GxP =0

N | b

—Lsin(f) f + = cos(d) mg =0

f:%cotﬁ

Cet exemple montre que le principe des travaux virtuels employé dans le cas d’un seul solide
ne présente pas un avantage décisif par rapport a la méthode classique. Cependant il s’impose
pour les probléemes comprenant des systemes de solides.

K.9 Poutre articulée

[_J)ne poutre de masse négligeable, composée de deux barres articulées en C, soutient une charge
P. Quelle est la pression exercée sur le support en B?
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R4 Rp 3 Rop
B C
» Q) (S)] Q)
. Ly
P1 P2 :

Fig. 1.37 — Poutre articulée

K.9.1 Résolution par le principe des travaux virtuels
Effectuons un déplacement virtuel pour lequel les liaisons ne travaillent pas :

0Sp -

Fig. 1.38 — Poutre articulée

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux trois parties mobiles (N = 3) :

F .6, = 0

s

Il
—_

— - ' -
Rp-0sSg+ P -0sp+Rp-dsp =0
- . — .

IR 5([l1088] = [IP]l[[6sp| = 0

soit,
= = 1165p|
IRl = IP[li=
1655
La relation entre les déplacements virtuels s’écrit :
95all _ e
« o 5] bou
105p[| _ [l95c 1656l ap
b P2
par conséquent,
IRpl = P[] —
a p2
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K.9.2 Résolution par la mécanique de Newton

Pour résoudre ce probleme en mécanique de Newton, il faut étudier P_équilibre de chacun des
éléments de la poutre. La seconde barre exerce sur la premiere la force R¢,, et la premiere barre
exerce sur la seconde la force ﬁ)@, égale et opposée a ﬁ)cl :

—

Rp
Co P
O

R
R4
i
A (Q
P_{) —

C1 RD

—

F1Gg. 1.39 — Poutre articulée

On isole par la pensée la premiere barre. La somme des moments des forces exercés en A sur
la premiere barre s’écrit :

— —
al|Rpll = pr[[Rey || =0
— a =
IR [l = — IR 5]
P1

On isole par la pensée la seconde barre. La somme des moments des forces exercés au point D
sur la seconde barre s’écrit :

— —
—p2 IRl + b1 P[] =0
Reull = B
CQ - p2
— —
En se servant du fait que ||R¢, || = ||Re,]|, nous obtenons :
IRall = 222 B
P2
L’équilibre des forces sur la premiere barre donne :
— — —
Ri+Rp+Rg =0
— — —
IRall + IRs] = [Re, || = 0

- g g
[Rall = IRey || = IRl
= —|[[P|| = —[|P]|
P2 a p2
b £1 g
—— (1-2) |7
P2 a

—
La force R 4 est toujours dirigée vers le haut car a < p;.
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K.10 Chaine suspendue

Une chaine de quatre tiges homogenes de masse m et de longueur L chacune, est fixée au plafond
par l'une de ses extrémités. Une force F est exercée horizontalement & autre extrémité.

Fi1G. 1.40 — Chailne suspendue

Etudions son équilibre. Soient 8%, 0T,, 0T3, 0Ty les déplacements Vlrtuels des centres de gravité
G4, Ga, G3 et G4 des tiges, et soit 01 le déplacement virtuel de la force F. Appliquons le principe
des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux cinq parties mobiles (N = 5) :

N
SF@ 6% =0

=1
B - (6, + 0Ty + 0t3 + 0ty) + F - 67 = 0
mg (0y1 + dya + 0ys + 0yy) + Fox =0

ou les dy; et le dx sont positifs. Les relations suivantes

= L1 cos(6,)
[ 0s(6;) + = COS(GQ)]
= L [cos(0) + cos(6a) + 4 cos(6s)]
[cos(ﬁl) + cos(6y) + cos(fs3) + %005(94)}
x = L[sin(0;) + sin(6y) + sin(63) + sin(64)]
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donnent les expressions des déplacements virtuels :

oy = 5111(01) 060,

Syp = ( in(61) 06 + § sin(6) 665 )

0ys = —L (sin(61) 660, + sin(02) 66 + § sin(6s) 303)

dys = —L (sin(61) 06, + sin(0) 862 + sin(6s) 605 + & sin(64) 60, )
dx = L (cos(6y) 601 + cos(bs) 605 + cos(bs) 005 + cos(fy) 064)

Si bien que,

mg[—L% sin(01)36, — L (sin(61)00; + § sin(6)502) — L (sin(61)36; + sin(0)362 + § sin(03)d05 )
— L (sin(01)501 + sin(02)502 + sin(03)503 + % sm(04)504)]
+ F'L (cos(61)60; + cos(02)305 + cos(03)005 + cos(04)00,) =0

On simplifie par L. Les §6; étant indépendants, nous avons :

- sin(0y) —3mgsin(6;) + F cos(f;) =0 mg sin(6;) (% i 3) = F cos(0))
—% sin(fy) — 2mgsin(fy) + F cos(fz) =0 mg sin(6y) (% + 2) = F cos(6s)
_% sin(f3) — mgsin(fs) + F' cos(f3) = 0 - Zisin(es) (% + 1) = F cos(03)
—% sin(6,) + F cos(6,) = o sin(0) = F cos(0s)

2 F
tan(@l) = ? m—g
2 F
tan(92) = 5 m—g
~ aney) — 2 F
s/ = 3 mg
2F
tan(0,) = —
mg
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Chapitre 1 : Le principe des travaux virtuels en statique

K.11 Systéme isostatique

Considérons le tabouret a trois pieds suivant :

Sy
=

F1a. 1.41 — Systeme isostatique

Donnons au tabouret une rotation virtuelle autour de la droite passant par les points de contact
B et C, de sorte que le pied A se souleve. Les réactions en B et C ne travaillent pas. Dans le
triangle équilatéral ABC), il reste a savoir quelle est la position du centre de gravité G sur la

hauteur OA, le point O étant au milieu de BC' :

GA+GB+GC=0
GO+0A+GO+0B+GO+0C=0
3GO+OA =0

— 1—>

_ _0OA

oG 30

Lors de la rotation virtuelle le point G se soulévera trois fois moins que le point A.
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Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2) :

Fl9. 68, =0

i=1

R, 0F4+ P 0fg =0

5

IR Al|02 — mg g —0
=g m
IRl = 57

De la méme fagon on trouve les réactions Rp et R¢, égales a R4. Bien entendu, par symétrie
du probléme on trouve directement le résultat.

K.12 Systéme hyperstatique

Considérons le tabouret a quatre pieds suivant :

D

Fia. 1.42 — Systeme hyperstatique

Donnons au tabouret une rotation virtuelle autour de la droite passant par les points de contact
C et D, de sorte que les pieds A et B se soulevent. Les réactions en C' et D ne travaillent pas.
Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux trois parties mobiles (N = 3) :

N—>
SN F® .65 =0

=1
R, -0Fs+Rp-0fg+ P -6fg =0

= - 0z

IRAll0z + ||R |0z — mg o = 0
— — mg
IRall + IRl = 22

De la méme facon on trouve les relations suivantes :

= - — — — - mg
IRsl +1Rell = lRell + IRoll = IRpll + [Rall = =~

En utilisant ces quatres relations, on a :
— =
[Rall = [Rell
— —
[Rsll = [Rol
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On aurait pu trouver ces deux relations directement en considérant des rotations selon les
diagonales AC' et BD. On en déduit :

— — — —
IRall + R 5]l + [[Rell + [Rpll = mg

Donnons au tabouret une rotation virtuelle autour de la droite parallele & BD passant par A,
de sorte que les pieds B, C' et D se soulevent :

— - — —
RB'(SFB—FRC'éfc—FRD'(SfD—i—P~(SFG:0

— - 0z - 0z 0z
|Rcl|0z + Rl — + [[Rpll — —mg— =0
2 2 2
— — mg
[Rell+ IRsl = 22

Il est impossible de déterminer la réaction individuelle de chaque pied, car aucun déplacement
virtuel ne permet de faire travailler une seule réaction a la fois. Ce systeme est dit hyperstatique :
I’équilibre peut étre réalisé avec un pied en moins.

K.13 Le levier

— g
Pour trouver directement I'expression de la force fy en fonction de la réaction d’appui R, on
effectue une rotation virtuelle d’angle da telle que la force f; ne travaille pas :

Fi1G. 1.43 — Expression de la force de levier

Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux deux parties mobiles (N = 2) :
N
F9 .61, =0
i=1
R 67+ fy - 0ty = 0
IR arde = [|B]| (a1 + az) b = 0
IR a1

a1+ as

2]} =
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K.13.1 Calcul des efforts dans le levier N
L’effort résultant a une composante de cisaillement T perpendiculaire au levier, et une compo-
sante de dilatation-compression N suivant ’axe du levier.

_
Pour calculer 'effort tranchant T en un point p du levier, on donne une translation virtuelle
verticale 1= 0z) a une partie du levier, p. ex. a droite de ce point :

Fic. 1.44 — Effort tranchant

L’effort en comp_r)ession—dilatation et le moment résultant ne travaillent pas. Choisissons de
fagon arbitraire T vers le haut.

Le principe des travaux virtuels s’écrit :

— -
T -or+1fy-0r=0
— -
[T 0z — 2| 02 =0
—> —
1T = [[f2]]

La partie gauche de la section exerce sur la partie droite un effort tranchant vertical vers le
haut, et la partie droite exerce un effort tranchant vertical vers le bas sur la partie gauche.

N
Pour calculer 'effort de compression-dilatation N dans le levier, on donne a la partie coupée
une translation virtuelle horizontale 0t = dx7’:

ox N l

Fi1Gc. 1.45 — Effort de compression-dilatation

47



—
L’effort tranchant et le moment résultant ne travaillent pas. Choisissons arbitrairement N vers
la droite. Le principe des travaux virtuels s’écrit :

N-6F=0
IN|| 0z =
IN|[ =0

K.13.2 Calcul du moment des efforts dans le levier
Le moment résultant a une composante en torsion .#; suivant ’axe du levier, et une composante

en flexion .#; perpendiculaire au levier.

Pour calculer le moment en flexion ///jc dans le levier, on donne a la partie coupée une rotation
virtuelle 96 dans le plan.

F1G. 1.46 — Moment en flexion

L’effort tranchant, I’effort en compression-dilatation, et le moment en torsion ne travaillent pas.
Choisissons arbitrairement le moment en flexion .#; dirigé vers I'arriere. La rotation virtuelle
d’angle 66 se faisant dans le sens du moment en flexion, nous avons un signe positif devant

///jc 06. Le principe des travaux virtuels s’écrit :

My 50 + Ty - 6Ty = 0
M550 + || a6 =0

—

My =] a

Le moment en flexion exercé par la partie gauche de la section sur la partie droite est donc
dirigé vers le lecteur.

Pour calculer le moment en torsion .#; dans le levier, on donne a la partie coupée une rotation
virtuelle 63 selon 'axe du levier :
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=L

Fic. 1.47 — Moment en torsion

L’effort tranchant, 'effort en compression-dilatation, et le moment en flexion ne travaillent pas.
Choisissons le moment en torsion .#; dirigé vers la droite. La rotation virtuelle d’angle 63
choisie étant dans le sens contraire du moment en torsion, le signe est négatif. Le principe des
travaux virtuels s’écrit :
— M58 =0
My =0

K.14 Systéme bielle-manivelle

—
Considérons la bielle-manivelle suivante supposée a I’équilibre. En B on exerce une force F, en
retour le gaz dans la cavité exerce la force f.

3

0T A

F1G. 1.48 — Systeme bielle-manivelle

Donnons au systeme un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, c.-a-d. t's perpendi-
culaire & R car B décrit un cercle. Appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 aux
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deux parties mobiles (N = 2) :

F. 0Tp est positif et da est négatif :
—|F|IR cos(a)da — ||f]|5[OA] = 0

On retrouve le fait que la composante de la force exercée selon I’axe de la manivelle [O B] ne sert
a rien. On suppose dans ce qui suit que la force est exercée perpendiculairement a la manivelle,
on supprime donc le cosinus alpha.

Il reste a trouver l'expression de §[OA] :

[OA] = Rcos(a) + Lcos(f)

O[O A] 0[O A]
% oo + 735 o3

= —Rsin(a)da — Lsin(3)d3

5[0A] =

Si bien que :
|IF || Roe — ||f]| (Rsin(e)da + Lsin(3)63) = 0
(IF | = [IF sin(a)) Réa — L|f]| sin(8)55 = 0

On ne peut pas annuler les coefficients devant les angles « et 5 car ils ne sont pas indépendants.
La relation existant entre les deux est différentiée,

Rsin(a) = Lsin(B)
Rcos(a)da = Lcos(B)op
Rcos(a)dae — Lcos(B)63 =0

— =
Nous avons deux équations pour deux inconnues, ||F|| et ||f]|, utilisons la méthode des multi-
plicateurs indéterminés de Lagrange :

(HI?H —|I£ sin(a)) Réa — Lfsin(5)df + A (Rcos(a)da — Lecos(B)63) =0
(||ﬁ|| — [[f]l sin(a) + Acos(a)) Roa — (|[f] sin(8) + Acos(B)) L 3B = 0

On obtient le systeme d’équations suivant :

{Hﬂr sin(B) + Acos(8) = 0
|F)| = [l sin(a) + A cos(a) = 0

{A — —|If] tan(B)
IF| = [f]|sin(a) — Acos(a)
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Ell = 17 (sin(a sin(3) cos(«)
I = ] (sine) + =20()

sin(a) cos(3) + sin(B3) cos(v)
cos(B)

Lorsque « et 3 tendent vers zéro, sin(a + () tend vers zéro et cos(/3) tend vers un. Dans ce cas,
g —
si I'une des forces reste constante, soit ||F'|| tend vers zéro, soit ||f|| tend vers I'infini.

K.15 Vitesses virtuelles et puissances virtuelles

Nous pouvons résoudre le probleme précédent plus facilement en utilisant les notions de vitesse
virtuelle et de puissance virtuelle.

SIE]
|
o

Fi1G. 1.49 — Systeme bielle-manivelle

Soit O lorigine, et soient 14 et T'p les vecteurs position des points A et B. Leurs vitesses
virtuelles s’écrivent :

ou t est le temps. La bielle-manivelle est supposée a 1’équilibre, les points A et B n’ont donc pas
de vitesse, c’est en cela qu’elles sont virtuelles. En multipliant la somme des travaux virtuels
par dt, nous obtenons la somme des puissances virtuelles :

— -

F '\73 +fVA - 0
= — e —
IENIEs]l = VAl = O

=1 i [Vl
I = 11 ==

Il
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Soit I le centre instantané de rotation, commun aux points A et B. C’est le point d’intersection
des droites perpendiculaires aux vitesses V4 et Vg. Soit w la vitesse angulaire commune aux
points A et B :

— - [ I A]
= FI =Kl 575,

{IIVAII = wllA]
[1B]

V5]l = w[/B]

Dans le triangle AIB, soit h la hauteur (non représentée) passant par le point I. Nous avons
les relations suivantes :

sin (/2 — ) = h/[IA] . - |
{sin(a + ) = h/[IB] [1A] sin (m/2 — 3) = [IB] sin(a + 3)

[IA]  sin(a+ )

[IB]  cos(P)
et,
=0 e sin(a + B)
1) = 1) et

D2



LE PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS EN
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A Généralisation du principe a la dynamique

D’Alembert généralise 'utilisation du principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 en 'appliquant a la
dynamique. Dans un référentiel galiléen, donc en I’absence de forces fictives dues au mouvement
de I'observateur, cherchons les équations du mouvement d’un systéme de solides mobiles soumis
a des contraintes.

—>
Soit F'; le modele de la force totale exercée sur la ¢ partie mobile du systeme, somme des
modeles des forces actives et des modeles des forces de contrainte :

B B, B

i

Notons p; la quantité de mouvement de la ¢ partie mobile. La relation fondamentale de la
dynamique appliquée a la ¢ partie en mouvement s’écrit :

—

Fi =p;

Tout probleme de dynamique peut se ramener a un probléme de statique, simplement en écrivant
que

— .
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et en considérant que la force d’inertie p; est maintenant une force appliquée. En sommant sur
I’ensemble des N parties mobiles formant le systeme,

N
— .
i=1
ou chacun des N termes est identiquement nul. En comparaison, le principe des travaux virtuels
(1.1) p. 5 ne contient pas les forces de contrainte mais uniquement les forces actives. En revanche
dans le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 les termes ne sont pas identiquement nuls, seule
la somme des termes est nulle.

D’Alembert montre alors que l'on peut s’affranchir des forces de contrainte comme dans le
cas de la statique. Pour le démontrer faisons un retour sur la statique. La somme des forces

s’exercant sur chaque partie mobile d’un systéme a ’équilibre est nulle :
—

Vi, F,=0

En sommant N termes nuls, nous avons :
N
N
\V/(SI'Z‘, Z Fz : (51"1' =0
i=1

Décomposons la somme des forces s’exercant sur chacune des N parties mobiles du systéme en
une force active et une force de contrainte :

N N
F. o1+ S F o1, = 0
2 ‘

7

En supposant les liaisons parfaites, appliquons le principe des travaux virtuels (1.1) p. 5 pour
des 0r; compatibles entre eux et avec les liaisons. Le premier terme est alors nul et il reste :

N
F© .61, =0
=1

)

Cette relation constitue le principe de D’Alembert : le travail total des forces de contrainte
est nul lors d'un ensemble de déplacements virtuels compatibles entre eux et avec les liaisons,
celles-ci étant parfaites. Ce principe est équivalent au principe des travaux virtuels.

REMARQUE 8. Individuellement les forces de contrainte peuvent travailler lors d’un déplacement virtuel
compatible avec les liaisons, seule la somme des travaux virtuels des forces de contrainte est nulle (pour des
déplacements virtuels compatibles entre eux et avec les liaisons, celles-ci étant parfaites), voir p. ex. (1.2) p. 8.

On peut donc s’affranchir des forces de contrainte et énoncer le principe des travaux virtuels
appliqué a la dynamique :

> (F{ = pi) -0t = 0 (2.1)

=1

e les déplacements virtuels sont compatibles entre eux
e les déplacements virtuels sont compatibles avec les liaisons
e les liaisons sont parfaites
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Chacun des termes n’est plus nul puisqu’il n’y a plus les forces de contrainte, seule la somme
est nulle.

REM“ARQUE 9. La force d’inertie, qui s’écrit f) = mr lorsque la masse est constante, contient 1’accélération
réelle ¥ = d2f’/dt2 ou dT est un déplacement infinitésimal réel, et d¢ un élément infinitésimal de temps réel.

De la méme facon que la relation fondamentale de la dynamique s’applique aussi a la statique,
le principe de travaux virtuels (2.1) s’applique a la dynamique et a la statique. Avant de voir
quelques exemples, faisons un rappel sur les coordonnées polaires.

B Coordonnées polaires

Nous nous intéressons ici aux coordonnées polaires (p, §) prises dans le plan (z,y).

B.1 Expression des vecteurs de base de la base polaire orthonormée

Fic. 2.1 — Vecteurs de la base polaire orthonormée

(1) Premiere méthode

En se servant de la fig. 2.1, exprimons les vecteurs unitaires de base €, et € en fonction
de ceux de la base rectangulaire normée (7 7) :

€, = cos(#)7+ sin(6)y
€y = —sin(0)r'+ cos(0)7

(2) Deuxieme méthode

Soit M un point de coordonnées polaires (p, #) et de coordonnées rectangulaires (x,y).
Le changement de coordonnées de polaires vers rectangulaires s’écrit :

{x = pcos(f)

>0 et 0<0<?2
y=psine) 77" "
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Déterminons les vecteurs unitaires de base €, et € en différentiant le rayon vecteur
I = OM exprimé en coordonnées polaires (p,6) dans la base rectangulaire normée

(] :

r(a,y) = 2T+ yJ
(p,0) = pcos(0) 7+ psin(0)

dr(p,0) = <§_;>9 dp + (%)p dé

= [cos(0) ¥+ sin(#) Jldp + p[— sin(0) 7+ cos(8) j]d

Les vecteurs unitaires de la base polaire ont alors pour expression,
€, = cos(0)r'+ sin(6)y

{59 = —sin(6)7+ cos(0)7

et l'on a :
drl(p,0) = €,dp + péep df

B.2 Expression du vecteur position

Cherchons l'expression du vecteur position en coordonnées polaires (p, f) dans la base polaire
orthonormée (€,,€p) :

t(p,0) = pcos(0) T+ psin(6) J
= plcos(0) v+ sin(0) 7]

B.3 Dérivée des vecteurs de base

Nous aurons besoin de la dérivée des vecteurs de base pour exprimer la vitesse et ’accélération :

ds, dé do

3 = —sn(0) 5 7+ cos(0) =] ~ {ép = 08,
de, 0, ., df & = —08,
T cos(0) i 7' —sin(0) P 7

B.4 Expression du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse est la dérivée premiere du vecteur position par rapport au temps. En coor-
données polaires, dans la base polaire orthonormée, il a pour expression :
dr
dt
d —
= — (pe

V=

= p€, + pe,

¥ = p&, + phdy (2.2)
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B.5 Expression du vecteur accélération

Le vecteur accélération est la dérivée premiere du vecteur vitesse par rapport au temps. En
coordonnées polaires, dans la base polaire orthonormée, il a pour expression :

L dv
a=—
dt
d .= A —
=% (pep + p@eg)
= ﬁép + p€, + poey + pOey + phey
= 8, + p08 + pcy + phEy — ph?e,
&= (p—pb)e,+ (200 + pb) & (2.3)

C Exemples

ExEmMPLE C.1. Volant d’inertie
Une masse m est attachée a une corde enroulée autour d'une poulie de masse M, de rayon
R et de moment d’inertie I. Quelle est I'accélération de la masse m ?

op

—

=y

Fia. 2.2 — Volant d’inertie

La position du systeme ne dépend que de I'angle ¢ de rotation de la poulie. Donnons a la
poulie une rotation virtuelle d’angle dp. Le déplacement virtuel de m vers le bas s’écrit :

r= Ry
or = Ry
or=—RopT

Pour calculer la force d’inertie ﬁM de la poulie en rotation, considérons un élément de
masse dM de cette poulie, a la distance p du centre. Son vecteur déplacement virtuel 08
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a pour expression

s = pp
0s = pdy
@:%M@

ou €y est un vecteur polaire unitaire partout perpendiculaire au rayon de la poulie. La
norme de la force d’inertie de ’élément dM s’écrit :

Hf%lMH =dM s
=dM p¢

:dM%f

Le travail virtuel de la force d’inertie de l'élément dM s’écrit :

Bans - 08 = ML 76 - - o &

Le travail virtuel de la force d’inertie de la poulie s’écrit :
. M .
ur 65— [ a0
0
ior (M,
= — dM
R J, ”
I
Appliquons le principe des travaux virtuels (2.1) p. 54 pour les deux parties mobiles
(N = 2), la masse et la poulie, pour des déplacements virtuels compatibles entre eux et

avec les liaisons :
N

> (F)i(a) - ﬁz) 013 =0

i=1

(ﬁ—ﬁgwﬁ—mf&:o

I
mgor — mior — ﬁfér:()

. I
r(m—kﬁ) =mg
9

T IY T )
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D Comparaison avec la mécanique de Newton

EXEMPLE D.1. Deux masses reliées par une poulie
Deux masses sont attachées a une corde passant par une poulie. Quelle est 'accélération
de ces masses?

a) Résolution par la mécanique de Newton
Appliquons la relation fondamentale de la dynamique a la masse m; :

ml'I_'ﬁ = ZF(G)

- ﬁl + ?
T
T .
] P
P,

Fi1a. 2.3 — Masses reliées par une poulie

En projetant sur ’axe verticale orienté vers le haut :

71 est la composante verticale de l'accélération de la masse mq, elle peut étre
positive, négative ou nulle. Pour le vecteur déplacement réel,

vt, df; = —di = I = —Ts = I = —Ty
et pour la composante verticale,
7.”.2 = —7.”.1
qui donne pour la masse ms :
m27.".2 = —Mag + T
maiy = mag — T

En additionnant avec (2.4) :

(mq +mg) i = (Mg —ma) g
. mg — My
rn=-—
my + Mo
On vérifie que 71 = 0 pour m; = my. L’accélération #; est bien positive (donc
vers le haut) si mgy > m;.
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Pour obtenir la tension dans la corde on soustrait les deux expressions :

(my —my) i = — (m1 +mg) g+ 2T

T—% (m1+m2)g+(m1 mg)h]
m1 + mo my + Mo
g + 2mimsy + m2 m% + 2myme — m%
a 2 mi1 + me
_ 2 m1m2
my + Mo

On vérifie que pour m; = my on a bien T'= m;g.
b) Résolution par le principe des travaux virtuels
Donnons a la masse m; un déplacement virtuel or; vertical vers le haut :

ory = [[oT1|| J

Le déplacement virtuel dr5 de la masse mo compatible avec 1 et avec la liaison
est tel que :

0Ty = —01)
= —|lori[| 7
Le travail virtuel de la force d’inertie de la masse my s’écrit :

p1 - 011 = mlflf' ‘|5F1Hf

= ma[|0r |
Celui de la masse mqy s’écrit :
132 0Ty = —maiy] - ||6T1 || T
= —mgafy||oT ||
= Mo ||oT ||

Appliquons le principe des travaux virtuels (2.1) p. 54, pour les deux parties
mobiles (N = 2), les masses my et mgy, pour des déplacements virtuels compa-
tibles entre eux et avec les liaisons. On ne considere alors que les forces actives,
la somme des travaux virtuels des forces de contrainte (réaction de 'axe de la
poulie et tension de la corde) est nulle :

N '
S (F—5) ot =0
i—1
(Py—51) - ot1 + (P — Ba) - 072 = 0
—my1g — Myt + meg — maoiy =0
(mg—ml)g— (ml—i—mg)h =0
mo — My

7.”.1 -
my + mo
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Pour obtenir I'expression de la tension dans la corde on choisit un déplacement
virtuel non compatible avec la liaison :
Nous avons alors :
— — iR . — — - .
(P1+T—p1) 5r1—|—(P2+T—p2) (SI'QIO
—mlg—l—T—ml?'"'l —mgg—i—T—i—mgh =0
— (my 4+ my) g+ 2T + (mg —my) i, =0

T = 5 [(m1 + ma) g+ (my —my) 4]

ExEMPLE D.2. Palan
Reprenons 'exemple du palan (fig. 1.14 p. 14). Quelle est 'accélération de la masse mq ?

a) Résolution par la mécanique de Newton Le premier sous-systeme étudié est
constitué de la premiere poulie et de la premiere masse. Appliquons le principe

fondamental de la dynamique :
ml?l = Z F‘(e)
=P, +2T

En projetant sur ’axe vertical dirigé vers le haut :
mli“'l = —m1g + 2T

=N
=N
=

NP
In

P

Fi1Gg. 2.4 — Palan : inventaire des forces

Pour le vecteur déplacement réel,
vt, dr} = —%dfg =

et pour la composante verticale,

Py = =3

l!»
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si bien que
—% mﬂ.”.g = —m1g -+ 2T
m17'"'2 = leg — 4T

Le second sous-systeme étudié est la masse my. Appliquons le principe fonda-
mental de la dynamique :

mg%g = Z F(e)
— —
=Py+ T
MaTy = —mog + T
Par conséquent :
(m1 + 4m2)7‘2 = (2m1 — 4m2)g
2m1 — 4m2
Ty == ——m—
2 my + 4m2
On vérifie que pour m; = 2my on a bien 7y = 0. Pour my; > 2msy 'accélération
de la masse msy est positive, c.-a-d. vers le haut.

Résolution par le principe des travaux virtuels
Donnons a la masse m; un déplacement virtuel 01 vertical vers le haut :

oty = [[o11|| J

Fic. 2.5 — Palan : déplacements virtuels

Le déplacement virtuel 015 de la masse mo compatible avec 61 et avec la liaison
est tel que :

Appliquons le principe des travaux virtuels (2.1) p. 54, pour les deux parties mo-
biles (N = 2), les masses m; et mgy, pour des déplacements virtuels compatibles
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entre eux et avec les liaisons :

™ =

(F —5:) ot =0

1
(31 - 1_51) - 0T + (1——32 - 52) 0Ty =0
(Py=B1) - 07 7= 2 (B — Pa) - 071 7= 0

—ma1g — Myt + 2mafs + 2meg =0

<.
I

i

Pour le vecteur déplacement réel

dFl = _%dFQ = T —5 7T = Fl = —5TI9

et pour la composante verticale,
= —3
si bien que :
—mig + %mﬂ'"é + 2maty + 2meg = 0

(ng — ml)g + (% ma + 2m2) T.;Q = 0
2m1 —4m2

Tro =
my + 4mey

ExXEMPLE D.3. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné
Une masse m glisse sans frottements sur un plan incliné. Quelle est 1’équation de son
mouvement, ?

q(t) B

ol

Fia. 2.6 — Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

a) Résolution par la mécanique de Newton
Appliquons la relation fondamentale de la dynamique a la masse m :
mq=>_ £
— —
=R+P
En projetant sur les axes tangent et orthogonal au plan incliné :
= .. .. .
1B sin(a) = mq {q — gsin(a)
—_ i
R—||P| cos(a) =0 R = mg cos(a)

En notant ¢y et gy les conditions initiales sur la position et la vitesse, cherchons
la solution ¢(t) en intégrant cette équation différentielle du 2° ordre par rapport
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au temps :

G(t) = gsin()
G(t) = gsin(@) t + go
q(t) = 3 gsin(a) * + Got + qo

b) Résolution par le principe des travaux virtuels

Le principe des travaux virtuels pour la seule partie mobile (N = 1), la masse
m, pour un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, s’écrit :

N
S F .61 =
=1

(P+R-p) or=0

On choisit un déplacement virtuel confondu avec le déplacement réel, donc _com-

patible avec la liaison supposée parfaite. Le travail virtuel de la réaction R du
plan sur la masse est alors nul, et nous avons :

[mgsin(a) — mg|dg =0
j = gsin(a)

EXEMPLE D.4. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné motorisé
Une masse m glisse sans frottements sur un plan incliné se déplacant horizontalement
selon une fonction du temps connue z(t). Quelle est I’équation de son mouvement ?

Y

O X

Fiac. 2.7 — Masse glissant sur un plan incliné motorisé

a) Résolution par la mécanique de Newton

Soit X l'accélération du plan incliné, et soit 61' I’accélération de la masse m relati-
vement au plan incliné. L’accélération de la masse m dans un référentiel galiléen
est la somme des accélérations G + X. Appliquons la relation fondamentale de la
dynamique a la masse m :

m(q+X) = Zf

~P+R
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Le vecteur accélération q est parallele au plan incliné. En projetant sur les axes
parallele et perpendiculaire au plan incliné, nous avons :

Psin(a) = mg + ma cos(«) G = gsin(a) — & cos(a)
{—P cos(a) + R = mi sin(«) {R = m (Zsin(a) 4+ g cos(a))
Lorsque & = 0 on retrouve le résultat de ’exemple précédent, et lorsque
gsin(a) — & cos(a) < 0
gsin(a) < Z cos(a)
gtan(a) < &
le vecteur (i est vers le haut, la masse m remonte le plan incliné.

b) Résolution par le principe des travaux virtuels

Y 0 (t)

Q1 (t)

O X

Fi1c. 2.8 — Masse glissant sans frottements sur un plan incliné motorisé

Il y a un seul degré de liberté car la fonction ¢ (t) est donnée. Choisissons g
comme coordonnée généralisée. Le déplacement virtuel étant compatible avec la
liaison, le principe des travaux virtuels pour la seule partie mobile (N = 1), la
masse m, s’écrit, :

(F=5)-om =0

s

@
I
—

B

—
Ol

i +él'2)] 0q2 =0
Avec

3z = dqa [cos(a) V' — sin(a) J]
nous avons :

mgsin(a) —m |G cos(a) + ¢a] =0

Go = gsin(a) — i cos(a)

ExXEMPLE D.5. Masse sur une trappe
Reprenons 'ex. G.3 de la p. 21. Une masse M est posée sur une trappe qui s’ouvre d’'un
angle 6(t) donné en fonction du temps. Quelle est I’équation de son mouvement ?
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Fia. 2.9 — Masse sur une trappe

a) Résolution par la mécanique de Newton
Appliquons la relation fondamentale de la dynamique a la masse M :

My =Y f@©
— —
=R+P
(2.3) p. 57 donne 'expression de 'accélération en coordonnées polaires dans la
base polaire orthonormée (€,,€) de centre o :

= (p— p”) &+ (pf+200) &
Nous avons alors :
Mgsin(0) = M (,b — p92) p— pb? — gsin(h) =0
R — Mgcos(0) = M (pé + 2p’9) {M [,oé +2p8 + gcos(@)} =R
Nous obtenons deux équations pour deux inconnues, p(t) et R(t).

b) Résolution par le principe des travaux virtuels
Le déplacement infinitésimal réel s’écrit,

dr' = d (pg))
=dpe, + pde,
=dpé€, + pdf &

et le travail réel de la force de contrainte R est non nul :

—

R -dr = Réb . (dpgp + pd@éb)

= Rpdf
Choisissons le déplacement virtuel de sorte que la force de contrainte ne travaille
pas,
0T = 0p¢€,

Le déplacement virtuel de la coordonnée p est noté dp. Il ne s’inscrit pas dans le
temps, il n’est pas fonction du temps, ni explicitement ni implicitement, contrai-

rement a la différentielle dp qui est une fonction implicite du temps. La difficulté
tient au fait qu’en physique tout déplacement réel dans I’espace est une fonction
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explicite ou a défaut implicite du temps. Ce n’est pas le cas en mathématique ou
un déplacement n’est pas nécessairement fonction d’un parametre. En ce sens,
un déplacement virtuel est un déplacement mathématique sans parametre.

Le travail virtuel de R est alors nul :
R - 6f = R&, - 0pé,
=0
Le principe des travaux virtuels s’écrit :

—

N
> (Fi(a) - f)z) 0r; =0

i=1
(P—5) or=0
(2.3) p. 57 donne l'expression de l'accélération en coordonnées polaires dans la
base polaire orthonormée (€,,¢€y) :
{Mg sin(f)€, — Mg cos(8)ey — M (,b — p92) € — M (,oé + 2,0'9) 69} - 0p€, =0
p— pb? — gsin(h) = 0

Pour trouver I'expression de la réaction de la trappe sur la masse M, on choisit
un déplacement virtuel pour lequel cette réaction travaille. Avec un déplacement
virtuel selon €y, nous avons :

[R + Mgsin(#)€, — Mg cos(0)ey — M (ﬁ — p92) € — M <p9 + 2p'9) é@} -pdf ey =0
R — Mgcos(0) — M (pé + 2,09) =0
R=M [pé + 256 + gcos(Q)}
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A Equations de Lagrange

Repartons du principe des travaux virtuels appliqué a la dynamique (2.1) p. 54, pour un systéme
a N parties mobiles, dans un référentiel galiléen non avons

S miti - 0, — 3 Fy - 0% = 0 (3.1)

-
ou l'on rappelle que F; est la somme des modeles des forces s’exercant sur la ¢ partie mobile.
Nous pouvons essayer de remplacer les produits scalaires par des scalaires. Le produit scalaire
d’une force d’inertie par un déplacement donne une énergie cinétique. En mécanique de Newton,
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pour faire apparaitre les vitesses (donc I’énergie cinétique), on écrit :

N ; N dr;
> myr; - dr; = Zmz Z-dfi

=1

= Z m,; dv; - V;

%d< #)

=1

dZ%mlv

=1

~.

Avec les déplacements virtuels nous ne pouvons pas tenir le méme raisonnement car 0r; n’est
pas une fonction implicite du temps par 'intermédiaire des coordonnées comme l'est dr;. Il
représente une longueur, et non une distance parcourue. Le terme J1;/dt est bien homogene a
une vitesse, une longueur divisée par une durée, mais ce n’est pas la vitesse réelle de la ¢ partie
mobile. d1; est fonction des variations infinitésimales des coordonnées dz;, de la i° partie mobile
dans deux positions d’équilibre infiniment proches :

. OT;

oT; J 3.2
En remplacant dans (3.1) nous avons :
N m N
= or; 7 - or; 7
Somids > G — S F z - =0
i=1 =1 O i=1

fj (g Mt - 8“ ivj F, az >5xk ~0 (3.3)

k=1 i=1 Lk

Les m coordonnées x; ne sont pas toujours indépendantes si bien que la somme sur & est nulle
mais pas chacun de ses termes. Il nous faut utiliser les coordonnées généralisées ¢; (déf. G.2
p. 19) car elles sont indépendantes. Pour cela nous devons supposer que le systéme est holonome
(§ G.3 p. 19) pour utiliser les équations de liaison et supprimer les coordonnées superflues. On
effectue alors le changement de coordonnées suivant :

Vek=1,...,m = fulqr, - qn), n<m (3.4)

Nous avons alors,

N - N -
L - 81"2‘ =g ﬁri )
NooLoon Mo on )
Vog;, ( mit; - — > F;-—]dg; =0
’ i=1 9q; ; 9q; ’
N > N -
- OT; - OF
Vj:L...,n mlfl L Fz ZZO
i=1 9q; ; 9q;

Pour le second terme on pose la définition suivante :
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DEFINITION A.1. On appelle force généralisée selon le degré de liberté 7, la quantité
N —
def xn 2 OT;
Q; = Fi-
i=1

8qj
N
ou 'on rappelle que F; est la somme des modeles des forces s’exercant sur la ¢ partie
mobile.

Avec cette définition :

Intégrons par parties le terme de droite :

. Y [d . 01 - d [or
Vi=1,....n izlla<miri-a—qj>—miri-a<aqj>]—Qj (3.5)

Etablissons maintenant les deux relations suivantes

or;  or; oA (ox 0 dr,
pr— e _ —_
dg; O dt \dg;) g
pour les remplacer dans (3.5). Pour la premiére relation, notons que le vecteur position de la i

partie mobile dépend des coordonnées généralisées, et explicitement du temps lorsqu’une liaison
est rhéonome ou pour un référentiel en mouvement :

81"2 817}
dr; (g, t) Z 875 dt

dfi " 81"2 . 01"2
dt Z 8t (3.6)

o (dr; or; . 813
7 (%) (Z i )
OF,; & O %
9q; = Oqr 0q;

En utilisant I'indépendance des coordonnées généralisées (1.3) p. 19 :

or; o,
. 3.7
Etablissons la seconde relation. Nous avons :
or; " O, a?;i
dt
(8% > ];1 ana% 8t8qj
or; n 27 82171‘

3.8
<8QJ> k; aqk8QJ 0t8qj (3.8)
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D’autre part, en dérivant par rapport a ¢; la relation (3.6) p. 71 :
BONEN
Og; \ dt 8q] 8qk ot
-2 (o o) 2 (50)
8q]8qk 8qk 0q; dg; \ Ot

Les coordonnées généralisées et les vitesses généralisées ne dépendant pas explicitement 'une
de l'autre, le terme 0¢;/0qg; est nul :

o) (dr,> i o’T; N 0T
=2 5 Bt
8q] = 0q;0qx 0q;0t
Comparons avec (3.8). Les dérivations partielles 0/0q; et 0/0qy, étant continues, nous pouvons
les intervertir, d’ou la seconde relation :

d (or, o [dr,
qa (on 3.9
t (8%) dq; ( > (39)

Avec (3.7) et (3.9), (3.5) p. 71 devient :

= |dt q
d & _ oV L 0V
— > MV =— — > miv;- — =@
dt ; 8q] i=1 aq] ’

DEFINITION A.2. On appelle énergie cinétique d’un solide 7, la quantité

def 1 =2
) (A}

L’énergie cinétique est un scalaire, elle est additive. Notons T I'énergie cinétique totale du
systeme (la somme des énergies cinétiques de toutes les parties mobiles) :
N

def 1 9
T - 5 )
5 1:21 m;V;
Nous avons alors n relations, une pour chaque coordonnée généralisée ¢; du systeme :
d (0T or
Vi=1,...,n — | =— = 3.10
/ () 5= 1

REMARQUE 10. Supposons le changement de variables de coordonnées généralisées rectangulaires & des
coordonnées généralisées quelconques :

Vk=1,...,n zp = felqr, ..., qn)

N

N0k
b= G,
j=1
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k=1
L)
k=1 j=1

En coordonnées généralisées, ’énergie cinétique reste une fonction quadratique des vitesses généralisées mais peut
dépendre des coordonnées, le terme 97/dq; est alors non nul. Par exemple en coordonnées polaires :

T= % mp292

REMARQUE 11. Les n équations différentielles (3.10) p. 72 du 27 ordre par rapport au temps, sont équiva-
lentes a la relation fondamentale de la dynamique :

#(e) _ dP
ka T dt
k

Cette derniére est une écriture vectorielle qui donne n relations, une par coordonnée, également du 2"¢ ordre par
rapport au temps du fait des termes d’accélération.

A.1 Modeles de forces dérivant toutes d’une énergie potentielle

Lorsque chaque Igodéle de force f s’exercant sur la ¢° partie mobile dérive d’une énergie poten-
tielle, la somme F; de ces modeles de force dérive alors d’une énergie potentielle totale V; qui
est la somme des énergies potentielles des forces individuelles. Selon chaque degré de liberté j,
la force généralisée s’écrit :

‘ N, or;
Vi=1,...,n Qj:—Zgradi(V;)-a
i=1 4d;
Y
= 0q;
ov
Vi=1,....n Q;=—— 3.11
j J 8q] ( )

j=1i=1
> Qidq; =0
j=1
ov
—dq; =0
c~ dq;
j=1
et 'on retrouve (1.6) p. 24 :
ov
Vi=1,...,n — =0
’ g,
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Les équations de Lagrange deviennent :

d [oT oT oV
Rl el A 3.12
dt (8%) 0qj 8(]]' ( )

Si Iénergie potentielle totale V (g, ) ne dépend pas des vitesses généralisées ¢, nous pouvons
ajouter le terme nul 0V/9¢; :

d| o 0
=1,... — | — (T — — — (T — —

DEFINITION A.3. La fonction des n coordonnées généralisées ¢, des n vitesses généralisées
g, et du temps

. def .
est appelée fonction de Lagrange ou lagrangien du systeme.

REMARQUE 13. Le modsle de force de la relation fondamentale de la dynamique, devenu modéle d’énergie po-
tentielle, est intégré au lagrangien. Il faudra donc trouver un modele de lagrangien adapté au probléme a résoudre.
La « physique » du probléme est donc contenue dans le lagrangien. De plus, on note que par 'intermédiaire de
I’énergie potentielle, le lagrangien dépend du choix de 'origine des énergies potentielles.

REMARQUE 14. L¢nergic potentielle est fonction du temps lorsque le systéme est dans un champ extérieur
variable, p. ex. une particule chargée dans un champ électrique variable.

Nous obtenons les n équations de Lagrange, une par coordonnée généralisée :

‘ d (0L oL

Une équation par coordonnée ne signifie pas que les variables sont séparées, car le lagrangien
peut contenir toutes les variables (ex. du pendule double E.2 p. 116). Ces n équations diffé-
rentielles du 2° ordre par rapport au temps sont équivalentes a la relation fondamentale de
la dynamique lorsque tous les modeles de force dérivent d'un potentiel. Chaque intégration
de 'une de ces équations différentielles faisant apparaitre une constante, il faudra spécifier 2n
conditions initiales pour déterminer les n coordonnées généralisées indépendantes : n conditions
initiales sur les ¢ et n sur les q.

EXEMPLE A.1. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné
Une masse m glisse sans frottements sur un plan incliné. Quelle est I’équation de son
mouvement ?
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Fi1G. 3.1 — Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

Si nous choisissons comme coordonnée la hauteur y de la masse par rapport au sol alors
I’énergie cinétique

T=1m(i*+?)
fait nécessairement apparaitre la coordonnée z. Or nous n’avons besoin que d’une seule
coordonnée pour désigner la position de la masse, la coordonnée généralisée ¢ (fig. 3.1) qui
tient compte de la liaison entre la masse et le plan incliné. En prenant 1’origine de ’énergie
potentielle de gravitation au sommet du plan incliné, le lagrangien a pour expression :

LET -V
:% mg? + mgqsin(a)

dfocy o,
dt \ 9¢ dqg

L’équation de Lagrange s’écrit :

4 (mg) — mgsin(a) =0

dt
Gj—gsin(a) =0 (3.14)
¢ = gsin(a)t+ qo
q =3 gsin(a) t* + ot + qo

EXEMPLE A.2. Pendule mathématique, simple, plan, gravitationnel
Une masse m est attachée a une corde de longueur p faisant un angle 6(t) avec la verticale.
Quelle est ’équation du mouvement de la masse m ?
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Fic. 3.2 — Pendule mathématique, simple, plan, gravitationnel

Ce pendule est dit « mathématique » par opposition au pendule physique pour lequel
on considere le moment d’inertie du pendule. Le systeme n’a qu’'un degré de liberté. Il
n'y a donc qu'une coordonnée généralisée, 'angle 0(t) que fait le pendule avec le temps.
Ecrivons le changement de coordonnées, de cartésiennes a polaires :

{:C = psin(0) i = pb cos(8)
= .
y = —pcos(h) y = pfsin(0)
L’énergie cinétique a pour expression
T=1m (i +¢?)
=1im [p292 cos?(6) + p*6* sin2(9)}
_ %mp292

et I’énergie potentielle s’écrit :
V =mgy
= —mgp cos(6)
D’ou le lagrangien :
L=T-V
m (:t2 + 3)2) —mgy
mp*0% + mgp cos(6)

N[—= N

L’équation de Lagrange s’écrit :
dfocy oc
dt \ 96 o0
d 2 b .
me (p 9) + mgpsin(f) =0
pf + gsin(0) =0
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EXEMPLE A.3. Pendule attaché & un point tournant

Dans le plan horizontal (z,y), un pendule de longueur p est attaché a un point tournant
a vitesse angulaire constante w sur un cercle de rayon R. Quelle est I’équation de son
mouvement ?

Fi1c. 3.3 — Pendule tournant dans le plan horizontal

Le passage des coordonnées polaires aux coordonnées rectangulaires (rectilignes et ortho-
gonales) s’écrit :

xr = Rcos(wt) + pcos(wt + 6) & = —Rwsin(wt) — p(w + 6) sin(wt + 6)
{y = Rsin(wt) + psin(wt + 6) {y’ = Rw cos(wt) + p(w + ) cos(wt + 6)
Il n’y a pas d’énergie potentielle, le lagrangien est simplement 1’énergie cinétique :
£=T:%<x’2+y‘2)
=2 [R2w2 sin?(wt) + 2Rw sin(wt)p(w + 0) sin(wt + 0) + p?(w + 6)% sin®(wt + 6)
+R%w? cos®(wt) + 2Rw cos(wt)p(w + ) cos(wt + 0) + p?*(w + ) cos® (wt + 9)}
=2 [szz + 2Rpw(w + 0) cos(8) + p*(w + 0)2}

La seule coordonnée généralisée est I'angle 6. L’équation de Lagrange s’écrit :
d (0T or 0
dt\od) 90

% [mew cos() + mp*(w + 0)} + mRpw(w + ) sin(0) = 0

ph + Rw?sin(6) = 0

Cette équation en 6 est similaire a celle du mouvement d’'un pendule simple plan dans
un champ de gravitation Rw?.
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A.2 Energie potentielle généralisée

Lorsque les modeles de force dérivent tous d’une énergie potentielle généralisée U(q, ¢,t) telle
que,

, d [oU ou
alors, a partir de (3.10) p. 72

d (oT oT

=1,... — | =

Vi=1,...,n dt<aq]> 90 = Q;

s S(E)-E-2()-

IT e dt \ 9¢; Jq; dq; Jq;
d| o 0

=1 l T-| - 2 (T-U)=

=leon a0 - g (- U) =0

En définissant le lagrangien généralisé par

L(q,6,t) € T(q,4,t) — U(g, g, t)

nous retrouvons les équations de Lagrange (3.13) p. 74 :

d (0L oL
i=1,... — (=)= =
VJ ’ b dt(&q) 8%‘ 0

EXEMPLE A.4. Part1cu1e chargée en mouvement dans un champ électromagnétique
Le champ électrique E et le champ magnétique B dérivent du potentiel scalaire ¢ (T, t) et
du potentiel vecteur A (1 t) :

Ez—gr?iw))—%
B - ioi (&)

—> —
ot le vecteur rot (A) est le rotationnel de A. Soit ¢ la charge électrique de la particule, et
soit v sa vitesse dans le champ électromagnétique. Sur cette particule s’exerce une force

électromagnétique, appelée force de Lorentz, dont le modele a pour expression :
F = q (E +V X E))
N

=q —@(@—%—?Jﬂ?xr—o{(X)
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En projetant sur les axes :

Fx:q{_gm@m_ R ’wroz(z)'z}

8

— Al L ey
Fyq{grad(gb) — %—t - erot(A)y}

= Ot

Fzzq{_gr—aa@) o +‘mzz(z§)'}

Par exemple, pour la composante en x :

o 09 04, 04, 04\ 0A,  0A,
= =1 W\ oz dy "\ o2 ox

ox ot

0A 0A 0A 0A
A — X xX X X
d4a ot di + ox dy Y702

dA, _ 04, | OA, . 0A, DA,
a ot or oy -
0A, dA,  0A,  0A, 04,

ot dt  “or Yoy T or

nous donne :
00 A, | 0A, | OA, | O0A. (04, DA (04, OA.
ox a % er dy vz AT Ay "\ o2 Ox

0z
1)) d_Ax 0A, N 0A, N 0A,
ox Yy ox ve ox

96 0 . — dA,
-]

e lalo-e B+ {2 oD

U=q(¢—A-7)
I’énergie potentielle généralisée qui engendre la force de Lorentz :
g d (U _au
dt \ Ov, ox

En prenant le lagrangien généralisé,

c¥r_yu

:lmVQ—q<gb—X-\7) (3.15)

On pose,

2

les équations de Lagrange donnent les équations du mouvement de la particule chargée
dans le champ électromagnétique.
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Lorsque le champ magnethue est unlforme c.-a- d constant dans I’espace, une Condltlon
suffisante pour avoir B = rot (A) est que A=1 B X T. Soit donc a montrer que si B est

uniforme et A = %B x T alors B = rot (A) Par hypothese :

K:%E)xf’

N Oy B, x
rot(A):%ro (B xr):; Oy | X || By | X |y
0, B, z
o O (B xy Bm) (B,x — B,2)
rot(A):% dy | x | (Byz — B,y) — (Byy — Byx)
0. (BZL‘—B z) — (Bz— Y)

9y (Bzy — BIE) 0.(B.x — B,2)

:% 0,(Byz — B,y) — 0,(B,y — Bm)

|0:(B.x — Bz) 0y(Byz — B,y)

N
Le champ magnétique B étant uniforme, ses dérivations partielles dans 'espace sont
nulles :

. 2B,
ot (A) =} ;ng
- B

—
Si B est uniforme le lagrangien généralisé s’écrit :

EdefT U

:%mvg—q{gb—%(g)xf')-ﬂ

A.3 Forces ne dérivant pas toutes d’une énergie potentielle

Lorsque les modeles de force ne dérivent pas tous d’une énergie potentielle, nous pouvons
séparer les forces s’exercant sur une partie mobile en une somme de force dérivant d’une énergie
potentielle et une somme de forces ne dérivant pas d’une énergie potentielle (notée avec une
barre) :

v

N N
F;, = —grad; (V;) +

Les équations de Lagrange s’écrivent,

, d (0T or — =
Vi=1,...,n &<a—%>—f—2(—gradi(%)+Fi).

d (0T oT N or, M= or
Vi=1,....n — ] - =— = - rad, (V;) - +3 F,;-

/ dt <3%‘> 9g; z;g \d dg; @; 9g;
d (0T oT Nogy N :
— ] - = = — — + F,-
dt <3qj> g 2 9q; 2 9g;

=1

Vi=1,...,n
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d [oL o -
Vi=1,... — == —5—=0,
dans lesquelles le lagrangien contient les énergies potentielles de toutes les forces dérivant d'une

énergie potentielle indépendante des vitesses généralisées et ou la barre sur () rappelle que ces
forces généralisées ne dérivent pas d’une énergie potentielle.

EXEMPLE A.5. Forces de frottements sec
Soit une masse m glissant avec frottements sur un plan incliné. Quelle est 1’équation de
son mouvement ?

Fi1G. 3.4 — Masse glissant avec frottements sur un plan incliné

On prend comme modele de force de frottements cinétiques, une force proportionnelle a
la composante du poids qui s’exerce sur le plan incliné, et s’opposant au déplacement de
la masse :

f = —pumgcos(a) —
v
En utilisant la coordonnée généralisée ¢, I'énergie cinétique s’écrit :

T:%mcf

Le lagrangien s’écrit,
L= % mg? + mgqsin(a)
et I’équation de Lagrange a pour expression :

d (0L oL -
&(a_q->__‘Q
- Or

d, .
T (mq) — mgsin(a) =f - %

G — gsin(a) = —p g cos(a)

EXEMPLE A.6. Forces de frottements visqueux
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Les forces de frottements visqueux (proportionnels a la vitesse), s’écrivent :

f=—uv

Nous pouvons les réécrire sous la forme :

f=— grads (%/LV2)
Avec ¢ la fonction de dissipation de Rayleigh, définie par

def q 2
¢ = Fuv

nous avons :
- —

f = —grad; ()
En partant de la déf. A.1 p. 71 de la force généralisée, nous avons :
N —
- Of;
Q= Z f. =
=

Gl or;
= - ;gmdv (¢:) - 9
En utiliant (3.7) p. 71 :
N —
Qj - —;@v (¢i) - g;;
09
- i=1 8q'j
__0¢
0

Les équations de Lagrange s’écrivent alors
Gy o
dt \d4; ) 9q; 94

pour lesquelles il reste a préciser les fonctions scalaires L et ¢.

Vi=1,...,n 0

Soit un mobile se déplagant dans un fluide, dans le champ de pesanteur terrestre. La
force de frottement étant supposée proportionnelle a la vitesse, la fonction de dissipation
a pour expression :

. H .9 .9
¢ = 5 (fc +y )
En prenant le zéro de I’énergie potentielle au fond du fluide, le lagrangien s’écrit,
_ Mg 9\
L= 5 (x +y ) mgy

Les équations de Lagrange donnent :

g@g_%+@_o

dt \ 0 or Ot mi + px =0
g(a_g)_a_ng%:O {my+uy+mg:0
dt \ dy dy Oy
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A.4 Forces de contraintes généralisées

Soit un systéme holonome a n degrés de liberté, donc a n coordonnées indépendantes. L’emploi
des coordonnées généralisées fait disparaitre les forces de liaison. Cependant, on peut ne pas
les utiliser et conserver n + k coordonnées x; non indépendantes, et trouver ’expression des k
équations de liaison holonome.

Ces k équations de liaison holonome s’écrivent :

Vi=1,....k  fiz1,..., Zpspt) =0 (3.16)

Imaginons un déplacement virtuel du systeme, donc a temps constant. Si ce déplacement virtuel
est compatible avec les liaisons alors les équations de liaison (3.16) sont encore valables dans
cette nouvelle position :

Vi=1,....k  fi(x1+0z1,..., Tosr + 0Tpyg, t) =0 (3.17)
ou t ne varie pas. Soustrayons (3.16) de (3.17) :
Vi=1,...,k filxy +0z1, .. xpig + 0Tk, t) — filxy, ..., Tpyg, t) =0
Vi=1,...,k Sefi(xy, .o Tpyr,t) =0
qui est la variation a temps constant de chaque f;, et qui s’écrit :

n+k 8f
Vi=1,...,k > bz =0 (3.18)
j=1 al‘j

A partir de (3.3) p. 70, I'équation de la dynamique valable pour tous types de contraintes et de

coordonnées s’écrit,
n+k d T T N N =
() () [
j=1 dt 6xj al‘j al‘j ¢

i=1

ou les dx; ne sont pas indépendants. On suppose sans perte de généralité, que ce sont les n
premieres coordonnées x; qui sont indépendantes. Les expressions entre crochets devant les n
premiers dz; sont donc nulles :

d [or or X [or
i=1,... (=) == -%"F,-
vj ’ ab dt <a$]> 8.’,13']‘ ! <a$]>

i=1

=0

t

Les forces généralisées sont (au maximum) au nombre de n, une force généralisée par degré de
liberté : ajouter des coordonnées superflues n’ajoute pas de forces. On suppose donc a nouveau
sans perte de généralité que ces forces s’expriment en fonction des n premieres coordonnées,
supposées indépendantes (cf. rmq 15 p. 85),

. d [oT oT

si bien qu’il reste :
| 8T> GT]
— (=] —=—|d0z;,=0 (3.19)
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Les n premieres coordonnées étant supposées indépendantes, les n premiers dx; dans (3.18)
sont indépendants, et leurs coefficients respectifs sont nuls afin que la somme soit nulle :

ofi
8.’,13']‘

Vi=1,....k Vji=1,...,n =0 (3.20)

Les équations de liaison ne sont donc pas des fonctions explicites des n premieres coordonnées.
Il reste :

n+k )
Vi=1,...,k > %5:5]:0 (3.21)

j=n+1

En introduisant & multiplicateurs indéterminés \; entre 1'éq. (3.19) et les k éq. (3.21), nous

obtenons :
n+k d oT oT n+k 8]6@
— | =— Ai
Z [ t(@:’v]) 61’]] Z Z Ox;

Jj=n+1 = j=n+1

5 i (35) - -2 o0

Jj=n+1 =1

Les conditions sur les multiplicateurs \; pour que chacun des k termes soit nul sont les suivantes :
d (0T
Vi=n+1,....,n+k — == - -
J dt \ 0, ax] Zl a
Les équations de la dynamique sont données par le systeme d’équations suivant :

_ d fory) or

d (oT\ or of,
Vi=ntl...ontk (2 pyc Loy
JEnE Lt g (a:&) oz, 2; oz,

(3.20) p. 84 permettent d’écrire ce systeme d’équations sous la forme :

‘ d (0T oT kooOf;

Ces équations montrent que les A 0, f sont homogenes a des forces généralisées. On les appelle

forces de contraintes généralisées.

Lorsque toutes les forces dérivent d’une énergie potentielle indépendante des vitesses générali-
sées, d’apres la définition (A.1) p. 71 de la force généralisée et (3.11) p. 73 :

ivj ﬁz o _ OV (z,t)
i=1 Iz; dz;
On peut ajouter le terme nul OV/0%;, et avec la déf. A.3 p. 74 du lagrangien :
oL ) oL .. ofi

d
Vi=1,... k — =] - = - A=— =0
J ’ ’n+ dt (837] 8.’,13']‘ i—1 aSL’j
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EXEMPLE A.7. Cylindre roulant sans glisser sur un plan incliné
Un cylindre de masse m et de rayon r, roule sans glisser sur un plan incliné. Quelle est
I’équation de son mouvement ?

Fic. 3.5 — Cylindre roulant sur un plan incliné

Soit 6 'angle de rotation du cylindre. En I'absence de glissement, la distance rf sur le
cylindre est égale a celle parcourue x. La condition de roulement sans glissement est
I’équation de liaison

rd —x =0 (3.23)
de la forme,
f(z,0)=0
avec, of
e -1
af
20 ="

En choisissant © — 6 = 0 les signes seraient inversés. Il n’y a qu'un seul degré de liberté
mais nous utilisons les deux coordonnées z et 6 reliées par 1'équation de contrainte (3.23).
L’expression de I'énergie cinétique comporte un terme en translation et un terme en
rotation, _

T = $mi” + 1 J6?
dans laquelle on conserve les deux variables x et #. En choisissant 'origine de ’énergie

potentielle au sommet du plan incliné, le lagrangien s’écrit :

L=1mi®+ %J@Q + mgx sin(«)

REMARQUE 15. On peut aussi choisir indifféremment de prendre :

L= %mjﬁ2 + %J@Q + mgré sin(«)

85



Les équations de Lagrange s’écrivent,

d (oL oL N af d ‘
wl\ar) "o ox R &(mx)—mgsm(a):—)\
d .
d 8_£ _a_ﬁz)\g —(J@):)\r
00 06 06 dt
mi —mgsin(a) + A =0
= JO
A= 27
,
L’équation de liaison (3.23) p. 85 donne,
r =x
rh = i
d’ott
A=Ji/r? = i=r’\J
. . Ji
mx—mgsm(oz)—l—r—QZO (mr —|—J) mr?gsin(a) = 0
=
2
mg)\—mgsin(a)—i—)\:O (mr +J> mdJgsin(a) =0
2
mr ,
N — mQS]D(O{) =0
A= #mgsin(a)
mr? + J

Pour un cylindre plein, de longueur [/, le moment d’inertie s’écrit,

7= || am
= /Or 2mrldr

= %pmAZ

1,2
—2m7’

{m——gsm( a)=0

A = 5 mgsin(a)

et ’on obtient,

Les forces de contraintes généralisées s’écrivent,

of O
fo A 8£ fo = —3 mgsin(a)
£, %\ 90 of - fo = 5 rmgsin(a)
T
fz est la force de frottement sur la ligne de contact du cylindre avec le plan incliné. fy
est le moment de cette force de frottement par rapport a ’axe du cylindre, qui provoque
la rotation du cylindre sans glissement.
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Pour un cylindre creux, de longueur [, le moment d’inertie s’écrit,

J:rzl//vdm

J=mr
et ’on obtient,
i — 1 gsin(a) =0
A = 2 mgsin(a)
Les forces de contraintes généralisées s’écrivent,
fo = —3 mgsin(a)
fo = 3 rmgsin(a)
On vérifie que l'on obtient le méme résultat en utilisant directement l’équation de

contrainte (3.23) p. 85 dans l'expression de I’énergie cinétique. Par exemple pour le cy-

lindre plein :
T =1mi? + imr29'2

mi?

S N[

Le lagrangien s’écrit, :
L = 3mi* + mgz sin(a)

1
d(@ﬁ)_&_ﬁzo

L’équation de Lagrange s’écrit :

dt \ o1 ox

d
3 (2

imﬁc) — mgsin(a) =

A.5 Liaisons non-holonomes

Lorsque les liaison sont non-holonomes il n’existe pas de méthode générale pour éliminer les
coordonnées superflues. Cependant, dans le cas particulier ou elles sont données sous forme
différentielle non intégrable, on peut éliminer les équations de la dynamique dépendantes grace
aux multiplicateurs indéterminés de Lagrange.

Considérons un systeme a n degrés de liberté, et a n + k coordonnées dépendantes z;, dont les
k liaisons non-holonomes sont données sous la forme

n+k
V’lzl,,k Zaijdxj—i—aitdtzo

Jj=1

ou les a;; et les a; sont en général fonction du temps et des z;. Ces équations différentielles
sont supposées non intégrables, car sinon on se ramenerait au cas de liaisons holonomes.

EXEMPLE A.8. Equation de liaison sous forme différentielle intégrable
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La condition de roulement sans glissement de l'ex. A.7 p. 85 est intégrable. Qu’il y ait
glissement ou non, dans le référentiel galiléen lié au plan incliné, la vitesse d’un point
quelconque du cylindre est la composition vectorielle d'une vitesse de rotation autour de
I’axe du cylindre, et de la vitesse en translation du cylindre. En I'absence de glissement,
la vitesse en rotation et la vitesse en translation des points au contact du plan incliné
sont égales en norme (et de méme direction mais de sens opposé) :

r = i
Cette liaison s’écrit sous forme différentielle,
rdf —dx =0

Les coefficients a;; et a; s’écrivent donc (une seule liaison donc k =1) :

ag =T
a; = —1
atZO

Elle s’integre en une équation holonome
r —x =0

ou les constantes d’intégration 6 et xy sont choisies nulles.

Lorsque les équations différentielles sont non intégrables, les déplacements virtuels ayant lieu a
temps constant, nous avons

n+k
V’lzl,,/{? Zaijéxj:()
j=1

Par analogie avec (3.22) p. 84 du § précédent, en introduisant & multiplicateurs de Lagrange,
les n 4+ k équations de la dynamique s’écrivent

d (0T or i
Vi=1,....,n+k — == —=—-Q;,—> XNa; =0
J * dt (&r j) ox j Q] 2:21 J
et lorsque toutes les forces dérivent d’une énergie potentielle indépendante des vitesses généra-
lisées :

d (oL oL &
i=1,... —|=]-=- L =
Vi=1,...,n+k dt(@:’g) o, ;AZ% 0

EXEMPLE A.9. Equations de liaison sous forme différentielle non intégrable

Reprenons l'ex. G.4 p. 22 du disque roulant sans glissement sur un plan horizontal. Ce
systeme se déplace dans le plan, il est a n = 2 degres de liberté. Les k = 2 équations de
liaison du disque avec le sol s’écrivent :

{dl’ — T’SiIl(gO) dé =0 {(lué[ﬁl + (113(55E3 =0
54

3.24
dy + rcos(p)dd =0 (3:24)

(121(5ZE1 + (123(55E3 =0

(x,y,0,¢) sont les n + k = 4 coordonnées dépendantes. Soient M la masse du disque,
A son moment d’inertie par rapport a son axe et B son moment d’inertie par rapport
a un axe qui lui est perpendiculaire et qui passe par son centre. Le lagrangien a pour
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expression :
L=1M (i +4?) + $A0> + 1By
Les équations de Lagrange s’écrivent :

d (oL oL
&<%>_%_()‘1@11+>\2a21+)\3a31+>‘4a41):O
d (oL oL
E(a_?)_8_y_()‘1&11+>\2a21+)\3a23+>\4a24):O
d (oL oL
E<£>_%_(/\1(111+)\2a21+/\3a31+)‘4a41):O
d (oL oL
E(?)_%_(/\1(111+)\2a21+/\3(123+)‘4a24):O

My —X=0

AD + M\ sin(p) — Agrcos(¢) =0

Byp=0

Les six variables (x,y, 0, ¢, A1, \y) sont déterminées a partir de ces quatre équations et
des conditions de liaison (3.24). Il faut également fixer les valeurs initiales de deux des
variables x,y, 0, p, ainsi que leurs dérivées par rapport au temps.

B Propriétés du lagrangien et des équations de Lagrange

B.1 Equivalence avec la relation fondamentale de la dynamique

Montrons d’abord que les équations de la dynamique de Newton impliquent celles de Lagrange.
Les équations du mouvement de I'une des parties mobiles s’écrivent sous forme vectorielle

o AP
;f’“ S odt

ou le membre de gauche est la somme des forces extérieures exercées sur la partie mobile
étudiée, et p est son vecteur quantité de mouvement. Cette relation vectorielle qui regroupe
trois relations scalaires est appelée relation fondamentale de la dynamique. L’égalité n’est pas
stricte car les fk(e) sont des modéles de forces exercées sur la partie mobile. Remplagons la somme

des forces par une unique force :
N

F=p

Si chaque modele de force exercée sur la ¢ partie mobile dérive d’une énergie potentielle, cette
relation devient :

) .
—grad (V) =
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V est un modele d’énergie potentielle. Si la masse m de la partie mobile étudiée est constante :
—
—grad (V) = ma
En coordonnées rectangulaires (z;) :

ov
J

Pour retrouver les équations de Lagrange, introduisons 1’énergie cinétique totale du systéme :
1,
24
En coordonnées rectangulaires :
N 3
T= 2 > (>
i=1 j=1
Pour l'une des parties mobiles (valeur de i fixée) :

oT d (0T
Vi=1,23 ——=mi; = Vj=12,3 —< ):m:zj

Remplagons dans les équations de Newton (3.25) p. 90, pour la partie mobile étudiée :
d (0T ov
Vi=1,2,3 — == =—=
J T dt (8.%‘]) aSL’j

En soustrayant le terme nul 07'/0z;

Vi=1,23

d(@T) ar v (3.26)

it \o5;) " 0w, ~ om
nous trouvons les équations de Lagrange (3.12) p. 74 en coordonnées rectangulaires. Pour com-
prendre 'origine de ce terme nul a soustraire, effectuons quelques changements de coordonnées.

a) Transformation des coordonnées rectangulaires (z,y, z) en coordonnées obliques (rec-
tilignes non orthogonales) (z', v, 2') :

¥ =z —y/tan(«) x =1 +y cos(a) =1+ 9 cos(a)
y' = y/sin(a) = (y=y'sin(a) = {y=17sin(a)
7=z z=12 =3

L’énergie potentielle totale du systéme est indépendante du systeme de coordonnées
dans lequel on 'exprime :

Viz,y,2) =V(x,y, 2)
_ V’(l‘,, y/’ Z/)
De méme, 'énergie cinétique totale du systeme est indépendante du systeme de coor-
données dans lequel on I'exprime :

T_lN .9 .9 .9
_ii;mi (xz + +zi)

= 5 2 [+ dfeos(a)* + (i sin(e)* + (]

-7
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Ce n’est pas une fonction explicite des nouvelles coordonnées (z’,y’, z’). L’absence du
terme 01'/Ox; n’est pas due au caractere orthogonal du systéme de coordonnées choisi.

Transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées cylindriques (curvi-
lignes orthogonales) (p, ¢, z) :

NN = » = peos(o) i = jeos(o) - pésin(0)
6 = arctan(y,z) =y = psin(9) = L= psin() + pdeos(@)
z2=2z 2=z Z=z

p =0, 0< ¢ < 2m, —00 < 2 < 400

L’énergie potentielle totale du systéme est indépendante du systeme de coordonnées
dans lequel on I'exprime :

Viz,y,2)=V(p,,2)

L’énergie cinétique totale du systeme est indépendante du systéeme de coordonnées
dans lequel on I'exprime :

1N
é;mi (47 + 97 + )

1N

T =

I
ing

@
Il
—_

i | (picos(én) = pudusin(@0))” + (pisin(60) + pidscos(90))” + ()]

mq (pF + 17 + 27)

RIS Y|
.MZ

@
Il
—_

C’est une fonction explicite de la coordonnée p. Pour 'une des parties mobiles :

or i(@)zm-. ar .,
op Mo ar \ ap P a3 =P
or . d for\ o o or
8—¢—mp¢ = dt<a¢>—2mpp¢+mp¢ et %—0
ar d (oT . o _,
oz 7 al\az ) =™ 0z

Le terme 07'/0x; est donc dii au caractere curviligne des coordonnées.

Cherchons les équations du mouvement en coordonnées cylindriques. Les vecteurs uni-
taires de la base cylindrique ont pour expression :

€, = cos(¢)r+ sin(¢))
8, = —sin(g)7+ cos(9)]
& =k
Le vecteur position s’écrit :
F(p, ¢, 2) = peos(¢) T+ psin(¢) T+ 2k
— plcos(@) 7+ sin(9) ) + 2K

= p€, + 2€,
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Nous avons besoin de la dérivée des vecteurs de base pour exprimer la vitesse et 1'ac-
célération :

&, = —sin(¢) o7+ cos(d) ¢ T &, = ¢,
€ = —cos(¢) p7—sin(¢) ] = &, = —d%,
g =k g, =

Le vecteur vitesse est la dérivée premiere du vecteur position par rapport au temps :

V= T (p€, + 2€.)
= p€, + pe, + z¢,
= p&, + phéy + 28,
Le vecteur accélération est la dérivée premiere du vecteur vitesse par rapport au temps :
a= % (68, + pdé, + 26.)
= (8, + &, + pdEs + pdSy + pdis + €,
= (8, + pdEy + pPSy + pdeys — pd*E, + 38,
= (5= p0?) &+ (200 + p0) & + 2.

En coordonnées cylindriques le vecteur gradient s’écrit :

oV
F,=——
P a 0
i
’ p 0
oV
F,=——
0z
En coordonnées cylindriques les équations de Newton s’écrivent :
. : ov
mp —mpg? = 3,
Ji
. . 10V
2mpd +mpp = —~ =
p 09
. oV
mi=——
0z

En remplacant les termes présents dans les équations de Newton ci-dessus, nous re-
trouvons les équations de Lagrange :

d(@T) ar oV

dt\aop) dp  op
g(@_j)_@_T:_a_V = Vi=1,...,n i(@_T)_@_T:_ﬁ_V
dt \op) 99 0o Y dt \9¢;) 0q;  Og;
d (oT\ oT oV
&<%>_§:_@
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Dans (3.26) p. 90, il reste a remplacer les coordonnées rectangulaires (x;) par des coordonnées
généralisées (g;)
{ijl,...,n ¢ = q;(z1,...,2,1)
Vi=1,...,n rj =;(q1, ..., qn, 1)
La dépendance explicite en t permet le passage a des référentiels en mouvement (voir § suivant).
L’énergie cinétique totale du systeme s’écrit :

1 N
2i:l

Cherchons les équations du mouvement de I'une des parties mobiles :
or 13X ov?

Vi=1,...,n — == m; —
94; 24 94,
e
=1 o aq]
Avec (3.7) p. 71 :
oT N < 81_"'2>
Vi=1,...,n — = m;v;
’ 9q; ; dq;
Y 1 n d (or 3 m587+m*d or,
= — |3 | = X7 iVi 5
I= e dt \ 9¢; pt Jg; dt \ 0g;
Avec (3.9) p. 72 :
d (0T N o, oF, N oV,
\V/j = 17 ) 1. <—> - Fz - + mz\_fz -
dt \ 9g; Z:Z1 0q; z:zl g,

Avec la déf. A.1p. 71 :
‘ d [oT aT
e A(I) g 2

Nous retrouvons les équations de Lagrange (3.10) p. 72 en coordonnées généralisées.

Montrons a présent que les équations de la dynamique de Lagrange impliquent celles de Newton.
En coordonnées rectangulaires dans ’espace, le lagrangien de I'une des parties mobiles s’écrit :

L= %m(:’v2+y2+z’2) —V(z,y,z2,t)

Nous avons alors

g<%>_%:0 < mi) - 2 =0 . _ OV
dt \ 0z Oz dt or dt Oz
d (oc\ oL d oV dp, oV
a(a—y>—a—y—0 T @™o 0 T Ya Ty
d (oc\ oc d, v dp. OV
E(%)‘&ZO at ") g =0 it~ 0z
dp =~ —
= E——grad(\/)

qui est ’équation fondamentale de la dynamique de Newton dans le cas de forces conservatives
(forces dérivant d’un potentiel de force, aussi appelé énergie potentielle).
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REMARQUE 16. En coordonnées rectangulaires, les équations de Lagrange peuvent s’écrire sous forme vecto-

rielle :
i(%)_%zo
dt \ 0z ox
i(%)_%zo o L%,
dt \ Jy oy dt \ oV or
i(%)_%_o
dt \ 0z 0z

REMARQUE 17. Par dérivée d’une grandeur scalaire par rapport a un vecteur, 8s£ et 8:L, on entend un
vecteur dont les composantes sont égales aux dérivées de cette grandeur par rapport aux composantes correspon-
dantes du vecteur.

Le vecteur 0rL de composantes 0, L,0,L,0.L, est le gradient du lagrangien.

B.2 Covariance par changement de référentiel galiléen

a) Soit R un référentiel galiléen de systéeme de coordonnées rectangulaires (x,y, z,t),
et soit R’ un second référentiel galiléen de systeme de coordonnées rectangulaires
(',y', 2/, 1) de méme orientation, en mouvement & vitesse relative uniforme v selon
I’axe des z. La transformation de Galilée des coordonnées spatio-temporelles permet
le passage d'un référentiel a 'autre :

x =x — vt

, r=x—v
y =Yy .
2=z = v'=
- g
¥ =t T

L’énergie potentielle totale du systeme ne dépend pas du référentiel dans lequel on
I’exprime :

Viz,y,2) =V'(@y, )
Les équations de Newton sont covariantes (invariantes de forme fonctionnelle, autre-
ment dit elles s’écrivent pareil en remplacant x par z’) par changement de référentiel
galiléen, par la transformation de Galilée. Dans R’ :

ov
\Zi ,2,3 mi’ o (3.27)

L’énergie cinétique totale du systeme dépend du référentiel dans lequel on I'exprime :

T—lN A(.2 %) .2)
—Qi;mz Ty Ty T2

1 Y , ,
~ 9 Zmi [(‘”2 —v)? + ?)Z‘Q + 212)}
i=1
1 N ! ! !
=3 > my (:’Uf — 23+ v+ g+ Zf)
i=1



Dans le référentiel R’, pour 'une des parties mobiles :

o _

= mx muv
0i’
or
ay Y
or
R

En remplacant dans les équations de Newton (3.27) p. 94, nous retrouvons les équations

de Lagrange dans R’ :

or’

i o) =
i (37) =
-

<0T’

a1’ o1’

o1’
or’
o1’
oy’
o1’
0z

et

ov’

d
boras ()
dt ; o'} o’

Les équations de Lagrange sont covariantes par changement de référentiel galiléen, elles
conservent la méme écriture.

b) Changement de coordonnées du référentiel galiléen R au référentiel R’ en mouvement
de rotation uniforme a la vitesse angulaire w dans le sens trigonométrique autour de

o',

I'axe des 2 :
x = 2’ cos(wt) — ' sin(wt) & = &' cos(wt) — ¢ sin(wt) — wlz’ sin(wt) + y' cos(wt)]
y = 2’ sin(wt) + 13 cos(wt) = {y=1"sin(wt) + ¢ cos(wt) + wx’ cos(wt) — y' sin(wt)]
z=2 =2
i? = [i cos(wt) — ¢ sin(wt)]? — 2w[d’ cos(wt) — ¢ sin(wt)] [z’ sin(wt) + 1 cos(wt)]
+ w2’ sin(wt) + y' cos(wt)]?
* = [’ sin(wt) + 3§ cos(wt)]? 4 2wz’ sin(wt) + 3 cos(wt)][x cos(wt) — /' sin(wt)]
+ w?[2’ cos(wt) — y' sin(wt)]?
52

i’Q +y2 +22 — :-E’Z +y'/2 +2':/2 +w2($/2 +y/2) +2W(y/x/ _i/y/)
L’énergie cinétique totale du systeme s’écrit :

1 N .9 .9 )
T:§Zmi<xi +v; +zi)

< 1

1
=3.

(2

m; [:-6’2 +3’/l2 432 —|—w2(x/2 +y'2> +2w(y'x' o i’y')}

Il
—_

Zmz[ z _'_y )+2w(y':c'—j:/y')}

Pour I'une des parties mobiles :

d (o1’ /
o1’ = — ! oT
o = mi’ + mwy/ T (8:L"> =mr + mwy B — i — mwf
or my — mws’ = or mi’ — mwi’ et or mw?y’ + mwi’

— — mw = — = —nmw w

ag Y d oy’ 4 By’ Y
oT’ ) d (0T o1’
e~ at (a ) =m? e
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Le terme 07'/0x; est donc aussi dii au caractere non galiléen du référentiel.

d (o1’ or’
T ( ) = mi + mw?z’ + 2mwy’

o' ) ox
T’ T’

% (g/) — g - = mi’ + mw?y' — 2mwi’
Y Y

d (o1’ o1’ I

— — =mz

dt \ 0% 0z

mw?x’, mw?y’, 0 sont les composantes de la force centrifuge, 2mwi’, —2mwi’, 0 celles de la force

de Coriolis. Toutes les forces fictives, pas seulement centrifuge et de Coriolis, sont comprises dans
I’expression de I’énergie cinétique totale du systéme exprimée dans le référentiel en mouvement.

B.3 Similitude mécanique

Les équations du mouvement sont invariantes lorsque 1’on multiplie le lagrangien par une
constante :

. d[0(cxL)] O(c*xL)
W= hen E[ g 1_ 9g; -
afocy e
dt \og;)  9q;

Cette circonstance permet la similitude mécanique. Soient k, o, 3,y des constantes. Supposons
la transformation suivante :
r—ar, t— pt, m—ym
L’énergie cinétique se transforme alors ainsi
2
Q@
1,2 1 2
STV — 5ym 52 v
2
oze
Si I’énergie potentielle est une fonction homogene des coordonnées
— — — k [ — —
V(ary, aty, ... ar,) =« V(1] T, ..., Th)

alors )
Q@
TV oy
32
Pour que le Lagrangien soit multiplié par une constante il faut et il suffit que
2
re?
32
’}/OZZ_k; — 62
On a alors
L— oL

ExXEMPLE B.1. Dans un champ de force homogene, p. ex. en restant proche de la surface
de la Terre, I’énergie potentielle est une fonction linaire de la hauteur, du type mgh. Donc
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~ n’intervient pas puisque m est présente linéairement dans T et V, et k=1 :
2
a=0

Les carrés des temps de chute sont dans le méme rapport que les hauteurs de chute.

ExXEMPLE B.2. Pour de petites oscillations mécaniques, 1’énergie potentielle est quadra-
tique en z, du type ka?, donc k =2 :

v=p
La période des oscillations est indépendante de leur amplitude, mais varie comme la racine
carrée du rapport des masses oscillantes.

EXEMPLE B.3. Dans le cas de l'interaction newtonienne, 1’énergie potentielle est linéaire
en m et est une fonction inverse de la distance, donc k = —1 :

043 — /62
Pour les orbites elliptiques, les carrés des temps de révolution sont proportionnels aux
cubes de leurs dimensions. C’est la troisieme loi de Kepler.

Si I’énergie potentielle est simplement multipliée par une constante

V = kV
alors ,
T-V Xl gy
32
Pour que le Lagrangien soit multiplié par une constante il faut et il suffit que
2
v
32
On a alors
L— kL

B.4 Caractere scalaire du lagrangien

Les quantités considérées sont toutes des scalaires, et non plus des vecteurs comme en mécanique
de Newton. La mécanique analytique exploite directement le fait que la plupart des modeles de
force en physique dérivent d’une énergie potentielle :

F = —grad (V)
rot F = —rot grad (V)

]

soit,
0, F, (z,y,2) — 0.F, (x,y,2) =0

82F$ (ffa?/, Z) - asz (ffa?% Z) = 0
0. F, (x,y,2) — 0y F; (x,y, 2) =
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N
Les trois composantes de la force F sont reliées entre-elles par trois équations, ce qui explique
pourquoi on peut les remplacer par I'unique scalaire V.

B.5 Additivité du lagrangien

Soient deux systemes physiques indépendants, d’énergies cinétiques respectives 17 et Th, et
d’énergies potentielles respectives V; et V. Pour le systéme global nous avons :
T=T1+1T,
V=Vi+V
T-V=(T+T)—(Vi+ V)
= (T = V1) + (T2 = V)
L=L+ Ly

La fonction de Lagrange est donc additive.

B.6 Invariance de jauge du lagrangien

Le lagrangien est défini a la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction f des n coor-
données généralisées ¢(t) et du temps preés. Autrement dit, le lagrangien,

oy Wfla). 1]
dt

donne les mémes équations du mouvement que le lagrangien L.

(3.28)

REMARQUE 18. Le choix d’un signe positif ou négatif est bien entendu affaire de convention.

En effet, montrons que :

et G2 [0 0 faran]

Ecrivons la dérivée totale de f par rapport au temps :

"9 of
olf_izz1 qd +8tdt
df &0 af
E_Z; T

Soit donc a prouver que :

, Ao (& of . of 0 (yof . of
=1,... ) SCA) |
TEbeen g [0% (Z og, " 5%)] 0g; (Z 9g; 8t> ’
. d 0f> (" >Pf . 02f>
Vi=1,....n — =] - + =0 3.29
J i <8q] 2; 000 " 90t (3:29)
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Ecrivons la différentielle de 0 f /0g; puis sa dérivée totale par rapport au temps :

of\ & of of
o) =S (8])%& (o)

n 82 f
Z k@q] T g,

n ) 82]0
<8q ) Z a a * Biog,
j qk q] d;

La variable muette k peut étre remplacée par i, et (3.29) est bien nulle. Le lagrangien subit une
transformation de jauge ou est dit invariant de jauge.

EXEMPLE B.4. Soit la fonction f(qi,qo,t) = q1q3 + ¢3t* :

of of of
df— dql+a2dQQ+atdt
d 8
ar _of ., ofr.  of

dt 8q1 8 q2 8t
= ¢5¢1 + 3G ¢ + 2qaqu o + 2tq}

Les lagrangiens L(q1, q2,t) et L'(q1,q2,t) = L+ ¢3¢1 + 3¢ %41 + 2q2q1Go + 2tq; sont équi-
valents pour décrire I'évolution d'un systeme.

B.7 Condition nécessaire et suffisante pour avoir un lagrangien

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction F(§(t), q(t),t) soit un lagrangien
est qu’elle soit la dérivée totale par rapport au temps d'une fonction des coordonnées et du
temps :

F((t), q(t), 1) = %

Autrement dit F(q(t), q(t),t) est un lagrangien si et seulement si F = dF(q(t),t)/dt.

e condition suffisante
Soit & démontrer que si F = dF'(q(t),t)/dt alors F(q(t), q(t),t) est un lagrangien.
Par hypothese :

_ dF(q,t)
7= dt
n OF oF
Z@ dq] 8 dt
" OF (q it OF(q )

=2

7=1

8q] a4+ ot
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F(q,t) n’étant pas fonction des ¢ on en déduit :
OF OF

Vi=1,...,n — = —(q,t
’ 94 aq]‘(Q)
oF t9PF O*F
d(a—%>—2md%‘+mdt

()
dt 8q] 6ql 6 ;0t

D’autre part :

OF X O*F 0*F
OF O*F O*F

Vie1l...n L(0F)_0oF
ST dt \dg; ) g

F est donc bien un lagrangien quelle que soit sa forme fonctionnelle et quelle que soit
la dépendance temporelle des coordonnées g;(t).

condition nécessaire

),t) est un lagrangien seulement si F = dF(q(t),t)/dt,

Démontrons que F(q(t),q(t),t
q(t),t) est un lagrangien alors F = dF(q(t),t)/dt.

autrement dit si F(q(¢),
Par hypothese :

d (OF oF
Vi=1,... — = 3.30
=1 <8q'i> oy (3.30)
Dans le cas général 0F /0qg; est une fonction de ¢;,g;,t
oOF " OPF " 9EF 0?F
d — | = —Fdg,; + ———dg; + =——dt
(8%) ]231 9¢;0q; jz:l dq;0q; 7 Otdg;
d (OF "o PF " 9*F 0?F
d <aq¢-> = 2 55,05 Y 2 ag,00 Y T oo
si bien que (3.30) devient :
- " OPF PF  OF
Vi=1,...,n Gi — G + =
2_: 94 8% ’ Zl 9¢;0q; 7 0tdg; g
0F(q,q,t)/0g; n’étant pas une fonction des (jj
Vi=1,...,n
; qjﬁqz
et F est donc une fonction linéaire des ¢, de la forme :
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Nous avons alors d'une part,

4 oOF
Vi=1,...,n 90 =Gj(q.t)
J
F “ 8G] 0G;
( aq]) ag + %y
d (o " 8G an
d 6% i ai 8t
et d’autre part :
“ 8G 8H
Vi=1,...
et 8% Z oa: 0" oq
oF & 8(}’ 8H
8qj 8qj 8qj

Injectons ces deux résultats dans les equatlons de Lagrange (3.30) prisent pour hypo-
theses :

, “ 8G " 8G 8H

i <8Gj B 8(}’@-) - oG, 8_H
i—1 8q2 6q] ! 8t 8qj
0H(q,t)/0q; n’étant pas fonction des ¢;

oG, O0H
=1,... —L = 32
oG,  0G;
Vi,j =1 = _——
/ dq; 0q;
Par exemple :
0G, _ 3G,
Iqs I
Cela implique
9F(q,1)

Vi,j=1,...,n Gj(gq,t) = 4
j

car on a bien :

PF(q,t)  9*F(q,t)
0¢20q1 0q10q2

Les équations de Lagrange (3.32) donnent alors :

*F(q,t) _ 0H(g,1)

Vi=1,...,n

otdq; g
9F (g, 1)

= H(q,t

B (1)
D’apres (3.31) la fonction F doit donc étre de la forme :
" OF(q,t) . 6F(q,t)

Flo.ot Z og, 9T o
_ dF (9,¢)
dt
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B.8 Covariance des équations de Lagrange par changement de coordonnées

Lorsque nous avons établi les équations de Lagrange (3.10) p. 72, nous n’avons pas fait d’hy-
pothese sur le systeme de coordonnées généralisées utilisé. Par conséquent les équations de
Lagrange sont valables dans tout systeme de coordonnées généralisées. Elles sont covariantes,
c.-a-d. invariantes de forme fonctionnelle par changement de coordonnées. Nous pouvons démon-
trer cette covariance. Soit L(Q, Q(q, q,t),t) le nouveau lagrangien exprimé dans les nouvelles
coordonnées (Q(q,t),@Q,t). A chaque instant ¢ les lagrangiens nouveau et ancien sont égaux
puisqu’il ne s’agit que d'un changement de coordonnées :

(Q]?Q]’ t) = L(q,q,t)

Dans le cas d'un seul degré de liberté (une seule coordonnée généralisée) :

dL(ijQjat) = dC(q q, )

d dg dt
dﬁ dq dL ([ 9q aq dL
d — d —d —dt —dt
<3Q Q+ >+ q(@@ Q+QQ+ >+dt
dl 8q dL 0¢ dL 9q dl 8q dL 8q dL
<dq 2Q " 44 acg) @+ (d acg) 1Q+ <d ot ag ot T dt)dt
L JOL JOL
=—d —d — dt
09" 509" 5
Or nous avons également
dg = @ d@ + @ dt
. Oq + gq
q= Q 10
94 _ ¢
0Q  0Q
Si bien que nous avons les trois relations
oL dL 8q dl 8q
20 ~ dq 90 + = 4q 90 (3.33a)
oL dL 9q
3.33b
8@ dg 0Q ( )
OL _dLoq  dLOq  dL
ot dq ot T dg ot T (3:33¢)

Donc

d <8L> _8_L <d£ 8q> (dL’ dq +d,C 8q>

0Q 0Q — dt \ dg 9Q dg 0Q  dq 0Q
¢ d(dﬁ)_i_dﬁd(@)_%@_%@
8th dg dt \ 0Q

a0 ar (37)
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Ainsi, la nullité du membre de droite implique celle du membre de gauche. Si le systéme possede
plusieurs degrés de liberté

4 <8_L> L O li <%> %]

dt \ 0Q; 0Q; 7 0Q; |dt \ 9gy dqe
Les équations de Lagrange se transforment comme les composantes covariantes d'un vecteur de
I’espace de configuration.

Contrairement aux équations de Lagrange, les équations de Newton ne sont pas covariantes par
changement de coordonnées. En effet, soit un mobile soumis a une force dérivant d’'une énergie
potentielle V', les équations de Newton de la dynamique en coordonnées rectangulaires (x,y)
s’écrivent :

N ox
. OV (zy)
myj=———-~-
Y oy
En passant en coordonnées polaires (p, #), nous n’avons pas :
s — _8V -
. oV
= =7
= 26

C Intégrales premiéeres du mouvement

Les intégrales premieres sont des fonctions des coordonnées généralisées ¢ et des vitesses gé-
néralisées ¢, qui se conservent au cours du mouvement. Une intégrale premiere est donc de la
forme :

flq,q) = c**

Ces équations différentielles sont du 1°" ordre en ¢ (dérivée premiere par rapport au temps des
variables ¢), alors qu’en mécanique de Newton les équations différentielles du mouvement sont
du 27 ordre en ¢ par les termes d’accélération. Ces dernieres sont intégrées une premiere fois.

La résolution de I’équation du mouvement d'un systéme mécanique ayant n degrés de liberté
nécessite n conditions initiales sur les coordonnées et n sur les vitesses, soit 2n constantes.
Les coordonnées généralisées et les vitesses généralisées sont des fonctions du temps et de ces
constantes :

Vi=1...n q=q(tqd, . .dd. . .q)
q

(jj (t,Q?,---7q2>Q?---,q2)

Dans l'ex. D.3 p. 63, nous avions trouvé ¢(t) = %gsin(a) t2 + ot + qo. 11 est toujours possible
d’effectuer une translation dans le temps, qui correspond a un changement d’origine du temps :

T:t+t0
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Cela permet de supprimer I'une des constantes (ex. C.2 p. 105), constantes que I'on note C'
dans ce qui suit :

Vi=1,...,n ¢ =q;(1,C1,...,Co_1)

Vi=1,...,n qj:qj(T,Ch---,CEnq)

En inversant ces relations, nous avons :

Nous pouvons par conséquent former au plus 2n — 1 intégrales premieres du mouvement pour

un systeme a n degrés de liberté. Cependant, toutes les intégrales premieres sont loin de jouer
un role d’égale importance en mécanique .

ExEMPLE C.1. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

Une masse m glisse sans frottements sur un plan incliné. Quelle est I’équation de son
mouvement ?

q(t) il

ol

Fi1G. 3.6 — Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

An=1 degré de liberté correspond 2n — 1 = 1 intégrale premiere. La force de pesanteur,
seule force extérieure, dérive d’une énergie potentielle, donc I’énergie mécanique est une
intégrale premiere. Elle nous fournira une équation, pour une variable, donc la solution
q(t). En prenant l'origine de 1’énergie potentielle de pesanteur au sommet du plan incliné,
I’énergie mécanique s’écrit

EET+V

= 1 m¢® — mggsin(a)
— Cste

C’est une équation différentielle du 1°* ordre par rapport au temps, qui s’integre par
séparation des variables. Pour une énergie potentielle quelconque :

1m¢*=FE—V(q)

1. L. Landau, Mécanique (Editions Mir Moscou, 1982).
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REMARQUE 19. Vérifions que E est bien une intégrale premitre des équations différentielles du 2°¢
ordre par rapport au temps, du mouvement. En la dérivant nous devons retrouver I’équation différentielle
(3.14) p. 75 :
dE
dt
dri .o .
T [5 mq- —mgq s1n(o¢)} =0
mqG — mgqsin(a) =0
G—gsin(a) =0

EXEMPLE C.2. Pendule mathématique, simple, plan, gravitationnel
Le pendule mathématique, simple, plan, gravitationnel (voir fig. 3.2 p. 76), n’a qu'un
degré de liberté, I'angle 6 avec la verticale, donc une seule intégrale premiere, I’énergie
mécanique : .
imp®0® + mgp[l — cos(9)] = E

Pour de petites oscillations,cos(f) ~ 1 — 62 :

%mp292 + %mg,o@2 =
L’amplitude est maximale, 6 = 6,,,., lorsque 0=0:

_mgloemax =F

2K

emam = dy/—
mgp

Nous avons alors
mgp P e _ | MIP o
2F ¢ 2F

p 0 2 o 0\’
g maa: B emam
2
p 0
— 4.1 =
\/7 maar: <9max>

On pose @ = 0/0,,4, soit & = H/Qmm :

\/704—:|:\/1—042

dt
\/7/ V1-— oﬂ
ty —t1 = :l:\/g larcsm ( 9max> — arcsin ( 9:290)]
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La période T est le temps de quatre fois le trajet de 6; = 0 a 03 = 0,4 :

T = 4\/5 [arcsin(1) — arcsin(0)]

= 27T\/E
g

Posons qu’a l'instant initial £; = 0, 'angle est maximal 6, = 60,4, :

/ 6
to ==+ g [arcsin ( 0m2m> — arcsin(l)]
P . 0 T
t=4 /0 =
g arcsin ( emam> F 7

On suppose @ et 0,,,, de méme signe :

t= P arcsin i — Z

N g ema:p 4

0 = 0,4, Sin [\/g (t + z)]
P 4

On pose w &t \/g/p la pulsation :

) T
0 = 0,4, Sin {w (t + Z)}

C.1 Energie généralisée

Dans le cas général, le lagrangien dépend des coordonnées généralisées, des vitesses généralisées
et du temps explicitement, £ (¢, ¢,t) :

oL
L(q,q,t Zad+zad+8d

. . oC
RN R R

En utilisant les équations de Lagrange (3.13) p. 74,

a_c

dL oL
dt _Zdt <8q]> Za Gt
oL oL
Z dt (8% qf) "

si bien que,

d . oL o
i (55 -e) =5
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DEFINITION C.1. On définit I’énergie généralisée® par :

.\ de . 0L
H(q,q,t) dequy—E
j 4

a. Notée H par Lagrange en I’honneur de Huygens

Nous avons alors :

dH oL

dat ot

Lorsque le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps, 1’énergie généralisée se conserve
au cours du mouvement :

REMARQUE 20. Disons de suite que I’énergie généralisée n’est pas ’énergie mécanique, méme si souvent elles
ont méme valeur. Nous verrons que lorsqu’elle est exprimée avec les variables q et p, on 'appelle hamiltonien du
systéme (cf. rmq 31 p. 132).

ExXEMPLE C.3. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné
Une masse m glisse sans frottements sur un plan incliné. Quelle est ’équation de son
mouvement, ?
Le lagrangien a pour expression :
L = $mg* + mggsin(«)

Il ne dépend pas explicitement du temps, donc 1’énergie généralisée se conserve :

oL
H=¢——-L
dq
=mq* — %qu — mgqsin(«a)
=1 mg* — mgqsin(a)
ste

=C

Nous retrouvons l'intégrale premiere de 1’énergie mécanique de I'ex. C.1 p. 104.

C.2 Coordonnées cycliques

DEFINITION C.2. Une coordonnée généralisée ¢; qui n’apparait pas explicitement dans
le lagrangien (mais dont la dérivée par rapport au temps apparait), est dite cyclique ou
ignorable :

. oL
q; est cyclique ssi — =0
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Soit g; une coordonnée cyclique, en partant de I’équation de Lagrange pour cette variable,

dfoey oc_
dt \og;)  9q;

dfocy _
dt \og; ]

oc
dq;

ste

04, L est donc une intégrale premiere du mouvement.

ExEMPLE C.4. En coordonnées rectangulaires, si la coordonnée x est cyclique :
oc
P
Si de plus I’énergie potentielle ne dépend pas de la vitesse :

oL 0
% ~on, T V)

ste

ov?

xT

o0v,

_1
= MUy,

= Pz

REMARQUE 21. Notez que muv, est bien du 1°F ordre en ¢ par rapport a la variable .

D Impulsions généralisées

D’apres l'ex. C.4 précédent, p, étant la composante du vecteur quantité de mouvement (ou
impulsion) selon 'axe des x, nous posons la définition :

DEFINITION D.1. Les dérivées partielles du lagrangien par rapport aux vitesses générali-
sées forment les composantes du vecteur impulsion généralisée p :

aer 0L
P =9,

REMARQUE 22. Historiquement le terme « impulsion » désignait une variation de quantité de mouvement.
Par extension elle désigne la quantité de mouvement elle-méme.

Prenons le cas d’un mobile libre (ou isolé¢) dans le plan.
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e en coordonnées rectangulaires (z,y) dans la base rectangulaire normée (7, 7), le vecteur
quantité de mouvement a pour expression :

P = mai+ myj)
Les composantes du vecteur quantité de mouvement sont donc :

Py = my
Les composantes du vecteur impulsion généralisée ont pour expression :
1 .92 .9
L= 5m (az +y )
_oc
Pz =55 Dy = MT
= .
_oL py = my
py ay

En 'absence de champ magnétique, les vecteurs quantité de mouvement et impulsion
généralisée sont confondus :

pP=p
Les vecteurs ayant une existence propre, ils sont indépendants du systéme de coordon-
nées et de la base dans lesquels ont les exprime. Une égalité vectorielle vraie dans un

systeme de coordonnées est vraie dans tout systeme de coordonnées. Vérifions-le en
passant en coordonnées polaires.

e (2.2) p. 56 donne I'expression de la vitesse en coordonnées polaires dans la base polaire
orthonormée (€,,€y). Le vecteur quantité de mouvement a alors pour expression :

B = mpe, + mple
Les composantes du vecteur quantité de mouvement sont donc :
pp = mp
{pe = mﬂé

Les composantes du vecteur impulsion généralisée ont pour expression :

1 .
L= 3 m(p* + p*0°)

Pp—ap N {pp:mp '
_oc po = mp0
Pe—%

Elles ne sont pas identiques a celles du vecteur quantité de mouvement, pour autant les vecteurs
sont égaux. Dans la base polaire naturelle (§ D.2 p. 111), le vecteur quantité de mouvement a
pour expression :
p = mpe, + mbey

Les composantes contravariante du vecteur quantité de mouvement dans la base polaire natu-
relle sont alors : .

p” = mp

p? =mb
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Ses composantes covariantes dans la base polaire naturelle sont données par :
{pp =D-e N p, = (mpe, +mpbey) - e, N {pp =mp
Py =D" €y po = (mpe, + mpley) - peg po = mp*0

Nous retrouvons les composantes du vecteur impulsion généralisée p.

REMARQUE 23. Notez que Pp €t po ne sont pas de méme dimension, et que pg est le moment cinétique par
rapport a 'axe Oz.

Pour trouver I'expression des nouvelles impulsions généralisées par changement de variables,
utilisons (3.33b) p. 102 :

Les P; sont donc les composantes covariantes du vecteur quantité de mouvement p (en I'absence
de champ magnétique).

D.1 Présence d’un champ électromagnétique

En présence d'un champ électromagnétique de potentiel scalaire ¢ (T, t) et de potentiel vecteur
=
A(1,t), d’apres (3.15) p. 79 le lagrangien s’écrit :

1 . . . .
£=§m(x2+y2)—Q(¢—Ax$+Ayy)

Les composantes du vecteur impulsion généralisée ont pour expression :

oL
P2 = 9 e = mi + qA,
oc 7 = my + ¢A
- py = my + qA,
Y 8y
En présence d'un champ magnétique .
P=P+qA

Nous verrons au ch. 4 p. 125 que l'impulsion généralisée est a la base de la mécanique de
Hamilton.
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D.2 Base et repére naturels

DEFINITION D.2. Soit (2!, 2%, ..., ") un systéme de coordonnées quelconques, curvilignes
ou rectilignes. En un point M, les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées définissent
une base locale :

Vi=1 n e~d§faOM
Yt ) Ot

(e;) est la base naturelle du systéme de coordonnées (x;) au point M, et (M,e;) est le
repere naturel au point M.

En coordonnées curvilignes les e; forment un champ de vecteurs fonction de la position de la
base. En général les vecteurs de la base naturelle ne sont pas de norme unité et n’ont pas la
méme dimension physique. La transformation des vecteurs de base est due a un changement
de coordonnées ou a un déplacement de l'origine de la base dans un systeme de coordonnées
curviligne.
oM
D’
OM 9z
-~ Oxt Oxd’
ot
Cette relation n’est valable que pour un changement de base naturelle a base naturelle. Les
transformations inverses s’écrivent :

VJ 6]'/ =

VJ ej/ = (334)

s
oxt
_ovi o
- Oxd' Ot
oz’

o &

W) e, =

Vi e = (3.35)

ExXEMPLE D.1. Exprimons les vecteurs de la base naturelle polaire (e,, ey) en fonction
des vecteurs de la base rectangulaire (e,, e,). Commencons par donner la transformation
des coordonnées polaires en rectangulaires :

z (p,0) = pcos(0)
T . >0 et 0O <27 3.36
{y(fn 0) = psin(0) g (3:36)
ep:(ao_M) o _ 0OM 9z 9OM 0y
Op 0 N P o Op dy Op
. _ (ooM o, _ 0OM 0z 0OM oy
o T or 00 oy 90
p
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€ = 5 T o5 ey e, = cos(f) e, +sin(f) e
N op dp N P () (0) ey (3.37)
oz 0y ey = —psin(h) e, + pcos(f) e,
€= ——€+ e
00 oo Y
Les vecteurs de la base naturelle polaire ont pour norme :
le,|| = /cos?(6) + sin®(6) R {HepH =1
lesll = \/o?sin?(6) + p? cos?(0) lesll = r

La base naturelle polaire n’est pas normée. En revanche elle est orthogonale :
e, ey = (cos(f) e, +sin(f)e,) - (—psin(f) e, + pcos(f) e,)
= —cos(#)psin(h) + sin(f)p cos(6)
=0
p ayant la dimension d’une longueur, les vecteurs e, et eg n’ont pas la méme dimension.

Il s’en suit que les composantes des vecteurs physiques exprimées dans la base naturelle

ne sont pas des composantes physiques. Par exemple, dans la base naturelle polaire les

composantes du vecteur vitesse ont pour dimensions m s=! et s7!.

D.3 Composantes contravariantes d’un vecteur

Un vecteur peut étre projeté de deux fagons dans la base naturelle : parallelement ou perpen-
diculairement aux vecteurs de base.

— en projetant parallelement on obtient les composantes contravariantes du vecteur

— en projetant perpendiculairement on obtient les composantes covariantes du vecteur

REMARQUE 24. Dans les bases orthonormées, les composantes contravariantes et covariantes sont confondues.

Se donner une base et se donner des composantes (contravariantes ou covariantes) est équivalent
a se donner un vecteur. Réciproquement, dans une base donnée tout vecteur peut se décomposer
en composantes contravariantes ou en composantes covariantes. Un vecteur est donc la donnée
d’une base et, de composantes contravariantes ou covariantes. Lorsque ’on décrit un vecteur en
composantes covariantes on parle de covecteur ou vecteur covariant. Ceci est un abus de langage,
il n’existe qu’une seule sorte de vecteur, que I'on peut exprimer de deux facons différentes dans
une base donnée.

EXEMPLE D.2. Soit (z',2?) un systeme de coordonnées rectilignes obliques dans lequel
le point M a pour coordonnées (x},, z%,).
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[ [ ] ] ] ] ]
xﬂ:Q//////M/
[ [ )] ] ] ]
[ [ ] ] ][]
frol

1
Ty =3

Fic. 3.7 — Systéme de coordonnées cartésiennes

A ce systeme de coordonnées nous associons le repere (O, ey, e5) tel que la base (e, ez)
soit normée et les vecteurs de base pris le long des droites de coordonnées.

O

Fic. 3.8 — Composantes contravariantes du vecteur o

Dans cette base, le vecteur @ = OM a pour composantes contravariantes u' et u? :
i =ule; + uley

La base étant normée, u' = z}; et u? = x3,.

DEFINITION D.3. Soit (ej,es,...,e,) une base d'un espace vectoriel E,. On appelle
composantes contravariantes du vecteur G dans cette base, les nombres u!, u?, ..., u" tels
que :

i=u'e, +uley + -+ u'e,

n .
Z u'e;
i=1

Elles sont représentées au moyen d’indices supérieurs.

Les vecteurs ont une signification absolue indépendante de la base dans laquelle on les exprime,
mais les nombres (les composantes) qui les décrivent dépendent de la base utilisée :

, ‘
u e =u'e;
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A partir du changement de base naturelle (3.35) p. 111 :
oz’

i i
u ej/ =1U % ej/
Les composantes contravariantes se transforment par changement de base naturelle selon les
relations :

!

P
Vi i = ?,;; —ul (3.38)

D.4 Composantes covariantes d’un vecteur

Le produit scalaire permet de définir les composantes covariantes. A partir d’un systeme de
coordonnées rectilignes obliques (z',z?), construisons une base normée (e, e;). En projetant
le vecteur U perpendiculairement aux vecteurs de base, nous obtenons ses composantes cova-
riantes :

€2

o 0 2!
€1 U

Fic. 3.9 — Composantes covariantes du vecteur o

Nous avons :

ulzﬁ-el

=1

U = * €9

REMARQUE 25. A chaque axe de coordonnée on associe un vecteur de base tangent normé, sur lequel on
définit deux composantes, 'une contravariante, ’autre covariante. La variance, c.-a-d. le fait d’étre covariant ou
contravariant, ne s’applique qu’aux composantes.

DEFINITION D.4. Soit (e;) une base d'un espace vectoriel euclidien E,. On appelle com-
posantes covariantes d'un vecteur u, les n scalaires u; tels que :
. def
Vi ou;, = U-e;

Elles sont représentées au moyen d’indices inférieurs.

REMARQUE 26. Lorsqu’'un vecteur de base est multiplié par deux, la composante covariante correspondante
I’est aussi, d’ou son nom.
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Bien que la base (ej, ;) soit normée :
0 # ureq + uses
A partir du changement de base naturelle (3.34) p. 111 :
Vi uy=O0M-ey
- Ox

Par changement de base naturelle, les composantes covariantes se transforment selon :
ot

8{,[7-]/ 7

\V/j 'LLj/ =

E Applications de la mécanique de Lagrange

E.1 Masse sur une trappe

Reprenons I'ex. D.5 p. 65 résolu par la mécanique de Newton et par le principe des travaux
virtuels. Une masse m est posée sur une trappe qui s’ouvre d’un angle 6(¢) donné en fonction
du temps. Quelle est I’équation du mouvement de m ?

Fic. 3.10 — Masse sur une trappe

Le lagrangien a pour expression :
def

LTy
= Lm[p* + p*0*(t)| + mgpsin[0(t)]

Le lagrangien est ici une fonction implicite du temps par 'intermédiaire de A(t) et de 6(t). 11
est en fait une fonction explicite du temps car A(t) et f(t) sont connues. Supposons p. ex. que
6(t) = mt?/20, qui donne une vitesse d’ouverture 6(t) = ssmrad/s. Le lagrangien est maintenant
une fonction explicite du temps :

.9 o (T2 [ mt?
C:%mlp +p (2—0) ] +mg,osm<2—0
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0(t) n’est pas une coordonnée généralisée car elle est donnée a priori, p est la seule inconnue
que puisse résoudre I'équation de la dynamique de Lagrange :

d (oL oL
it (5) 5
% (mp) — mpd?(t) +mgsin[f(t)] = 0

p— pb*(t) — gsin[6(t)] = 0

E.2 Pendule double, plan

Trouver I’équation du mouvement du pendule double, plan (3.11).

Fic. 3.11 — Pendule double, plan

Cherchons 'expression du lagrangien, donc de I’énergie cinétique et potentielle, en fonction des
coordonnées généralisées. Il y a deux coordonnées généralisées, 0, et 6, associées aux deux
degrés de liberté du systeme. Cela suggere de passer en coordonnées polaires :

T = pP1 sin(@l) jfl = plél COS(Gl)

Y1 = —p1cos(by) i = —pi6y sin(6;)

xy = prsin(by) + p2sin(6s) To = p16;1 cos(by) + paby cos(6s)
Y2 = —p1 cos(01) — pa cos(bz) is = pr0y sin(0y) + pobs sin(6s)

Les vitesses au carré des masses m; et mqy s’écrivent en coordonnées rectangulaires :

=8+
=i+
En coordonnées polaires nous avons :
v} = pi6} cos®(61) + pi6} sin®(6:)
= i
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et,
v = p26? cos®(0y) + pab cos®(Ba) + 2p161 cos(6;) pabs cos ()
+ p20% sin®(6,) + p202 sin(0,) + 2p10, sin(6;) pabs sin(6,)
= 0262 + p262 + 29101 pab; [cos(8y) cos(8;) + sin(6y) sin(6s)]
= p?@f + p§9§ + 201020105 cos(0; — 6s)
Nous en déduisons 'expression de I’énergie cinétique :
T = 1 myvi + 3 mov3
= %mlpféf + %mQ {p%@f + p%@% + 2p1p29192 cos(f; — 92)}
= %(ml + mQ)prf + %mQ {pgﬁg + 21 p26165 cos(f; — 92)}
On prend le point de suspension du pendule double comme origine des énergies potentielles :
V= migys + magys
= —mygp1 cos(61) — mag [p1 cos(0y) + p2 cos(6)]
= —(my + ma)gp1 cos(01) — magps cos(6s)
Le lagrangien a pour expression :
L= Lmy +my)p}t? + L my [pgég + 21 p2b165 cos(fy — 62)}
+ (mq + ma)gp1 cos(by) + magps cos(fs)

Les équations de Lagrange s’écrivent :

d oLy _oc
dt \ 96, 00,

d (az:) oL _

dt \od,) 90,
Or :

or ) .
87 = (mq + ma)p161 + map1pabs cos(by — 62)

1
oL c o .
20, = —mgp1 pebhbasin(f; — 0y) — (my + ma)gp; sin(6;)
— = mgpgeg + mgplpgé’l COS(el — 02)
004
oL c o .
26, = Moy pobh 02 sin(f; — 0y) — magps sin(6s)

Les équations de Lagrange donnent :

(mq + mg)pfél + Mo p1 pabs cos(0; — 6y) — Map1 pabs (91 — 92) sin(0; — 65)
= —map1p2610zsin(0; — 02) — (my + ma)gpy sin(6;)

m2p392 + map1 pabh cos(fy — by) — Map1 pabh (91 — 92) sin(6; — 65)

= Mg p1 pabdi By sin(0; — 0y) — magps sin(6y)
(mq + mg)pfél + Map1 pab cos(0; — 6y) — m2p1p29§ sin(0; — 6) = —(my + ma)gp sin(6;)
Map3ls + mapi pady cos(0y — Os) — map1pab? sin(fy — 0y) = —magps sin(6s)
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E.3 Pendule simple plan, dont le point de suspension est libre horizontalement

Une masse m; attachée a une tige de longueur p oscille dans le plan. La tige est fixée a une
masse mo libre horizontalement. Quelles sont les équations du mouvement des masses m; et
meo ?

Fi1G. 3.12 — Pendule simple, plan, dont le point de suspension est libre horizon-
talement

Le systeme a deux degrés de liberté et aucune liaison holonome. Il y a donc deux coordon-
nées généralisées, x et y, ou la distance [ et 'angle 6 du pendule. Ecrivons le changement de
coordonnées de cartésiennes a polaires :

x =1+ psin(0) v, = 1 + pf cos ()
= .
y = —pcos(f) vy = ppsin(0)
L’énergie cinétique a pour expression
T = %ml (vi +v§) + %mQZZ

=1im {ZZ + p20% cos®(6) + 2pl cos(0) + p*6? sing(ﬁ)} + %mgl'2

=L (mi+mo)l® + imy [pzéz + 2pif cos(@)}
et I’énergie potentielle s’écrit :

V =migy
= —mygpcos(0)

D’ou le lagrangien :

[ — % (ml + m2)l'2 + %ml [p292 + 2pl@ COS(@):| +migp COS(H)
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Les équations de Lagrange s’écrivent :

d (oL oc 0 d . .
a\ar ) "o T T [(ml + mg)l + mqpf cos(@)} =0
=
% <g_§> - g_g' =0 my % {pzé + pl COS(@)} + myplfsin(0) + mygpsin(f) = 0

(my + ma)l + maph cos(h) — myph? sin(6) = 0
~ {pQé + pl cos() — plfsin(f) + pifsin() + pgsin(d) = 0
(my 4+ my)l = myp {92 sin(f) — écos(@)}
{pé + gsin(6) = —I cos(h)
Lorsque
o 0 =5 c-a-d. lorsque § = § = 0, la 1 équation donne le principe d’inertie [ = ¢

o [ =c* c-a-d. lorsque [ = [ = 0, la 2¢ équation devient 'équation du pendule simple,
plan.

E.4 Pendule simple plan, dont le point de suspension oscille horizontalement

Une masse m attachée a une tige de longueur p oscille dans le plan. La tige est fixée a un bloc

de masse négligeable, qui oscille horizontalement. Quelle est I’équation du mouvement de la
masse m 7!

Fic. 3.13 — Pendule simple, plan, dont le point de suspension oscille horizonta-
lement

Le systeme a deux degrés de liberté et aucune liaison holonome. Il y a donc deux coordonnées
généralisées, x et y, ou 'allongement [ et I'angle § du pendule. Ecrivons le changement de
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coordonnées :

{x = [+ psin(0) N {vm — [+ pb cos(8)

y = —pcos(f) v, = psin(f)

L’énergie cinétique a pour expression

T = %m (vg + U;)
=1im {ZQ + p20% cos®(6) + 2pl0 cos(0) + p*6* sinQ(H)}
=1im {ZZ + p20% 4 20160 005(0)}

et I’énergie potentielle s’écrit :

V =1k + mgy
= 1kI* — mgp cos(0)
D’ou le lagrangien :
L=1m 2 + p%0% + 2plo COS(Q)] — 1kI* + mgp cos(0)

Les équations de Lagrange s’écrivent :

i <6_ﬁ> _ 8_5 =0 d r. )
di\ai) or " Mg [+ pf cos(6)] + Kkl = 0
% (%g) - g_g =0 m% {Pzé + Pi COS(H)} + mpié sin(f) + mgpsin(d) =0

m [l+ ph cos(6) — pb? sin(@)} +kl=0
P20 + pl cos(0) — plfsin(0) + plfsin(0) + pgsin(6) = 0

mi 4+ kl = mp [02 sin(f) — écos(@)}
ph + gsin(6) = —I cos()

Lorsque 0 = ¢, c.-a-d. lorsque § = 6 = 0, la premicre équation devient ’équation de I'oscilla-

teur harmonique.

Lorsque | = ¢, c.-a-d. lorsque [=1= 0, la seconde équation devient I’équation du pendule
simple, plan.

E.5 Pendule simple, plan, dont le point de suspension se déplace verticalement

Soit une masse m attachée a une tige de longueur p constante, oscillant dans le plan (z,y) et
dont le point de suspension se déplace verticalement selon la fonction h(t). Quelle est 1’équation
du mouvement de la masse m?
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Fic. 3.14 — Pendule simple, plan, dont le point de suspension se déplace verti-
calement

Le systeme possede deux dimensions z et ¥,

x = psin(6)

y = —h(t) — pcos(¥)
et une liaison holonome rhéonome :

{:p cos(f) = psin(f) cos(6)
ysin(f) = —h(t)sin(0) — pcos(f) sin(h)

ysin(0) = —h(t) sin(0) — x cos(0)
y+ xcot = —h(t)

Il n’y a donc qu’une seule coordonnée généralisée, 6. Le potentiel a pour expression :
V = —mg[h + pcos(0)]

La vitesse s’écrit :

i = pb cos(6)

y = pfsin(f) — h
L’énergie cinétique a pour expression :

T =3m (i +9°)
m [p26"2 cos?(0) + p*0% sin®(0) — 2hpf sin(6) + hﬂ

mp?6* + : mh? — mhpfsin(0)

1
2
1
2
1
— 2
Le lagrangien s’écrit

L=3 mp*0® + %th — mhpf sin(0) + mgh + mgp cos(6)
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il dépend explicitement du temps par la fonction A(t). L’équation de Lagrange s’écrit :
dfocy _oc
dt\og) 00
d . . ..
T {meG — mhp sin(@)} = —mhpf cos(0) — mgpsin(0)
p0 — hsin(6) — h cos(f) = —h cos(#) — gsin(6)
Pl + (g — h) sin(f) =0
C’est le comportement d'un pendule simple plan dans un champ de gravitation g — h. Si
momentanément h(t) = gt* alors h = g, le pendule est en chute libre :

pé =0
9' _ Cste
Sa vitesse angulaire est constante ou nulle autour du point d’encrage. L’équation du mouvement

h(t) = gt* n’est pas tenable longtemps, le point d’encrage doit changer de sens. Si momentané-
ment h(t) = —gt? alors h = —g, le pendule est dans un champ de pesanteur 2g.

E.6 Pendule simple, plan, dont le point de suspension décrit un cercle

Soit une masse m attachée a une tige de longueur p constante, oscillant dans le plan (z,y) et
dont le point de suspension décrit un cercle de rayon r dans le plan vertical, avec une pulsation
w constante. Quelle est I’équation du mouvement de la masse m ?

Fi1Gc. 3.15 — Pendule simple, plan, dont le point de suspension décrit un cercle

Le systéme n’a qu’un degrés de liberté, 6, car I'angle wt est imposé au systeme. Nous avons :
{:c = rcos(wt) + psin(d) {vx — —rwsin(wt) + pd cos()

y = rsin(wt) — pcos(6) v, = rw cos(wt) + pf sin(h)
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L’énergie cinétique a pour expression
1 2, 2
T=35m (vm + vy)

=1im {rzuﬂ sin(wt) + p?6? cos®(0) — 2rwpd sin(wt) cos(6)

+12w? cos?(wt) 4 p*0% sin?() + 2rwph cos(wt) sin(@)}

m {r2w2 + p%0% 4 2rwpd [cos(wt) sin(0) — sin(wt) COS(Q)]}

>
=1im {rzuﬂ + p%0% 4 2rwpfsin(0 — wt)}
et I’énergie potentielle s’écrit :
V =mgy
= mg|rsin(wt) — pcos(d)]

D’ou le lagrangien :

L=1imriw® + %mp292 + mrwph sin(f — wt) — mgrsin(wt) + mgp cos(6)

d cos(f — wt)

dt
mp*0% + mrw?psin(f — wt) 4+ mgp cos(6)

mgr d cos(wt)
w dt

=1 mp*0% + mrwp + wsin(0 — wt)] + + mgp cos(0)

-1
2
= 100 + rw?sin(f — wt) + g cos(f)

L’équation de Lagrange s’écrit :

d oLy _oL
dt \ 96 00
d

&( 0) — rw? cos(f — wt) + gsin(f) = 0

ph + gsin(f) — rw? cos(d — wt) =0

Lorsque la vitesse angulaire w est nulle, on retrouve ’équation du pendule simple.
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A Transformation de Legendre

La transformation de Legendre permet d’exprimer une fonction grace a l'enveloppe de ses
tangentes.
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A.1 Equation de la tangente en un point d’une courbe

Soit M (zpr, yar) un point d’une courbe € d’équation y = f(x). Cherchons ’équation y = ax+b
de la droite & tangente a € au point M, autrement dit cherchons les parametres a et b de
Iéquation ¥ : y = ax +b.

Y Cgf:y:f(x)

YM =S o= — =2

1

Fic. 4.1 — Tangente a une courbe

Par définition, la dérivée de la fonction f au point M est égale a la tangente de 'angle a que
fait la droite 2 au point M avec I’horizontale :

[ ey +h) = flzm)

Au point M (xpr, yar) Uéquation de la tangente yy, = a xpy + b donne

a:yﬂi_b et b=yy —axy
= tan(«) = flzy) —axy (4.1)
= ["(zm) = flem) = flem)oy

Ayant les deux parametres a et b, nous pouvons écrire I’équation de la tangente en M :

y = f'(ea)e + floa) = fem)rn
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A.2 Equation de ’enveloppe
Cherchons I'équation de toutes les tangentes, c.-a-d. b en fonction de a. Repartons de (4.1) :
bla) = f(za) —axy
Le point M parcourt maintenant toute la courbe €, et x); devient une variable. La transformée
de Legendre de f(x) est donc la fonction b(a) telle que :
bla) = f(z) —ax (4.2)

Comme a est la nouvelle variable, il nous reste a exprimer f(z) et x en fonction de a. Pour cela
il nous faut I'expression explicite de la fonction f.

REMARQUE 2'7. La nouvelle variable « a » ne doit pas repasser par une méme valeur dans la fonction b(a).
La fonction de départ y = f(z) ne doit donc pas avoir deux tangentes paralléles (méme « a ») dans l'intervalle

considéré. Elle doit avoir une concavité de méme signe sur lintervalle, étre concave f”(x) > 0 ou convexe
' (z) <.

EXEMPLE A.1. Trouver la transformée de Legendre de f(x) = z?. La nouvelle variable

s’écrit,
a = f'(z)
=2z
soit,
a
r=—
2
On exprime f(x) en fonction de a :
fl@) =2
4

On retiendra que dans toute transformation de Legendre, la nouvelle variable a est la dérivée
de la fonction de départ f(x) par rapport a I’ancienne variable x.

127



A.3 Involution de la transformation de Legendre

Si I'on applique deux fois la transformation de Legendre, on retombe sur la fonction de départ.
En effet, la transformée de Legendre de la fonction f(z) est donnée par :

bla) = f(z)—ax

Si 'on applique de nouveau la transformation de Legendre, la nouvelle variable, notée n, est
telle que

_ i)
"= da

_df@) dx

" da da

et la transformée de Legendre de b(a) est la fonction g (n) telle que :
g(n)="0bla) —na
= f(z) —ax— l

= f(z) - [d";f) = a(;—ﬂ a

Af(z) _ dr]
da da

Avec a = df(x)/dx :

g(n) = F(a) - [d];(f) - d) 3_33] o

= f(x)

On en conclue que la transformation de Legendre ne perd ni n’ajoute d’information a la fonction
de départ.

REMARQUE 28. Nous pouvons choisir de prendre b(a) = az — f(z) pour transformée de f(x). Le signe est
affaire de convention.

EXEMPLE A.2. Poursuivons le premier exemple et cherchons la transfomée de Legendre

de b(a) = —a?/4. La nouvelle variable n s’écrit,
n=1"(a)
_a
2
soit,
a=—2n

On exprime b(a) en fonction de n :
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La transformée de Legendre de b(a) est alors :

g(n)="0b(a) —na
= —n? + 2n?
= n2

On retrouve la propriété d’involution de la transformée de Legendre.

B Equations de Hamilton

B.1 Introduction de nouvelles variables indépendantes

Les n équations de Lagrange sont des équations différentielles du 2" ordre par rapport au temps.
N’importe quelle équation différentielle du 2" ordre peut étre remplacée par deux équations
différentielles du 1°F ordre, en introduisant une nouvelle variable indépendante.

EXEMPLE B.1. Soit a résoudre I’équation différentielle suivante :
=0
En posant v 4 nous avons le systeme de deux équations différentielles a résoudre :
=0
{:t' =0

Ces équations différentielles sont résolues indépendamment 'une de I'autre, et les variables
v et v sont donc traitées comme indépendantes :

sz’l
T ="v
x = Cit + Oy

Appliquons cette remarque aux équations de Lagrange :

dafocy oc
ijl,...,n dt 8vj 8% N

U; =4j

ou le lagrangien devient une fonction des nouvelles variables v et des anciennes variables q.

Peut-on simplifier I’écriture des équations de Lagrange ?
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Nous avons,

n 2 2 2
dlL(q’”’t)] :Z(LL dvg + 25 qu>+ L 4

ov; = \ OvpOv; 00V, Otov;
d [0L(q.v,t)] ([ L . 0L 0*L
dt l v, ] - ,;1 <avkavj Ot Sgon, ) T i,

Nous obtenons le systeme d’équations différentielles du 1°" ordre par rapport au temps :
z": 0*L n 0*L n 0*L oL 0
U + ——=——0 — — — =
uedv; " Bgdv; ") T dtdu;  dg;

Vj:1,...,n k=1
Uy =4y

L’introduction des nouvelles variables v; n’apporte pas de simplification.

B.2 Transformée de Legendre des vitesses généralisées

Dans les n équations de Lagrange,

‘ d (0L oL
\V/]:L...,TL - b ——:0

dt \dq¢; ) dq;
apparaissent les dérivées partielles du lagrangien par rapport aux vitesses généralisées : 9L/0q;
Cela suggere d’effectuer la transformation de Legendre du lagrangien pour les vitesses généra-
lisées ¢, en posant,

oL
qui est la définition D.1 p. 108 des impulsions généralisées. Les équations de Lagrange deviennent
le systéme suivant :

da oL _,
j - ) 7n
oL
Dby 8—(]]
soit,
0
By =L (4.32)
Vi=1 n %4;
1=1,..., _8_£ Ly

La premiere relation est ’équation de la dynamique. La seconde correspond a la création des
nouvelles variables p pour la transformation de Legendre du lagrangien pour les vitesses généra-
lisées. Par rapport aux relations obtenues a la fin du § B.1 précédent, on remarque leur grande
simplicité.

Les n équations différentielles (4.3a) sont résolues indépendamment des n équations différen-
tielles (4.3b), les variables p et ¢ sont donc traitées comme étant indépendantes 'une de l'autre.
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B.3 Expression du hamiltonien

I nous reste a effectuer la transformation de Legendre du lagrangien car dans les équations (4.3)
p. 130 nous n’utilisons pas les mémes variables de chaque c6té des égalités. Commencgons par
ne transformer que la premiere vitesse généralisée ¢, et notons H; la transformée de Legendre
du lagrangien :

Hi (g, p15G2s - dnit) = Prdi — L£(q, ¢, t)

REMARQUE 29. Ou bien H1 = £ — p141, le signe de la transformation de Legendre est affaire de convention.

Transformons maintenant la deuxieme vitesse généralisée ¢ :

Ha(q, p1,p2:d3, - -, G t) = Dago — H1 (¢, 1342, - - -, Gn; 1)
= p1G1 — p2dgo — L(q, 4, 1)

En transformant toutes les vitesses généralisées, on pose la définition suivante :

DEFINITION B.1. La fonction des n coordonnées généralisées ¢, des n impulsions généra-
lisées p, et du temps

H(qapv t) déf ijq] - E(C], Qa t)
7=1

est appelée fonction de Hamilton ou hamiltonien du systeme.

Le hamiltonien est la transformation de Legendre du lagrangien pour I’ensemble des vitesses
généralisées. Réciproquement, le lagrangien est la transformation de Legendre du hamiltonien
pour ’ensemble des impulsions généralisées.

REMARQUE 30. Méme remarque que pour le lagrangien : le modele de force de la relation fondamentale de la
dynamique, devenu modele d’énergie potentielle, puis intégré au lagrangien, est maintenant intégré au hamiltonien.
II faudra donc trouver un modéle de hamiltonien adapté au probléme & résoudre. La « physique » du probléme est
donc contenue dans le hamiltonien. De plus, on note que par l'intermédiaire de I’énergie potentielle, le hamiltonien
dépend du choix de l'origine des énergies potentielles.

Dans I'exemple qui suit nous allons voir que les ¢ sont exprimées en fonction des p en inversant
la déf. D.1 p. 108 des impulsions généralisées.

EXEMPLE B.2. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

Une masse glisse sans frottements sur un plan incliné, quelle est I'expression du hamilto-
nien ?

Reprenons 'ex. A.1 p. 74. Nous avions trouvé le lagrangien suivant :

L = $mg* + mggsin(«)
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Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour la vitesse généralisée ¢. Le
moment conjugué de la variable ¢ a pour expression :

oL def p
— = j = — 4.4
T q=— (4.4)
Le hamiltonien s’écrit :
H Y pg—
= p_2 — ﬁ — mgqsin(«a)
m  2m

2

- mgqsin(a)
2m

REMARQUE 31. Le hamiltonien H(q, p,t) et Pénergie généralisée H(q,q,t) déf. C.1 p. 107 ont méme valeur,
mais elles ne s’expriment pas dans les mémes variables.

B.4 Les équations de Hamilton

Ecrivons la différentielle totale exacte du hamiltonien :

1

j=
i ) L " oL oL . 0L

=2 pidd; + 3 _dydp; = 3 5 =dg; =3 5= dd; — oo dt
= q dj

j=1 j=1 Y4j j=1 ot

En injectant I’équation de la dynamique (4.3a) et la transformation de Legendre du lagrangien
(4.3b) p. 130,

AH(g,p.t) = 3 pidd; + 3 dydps — Y- iycday — Y pydd; — - dt
j=1 j=1 j=1 j=1
" 9H " 9H oM < S oL
g+ dp+ o d = 3 gy — 3 pydgs — 2 dt (4.5)
;aq]' I ngapj I ot ]z::l I ]2 I ot

nous obtenons les 2n équations canoniques de Hamilton :

b= (4.60)
Vi=1,...,n P J
=9 4.6h

Ces 2n équations différentielles du 1°* ordre par rapport au temps sont équivalentes a la relation
fondamentale de la dynamique lorsque tous les modeles de force dérivent d’un potentiel. Par
involution de la transformation de Legendre, le role des p et des ¢ est symétrique (au signe
pres) : remplacer p par —q et ¢ par p redonne les mémes équations. La premiére équation reste
I'équation de la dynamique. La seconde est la réciproque de (4.3b) p. 130, elle correspond a la
création des nouvelles variables ¢ pour la transformation de Legendre du hamiltonien pour les
impulsions généralisées.
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Les n équations différentielles (4.6a) sont résolues indépendamment des n équations différen-
tielles (4.6b), les variables p et ¢ sont donc traitées comme étant indépendantes les unes des
autres.

Les n équations différentielles du 2°d ordre de Lagrange sont devenues 2n équations différentielles
du 1¢* ordre. On peut noter que les n changements de coordonnées de ¢; a p; ne sont pas posés
mais sont des équations différentielles qu’il faut résoudre.

DEFINITION B.2. Les variables ¢; et p; sont dites canoniquement conjuguées, ou simple-
ment, conjuguées. L'impulsion généralisée p; est aussi appelée moment conjugué de la
coordonnée g;.

REMARQUE 32. L’antisymétrie des équations de Hamilton, elles restent inchangées lorsque I’on remplace g;
par p; et p; par —g;, est un exemple de transformation qui sont étudiées au ch. 5 p. 145.

EXEMPLE B.3. Poursuivons l'ex. B.2 p. 131 et cherchons les équations du mouvement de
la masse. Les équations de Hamilton s’écrivent :

L ' '

p= 9 N {p = mgsin(«)
_ oM i=
= m

La premiere équation est ’équation de la dynamique. La seconde est bien équivalente a
(4.4) p. 132. Nous obtenons deux équations différentielles du 1 ordre.

REMARQUE 33. En dérivant ¢ par rapport au temps, nous retrouvons l'équation différentielle du 24
ordre du mouvement :

C Cas ou le hamiltonien se conserve

(4.3a) p. 130 et (4.6a) p. 132, ainsi que la comparaison des derniers termes de (4.5) p. 132,
donnent les deux relations suivantes entre hamiltonien et lagrangien :

(8_7—[) - _ (%) (4.7a)
8%‘ it 8q]- it

OH oL
(%) --(5) ()
qdj5:Pj 95,45
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Dérivons le hamiltonien par rapport au temps et utilisons les équations de Hamilton :

oM L OH . oM
E‘Zaq]qﬁza Pit 5

=Z—m%+2%m+
j=1 j=1

dH _oH
dt ot

(4.8)

Si le hamiltonien n’est pas une fonction explicite du temps, OH /0t = 0, alors il est constant,
d#H /dt = 0. 11 se conserve dans le temps.

Avec (4.7b),
dH oL

De méme, si le lagrangien n’est pas une fonction explicite du temps, alors le hamiltonien est
constant, et réciproquement.

D Hamiltonien et énergie mécanique

Cherchons les conditions pour avoir H = E :

ijq'j—ﬁzTJrV

Za—ﬁ (T-V)=T+V
oL
q; = 2T
o

Si le potentiel V (g, t) n’est pas une fonction explicite des vitesses généralisées :

" oT
S g =or (4.10)
j= J

Cette relation est appelée identité d’Fuler. D’apres le théoreme d’Euler, elle est vérifiée ssi
I’énergie cinétique est une fonction homogene de degré deux des vitesses généralisées.

DEFINITION D.1. Une fonction d’une ou plusieurs variables est homogene de degré n ou
n € Z, si en multipliant les variables par un méme scalaire non nul A, la fonction est
multipliée par ce scalaire puissance n :

YA£0, Ty, A gw) = AT (d1, .-, dn) (4.11)
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e 'homogénéité de degré deux de la fonction 7" implique I'identité d’Euler :

VA #0, T (A1, -, M) = N T (41, .-, Gn)

oT oT
—d(M\gy) + -+ — d(\g,) = d (N°T
g 1) 50, (M) =4 (X°7)
or ... 9T AT
() & a0 T T ax
nT
—q; =2\T
jzla()\qj> ’
n o7
A=1, 9 g =or
295,

e l'identité d’Euler implique 'homogénéité de degré deux de la fonction :

8T(Q17 s 7qn) . 8T((117 s 7Qn)

A i

OT(Ad1, - -y Adn) OT (A1, .-y Adn) . i .
: Adp) + -+ : Aiy) = 2T(Ads, - - -, Adn

T (N1, - .-, Adn) . OT(Ad1, - ., \dn
(M) o O g

Qn = 2T(q17 B 7Qn)

8QI ! aQn
Posons
TNy, - .., Mn
W0 g = (A
d(Aq d(Agn . .
dg(n) _ o007 "5+ + oy G A — T, - - Adu)2
X A
[P g g g PO X 2T (Adr, -, Ada)A
_ =
~0
g0 = e
g9(1)
= T(qla . 7qn)
dott

AQT(Qh cee 7QTL) = T<)\q17 EICR) )\Qn>

Ainsi, nous cherchons les conditions sur I’énergie cinétique qui impliquent (4.11), qui a son tour
implique (4.10), et & son tour H = E. L’énergie cinétique a pour expression :



S’il existe une liaison rhéonome (voir les applications E.1 p. 115 et E.5 p. 120), ou pour un
référentiel en mouvement, le vecteur position dépend explicitement du temps :

Vi=1,...,N 1;=1;(q1,.--,qn,t)
" Or; or;
dr; = > —dg; + —dt
jzlaq]‘ J 81&
drZ i or; dq] @
dt i=10q; d ot

L’énergie cinétique s’écrit alors

2
or; . or;
rey3 (za%q] at)

1Y SN or or . 1
SN C IR 9 SUSCIVER S 3 3 R
J 7 J

=T0+T1+T2

ou Tj est indépendante des vitesses généralisées, T est une fonction linéaire des vitesses gé-
néralisées et Ty est une fonction quadratique des vitesses généralisées. T' n’est donc pas une
fonction homogene quadratique des vitesses généralisées : T (A\G) # A>T (¢). S’il n’y a pas de
contraintes rhéonomes, le vecteur position ne contient pas explicitement le temps,
or;
Vi=1,....,.N Ti=%(q1,--,qu) = 0_152 =0

ou l'on a posé
or; 0r;
g

k=
SN ak s

J
(qlv"'7Qn)

Si le systeme est holonome scléronome et si le potentiel V(q,t) ne dépend pas explicitement
des vitesses généralisées, alors le hamiltonien se confond avec 1’énergie mécanique :

(4.12)
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(4.9) p. 134 donne alors :

aH  oc
dt ot
=Y vg)
ot ’
~ 0V(q,t)
Ot

Si de plus le potentiel ne dépend pas explicitement du temps 0;V (q) = 0, alors I’énergie méca-
nique se conserve dans le temps et le systéme est dit conservatif :

dH
dt
Si V(q,t) dépend explicitement du temps alors le systéme est non conservatif :
H=FE #c*°

Dans le cas ou le systeme est rhéonome, nous pouvons avoir H constant, différent de 1’énergie

mécanique E.

ExEMPLE D.1. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

D’apres I'ex. B.2 p. 131 le hamiltonien s’écrit :
2

_r i
H = 5y~ M9 sin(a)

Le hamiltonien n’est pas une fonction explicite du temps, d’apres (4.8) p. 134 il se conserve.
Le potentiel n’est pas fonction des vitesses généralisées et les contraintes sont holonomes

scléronomes, par conséquent H = E.

Lorsque ‘H = F 'équivalence avec les équations de Newton est presque immédiate. En coordon-
nées rectangulaires, le premier groupe d’équations de Hamilton donne

. __OH .oV

br=—"5- be = =5~

. OH )% p —

Py ==, = by ="3, = 5 = —erad (V)
. _OH .oV

== b:=—5-

qui sont les équations de la dynamique de Newton pour des forces conservatives. Le second
groupe d’équations donne la définition de la quantité de mouvement :

. OH . aT Lo L o
r = €r = = —

P P 2m Ops mi = p,
= oK = = T = L o = my =p
Y opy Y op, Y= om Op, s !
. OH - aT 1 op? =Dz
z = z = Z = — z
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E Coordonnées cycliques

La relation de passage (4.7a) p. 133,

(3, (@)
0q; pit 0q; gt

montre que si une coordonnée est cyclique (d’apres la déf. C.2 p. 107 elle n’apparait pas dans
le lagrangien) alors elle n’apparait pas non plus dans le hamiltonien.

Supposons que ¢, soit une coordonnée cyclique. Le lagrangien reste fonction de ¢, :

L=L(q1, Q1,15 Gn,t)
L’équation de Lagrange (4.3a) p. 130 donne :
. oL
Dn = 8—% =
ou la constante « est la valeur initiale de p,,. Le moment conjugué de toute coordonnée cyclique

est une intégrale premiere du mouvement. La résolution complete du probleme passe par la
mécanique de Hamilton car elle utilise les moments conjugués p. Le hamiltonien s’écrit :

0 = pn=c"=p,(t=0)=a (4.14)

H= H(qla'"7qn—17p17"'7pn—17a7t)

Le probléme ne fait plus intervenir maintenant que 2n—2 coordonnées et le temps. En intégrant
I'équation de Hamilton (4.6b) p. 132

o
qn_@pn

pPn=C

nous obtenons le comportement de la coordonnée cyclique.

F Théoréme de Liouville

Soient (qi, .. ., ¢,) un ensemble de parametres définissant la configuration spatiale d’un systeéme
dynamique §. Ces parametres peuvent étre vus comme les coordonnées généralisées d’un point
représentant la configuration spatiale de S. Les n coordonnées généralisées sont reportées sur
un systeme d’axes rectilignes orthogonaux et forment ainsi un espace euclidien a n dimensions,
appelé espace de configuration de §. Tous les points de 1'espace de configuration de & ne sont
en général pas accessible par S.

Le mouvement d’un point matériel unique est un probleme a trois dimensions, dont 1’espace
de configuration est par conséquent aussi a trois dimensions. Le mouvement de deux points
matériels est équivalent au mouvement d’un point matériel unique dans un hyperespace de
configuration a six dimensions. Plus généralement, un probléeme a N points matériels est équi-
valent a un probleme a un point matériel unique dans un hyperespace de configuration a 3N
dimensions.
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L’espace des phases est un espace euclidien a 2n dimensions, dont les ¢ et les p sont les coordon-
nées. Le sous-espace des ¢ est 'espace de configuration, le sous-espace des p est appelé espace
des moments. A chaque instant, ’état d’un systéme dynamique est représenté par un unique
point ayant 2n coordonnées dans I’espace des phases.

A tout ensemble de conditions initiales (90, Po, les équations de Hamilton donnent une solution
unique (a un départ, une seule arrivée) sous la forme de 2n équations paramétriques :

¢ = ¢j [q0, o, t]

Vi=1,...,n {
Pj = Pj [QO>p0>t]

Ces équations étant réversibles dans le temps, a toute solution correspond un ensemble unique
de conditions initiales (& toute arrivée, un seul départ).

Le point représentatif du systeme décrit donc au cours du temps une courbe unique, appelée
trajectoire de phase, donnée par les fonctions ¢ (¢),...,qn(t) et pi(t),...,pn(t). Par exemple,
pour le pendule simple plan, nous avons directement 1’équation en coordonnées rectangulaires
a partir de la conservation de I’énergie donnée par (11.5) p. 287 :

V3

- 2mp?
po = £4/2mp? [H + mgp cos(0)]

L’ unicité de solution des équations de Hamilton implique que deux trajectoires de 1'espace des
phases ne peuvent se croiser. Si ¢’était le cas, a deux ensembles de conditions initiales différentes
correspondrait un méme état au point ou elles se croisent. Par conséquent, le nombre d’états
dynamiques initial se conserve. De méme, une trajectoire ne peut se couper car on aurait un
mouvement perpétuel, le point de coupure servant de conditions initiales.

— mgp cos(0)

Les conditions initiales d’un systeme dynamique ne sont pas connues avec une précision infinie.
On considere donc un hypervolume ¥ de 'espace des phases, assez grand pour que la probabilité
d’y trouver le systeme a l'instant initial soit proche de un. Cet hypervolume se déplace et se
déforme au cours du temps. Prenons un élément d’hypervolume dV de cet hypervolume, et
étudions comment varie la densité d’états p dans cet élément d’hypervolume. Considérons la
projection de dV dans le plan de la coordonnée ¢ et de I'impulsion conjuguée py :

Pk
D C
dpy
A B
dgy

qk

F1Gc. 4.2 — Projection de I’hypervolume élémentaire dans le plan g, py

Nombre d’états entrants par AD en un temps dt :

p qrdt dpy
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Pour des raisons de lisibilité, nous n’indiquerons plus les indices k dans ce qui suit, mais a la
fin de la démonstration nous sommerons sur tous les k. Nombre d’états sortants par BC' en un
temps dt :

(p+04p) (4 + 649) At dp = (pg + S4pq + pogq + 64p0q) dt dp
ol d,p est la variation de densité p selon la coordonnée ¢, c.-a-d.,

En négligeant les éléments différentiels d’ordre deux devant ceux d’ordre un,

. . .0 . 04
(p+04p) (4 + 64q) dt dp = (pq+ 8—quq+pa—dq> dt dp

La différence entre ce qui entre et ce qui sort de 1’élément de volume par les faces AD et BC
en un temps dt vaut donc :

dp aq
—<8qq+p8 )dtdpdq

De méme, la différence entre ce qui entre et ce qui sort de I’élément de volume par les faces AB
et DC' en un temps dt vaut :

ap ap
<app+p8 )dtdqdp

Puisqu’il n’y a ni création, ni annihilation d’états, la différence entre ce qui entre et ce qui sort
crée une variation locale du nombre d’états en un temps d¢ dans le volume considéré :

ap . oq Op . 8p>
dpdgdp = — +p—+—p+p=|dtdgd
tp dq ap (8 q '08 Bp p p@p qap
dp .. (Op . 0¢ Op . Op
8tdt_ <8qQ+p8q+8pp+p8p dt

ce qui donne, en remettant les indices,

Jp p dp Oqr | Opx
dt dgp, + =—d — 4+ — | dt
pn +ak k+8kpk p<8qk+3pk
et en considérant I'élément d’hypervolume :
p 9p. ~ (945, 9b;
dt + ( -dg; + dp ) —p ( dt
jz1 ! 8 g jz1 8q] apj
j=1 aQJ 8pj
-r i (aqj 8p]>
j=1 aQJ 8pj
Quel que soit le hamiltonien, les équations de Hamilton s’écrivent :
pi = OH op; 0*H
R o )
Vi=1,..., = ! o
! S PP o4, _ M
T Op dq;  9q;0p;
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Les dérivées partielles étant continues :
PH  PH 9 04
9p;0q;  9q;0p; Ip; 9q;

Nous en déduisons le théoréeme suivant :

Vi=1,....n

THEOREME F.1. Théoréme de Liouville
Pour tout systeme dynamique qui suit les équations canoniques, quel que soit le hamilto-
nien, la densité d’états se conserve au cours du mouvement :

dp

P _9 =
T = p=c

ste

G Applications de la mécanique de Hamilton

G.1 Masse sur une trappe

Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour la vitesse généralisée p. Le moment
conjugué p de la coordonnée généralisée p a pour expression :

def oL . . p

=mp = p=—

8p m

Le hamiltonien s’écrit :
H Y pp— L
= p_ — [ mp* + %mp292(t) + mgpsin[@(t)]}
p2 ;
= 5~ — 3 mp 0 (t) — mgpsin[0(1)

Le hamiltonien est une fonction explicite du temps (remplacer 6(t) et 6(t) par leurs expressions).
Il ne se conserve pas car ces deux fonctions peuvent prendre n’importe quelle valeur au cours
du temps. En particulier le moteur qui actionne la trappe peut fournir de I’énergie au systeme
en la refermant. Les équations de Hamilton donnent les équations du mouvement du 1°* ordre
par rapport au temps :

i oH .
P= "o p = mpb®(t) + mgsin[0(t)]
. OH = p= P
P = 8—]) m
L’énergie mécanique a pour expression :
EYT4vV

= Lm [p* + p*0%(t)] — mgpsin[0(t)]
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L’énergie mécanique ne se conserve pas car la liaison rhéonome 6(t) et sa dérivée 0(t) prennent
n’importe quelle valeur en fonction du temps.

Le vecteur position de la masse m a pour expression :

r=pe,

= pcos|0(t)]7— psin[6(t)]7

C’est une fonction explicite du temps (remplacer 6(t)), ¢’est pourquoi le hamiltonien et I’énergie
mécanique ne sont pas confondus :

2
p ; .
E = o + 2 mp*6*(t) — mgpsin[6(t))]

= H + mp*6*(t)

G.2 Pendule simple, plan, dont le point de suspension se déplace verticalement

Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour la vitesse généralisée 6. Le moment
conjugué de la coordonnée généralisée 6 a pour expression :

det OL Y L . p  hsin()
p= %:mpﬁ—mhpsm(ﬁ) = Hzmp2+ p
Le hamiltonien s’écrit :
H pl — L

= mp*0* — mhpf sin(h) — [% mp?0* + %th — mhpfsin(0) + mgh + mgp COS(@)}

— % mp?6? — %mhz — mgh — mgp cos(0)
2 ) si

R Z 1 32 . 92 phsin(d) | .,

= o + 5 mh”sin”(0) + Era—— mh* — mgh — mgp cos(6)

Le hamiltonien est une fonction explicite du temps par 'intermédiaire de h(t) et de A(t), il ne
se conserve pas.
Les équations de Hamilton s’écrivent :

p= _%_7; p = —mh?sin(f) cos(h) — ph%s(ﬁ) — mgpsin(0)
;O - hsin(6)
0=~ o= L4
Op mp? p
p = —mh?sin(6) cos(6) — heos(6) [mpZQ — mhp sin(@)} — mgpsin(0)
i p2 N hsin(6) N ho cos ()
mp p p
p = —mphb cos(0) — mgpsin(0)
= i _h@ cos(d)  gsin(0) N hsin(6) N hé cos(h)
p p p p

ph + (g — h) sin(f) =0
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L’énergie mécanique s’écrit :
E¥T+V
= %mp2«92 + 3 mh? — mhpfsin(0) — mgh — mgp cos(6)
= H + mh? — mhpf sin(0)
L’énergie mécanique est une fonction explicite du temps par I'intermédiaire de h(t), elle ne se

conserve pas. Du fait de la liaison rhéonome, le hamiltonien et I’énergie mécanique ne sont pas
confondus.
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LES TRANSFORMATIONS CANONIQUES
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Dans ce chapitre sur les transformations canoniques nous ne considérerons que les systéemes
holonomes (cf. § G.3 p. 19).

A Transformations de coordonnées
Partons d’un exemple.

ExXeEMPLE A.1. Un mobile se déplagant dans le plan a n = 2 degrés de liberté. La
description de son mouvement nécessite donc 2 coordonnées généralisées, p. ex. :

e les coordonnées rectangulaires x, y notées qq, g2
e les coordonnées polaires p, € notées @1, Q2

Il correspond la transformation de coordonnées, ou changement de variables, des anciennes
variables ¢, o vers les nouvelles Q1(q1, ¢2), Q2(q1, ¢2) :

Q=@+

()> = arctan <ﬂ>
a2

Réciproquement, des anciennes variables @1, Q2 vers les nouvelles ¢; (@1, Q2), ¢2(Q1, Q2) :
{Q1 = Q1 cos(Q2)
¢ = Q15in(Q2)
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Soient T, V, L respectivement 1’énergie cinétique, 1’énergie potentielle et le nouveau la-
grangien exprimés dans les nouvelles coordonnées. A chaque instant ¢ nous avons :

I'-V=T-V
£(x7y7a‘77yat) :L(P797P797t>

Dans le cas d’'un mouvement a force centrale, a chaque instant
m /. ) m

k 2 242 k
; AT 2 )
ou k > 0 pour une force dirigée vers le centre. Nous voyons que 6 est une coordonnée
cyclique alors que ni x ni y n’est cyclique. Le nombre de coordonnées cycliques dépend
donc du choix des coordonnées généralisées.
De facon générale, les lagrangiens nouveau et ancien sont égaux a chaque instant lorsque
la transformation de jauge ne dépend pas explicitement du temps (cf. § B.6 p. 98) :

L(q,4,t) =L(Q,Q.1)

A.1 Cas de la mécanique de Lagrange

L’exemple précédent montre que les nouvelles variables () sont des fonctions des anciennes
variables ¢, et éventuellement du temps. En mécanique de Lagrange, tous les changements de
variables réversibles sont possibles.

DEFINITION A.1. Transformations ponctuelles de I’espace des configurations
Les changements de coordonnées généralisées

Vi=1,...,n Qj =Qj(q1, -, qnst)

sont appelés des transformations ponctuelles de l'espace des configurations (q).

Ce changement de coordonnées généralisées implique celui sur les vitesses généralisées :

ijl,...,n Q]:Q]((_haacbuqla’qn’t)

Nous avons vu au § B.8 p. 102 que les équations de Lagrange sont covariantes par transformation
des n coordonnées généralisées (elles s’écrivent sous la méme forme fonctionnelle). Apres un
changement de variables, le lagrangien dit transformé s’écrit :

L(@Q Q1)

A.2 Cas de la mécanique de Hamilton

En mécanique de Hamilton nous pouvons envisager une classe plus large de transformations.
En effet celles-ci peuvent s’appliquer sur I’ensemble des 2n coordonnées de ’espace des phases :
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DEFINITION A.2. Transformations ponctuelles de Iespace des phases
Les changements de coordonnées généralisées et d’impulsions généralisées

\V/j:].,---,n Qj:Qj((:ha'-'aQnapla"'apnat) et Pj:-Pj(q17"'>Q7"mp17"'apnat)
sont appelés des transformations ponctuelles de l’espace des phases (q,p).

Toutes les transformations ponctuelles de ’espace des phases ne sont pas valables, en effet
les anciennes variables ¢ et p sont canoniquement conjuguées (déf. B.2 p. 133). Les nouvelles
variables doivent également étre conjuguées, elles doivent satisfaire les équations de Hamilton
pour le hamiltonien transformé, qui s’écrit :

H(Q7 P7 t) déf zn: Ple - L(Qu Q7 t)
=1

DEFINITION A.3. On appelle transformation canonique une transformation ponctuelle de
I'espace des phases qui préserve la forme fonctionnelle des équations de Hamilton (4.6)
p. 132.

B Fonctions génératrices d’une transformation

B.1 Fonctions génératrices de type 1

Considérons un systeme a deux degrés de liberté, de coordonnées généralisées ¢, ¢o, et de lagran-
gien L£(q1, q2, 1, G, t). Soient les quatre équations (inversibles) de transformation de variables
suivantes :

{Ql = Q1(q1, 92, p1, 2, 1) {Pl = Pi(q1, G2, p1, D2, 1) (5.1)

Q2 = Q2(q1, q2, p1, D2, t) Py = Po(q1, 92, 1, P2, 1)

Le lagrangien transformé s'écrit L(Q1, Qz, Q1, Q2,t). D’apres (3.28) p. 98 les lagrangiens sont
invariants de jauge.

REMARQUE 34. D’aprés le § B.3 p. 96 ils sont également invariants d’échelle, mais on ne considérera pas les
changements d’échelle.

Les lagrangiens

df((h, g2, t)

EI(Q1,£]2,C]'1,C]'2,t) = »C((h,QQ,C:h,(b,t) + dt

et

(@1, @, O, Qo) = L(Q1, Qa, Q1, O, ) + W
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sont équivalents pour décrire I’évolution d’un systeme. D’apres 'ex. (A.1) p. 145, les lagrangiens
L et L sont égaux a chaque instant. Nous avons alors :

dFl(Ql)QZ)Ql)QQat)
dt

L' ((J17(J2,Q1,Q2, ) (Q1,Q2,Q17Q2, )I (5-2>

REMARQUE 35. Pour un systéme & n degrés de liberté, nous avons 2n anciennes variables ¢ et p, 2n nouvelles
variables @ et P, et le temps, soit 4n+1 variables. Comme nous avons également 2n équations de transformations,
seules 2n + 1 variables sont indépendantes. Les fonctions F' auront donc toujours au plus 2n + 1 variables indé-
pendantes. Elles doivent contenir & la fois des anciennes et des nouvelles variables pour que 'on puisse effectuer
le changement de variables.

REMARQUE 36. F est fonction des anciennes variables ¢ et des nouvelles variables Q, elle permet de passer
de l’ancien lagrangien £ au nouveau lagrangien L. Nous allons voir que le role de cette fonction est équivalent a
un changement de coordonnées.

On omet les primes sur les lagrangiens. (4.3b) p. 130 montre que la transformation du lagrangien
implique celle des impulsions généralisées, et d’apres la déf. B.1 p. 131 du hamiltonien, on a :

[(p1G1 + p2ge) — H] — {(P1Q1 + RO, — H} _ dFl(C]1,Q2d,tQ1,Q2,t)

p1dgr + pedge — P dQy — PdQr + (H —H) dt = dFi(q1, q2, @1, Q2. 1)

Pour un systeme a n degrés de liberté :

> opidg =Y PdQ;+ (H—-H)dt =) %_1;71 dg; + ) ggl d@); + 8F1 (5.3)
=1 =1 i 7

i=1 i=1

REMARQUE 37. Les coefficients devant les éléments différentiels sont égaux ssi on peut faire varier les g,
les Q; et le temps indépendamment, c.-a-d. ssi les variables g¢;, Q; et t sont indépendantes. Le temps étant
indépendant (il n’est pas transformé dans une transformation ponctuelle de I'espace des phases), le déterminant
suivant doit donc étre non nul :

0*Fy
0q;0Q;

£0

OF,
dq;
) or
Vi=1,..., — =P 5.4b
i n 30, (5.4b)
OF,

ot

= Dpi (5.4a)

—H-H (5.4¢)

La relation (5.4c) montre que le hamiltonien n’est pas modifié par la transformation si la fonc-
tion génératrice ne dépend pas explicitement du temps. La condition (5.3) (chaque membre
de I'égalité est une différentielle totale exacte) est suffisante pour que la transformation soit
canonique. Nous pouvons simplifier cette condition car une transformation est canonique indé-
pendamment du systeme considéré, en particulier indépendamment du hamiltonien de départ.
Une transformation canonique s’applique a tout systéme ayant le bon nombre de degrés de
liberté. De plus le temps n’est pas transformé par une transformation canonique. La condition
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(5.3) devient la condition suffisante :

> pide; = PdQi =3 Sdg + Y 5 L dQ; (5.5)
i=1 =1 i—1 94i i=1 Qz
Les conditions de Schwarz pour que dF; soit une différentielle totale exacte s’écrivent :
82F1 82F1 3]9@ . 3P]

= & =
8@1 dq; 3(12‘3@]' 8Qj dq;

EXEMPLE B.1. Soit la fonction suivante appelée transformation d’échange :
Fi(q1, g2, @1, Q2) = 1Q1 + ¢2Q2
dF} est bien une différentielle totale exacte, la transformation est canonique :

dFy(q1, g2, Q1,Q2) = 1dQ1 + Q1dq1 + q2d Q2 + Q2dgs
Avec (5.4a), (5.4b) et (5.4c) :

o0F;

0—ql_Q1

%:QQ P =

(9(}]72 p2 = (2

ﬁIQI = -P=q
! —Py = qo

OF; _ i

50, q2 =

or;

o Y

A partir d’une fonction du type Fi(q, @), nous obtenons la transformation des coordonnées
grice aux équations aux dérivées partielles (5.4a) et (5.4b) : Fy est génératrice de la
transformation canonique des coordonnées.

La transformation considérée est appelée transformation d’échange. Cet exemple montre
que l'on peut échanger la coordonnée généralisée ¢, avec son moment conjugué pq, les
équations de Hamilton étant invariantes sous la transformation p; — Q; et ¢; — —F;. La
distinction entre les variables g; et p; n’est plus qu'une question de nomenclature, c’est
pourquoi en mécanique de Hamilton on les appelle simplement variables conjuguées, sans
préciser lesquelles sont des coordonnées ou des impulsions.

Pour appliquer cette transformation aux n coordonnées, on prend la fonction génératrice

Fi(q,Q) =Y ¢:Q
=1

et on obtient :

Qj = pj
Vi=1,...,n P; = —q,
H=H

Réciproquement, étant donnée une transformation de coordonnées du type (5.1) p. 147, U'inté-
gration des équations aux dérivées partielles (5.4a) et (5.4b) donne la fonction génératrice.
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EXEMPLE B.2. Soit la transformation de coordonnées :

Qi = pi et b= —q

oF,

3—q1_Q1

%:QQ Fi=0Qiq+ ...
6%% Fi = Qo+ ...
—lqu = F1:q1Q1+... = F1:Q1Q1+QQQ2
06 = Q2 +
aFl_ Hl 2 2 .« ..
8@2_Q2 =H

oOF,

1 _

ot

Les fonctions génératrices qui sont fonction uniquement des coordonnées (anciennes et nou-
velles) sont dites de type Fi(q, @,t), 'indice 1 servant a les distinguer des fonctions génératrices
Fy(q, P,t), Fs3(p,Q,t), et Fy(p, P,t) que nous allons voir apres quelques exemples.

EXEMPLE B.3. L’oscillateur harmonique (cf. ex. G.3 p. 180)
La fonction génératrice

Fi(qr, Q1) = 5 mwq; cot(Qy)
génere la transformation canonique suivante :

mw@; cot(Q1) = m 2P .
mwaq? = mw sin(Q1)
q1

R _ p =
2sin?(Q;) ' p1 = \/2mwP; cos(Qy)
O0=H-H H=%

F} est appelée fonction génératrice de 'oscillateur harmonique simple & une dimension.

EXEMPLE B.4. Accélération constante d’un mobile

L’équation du mouvement et la vitesse d'un mobile de masse m ayant une accélération
linéaire constante a selon ’axe des x s’écrit :

z(t) = 1 at® + vot + o, v(t) = at + vy

En posant p o la quantité de mouvement :

a(t) =3at® + Bt +xzo,  p(t) =mat + po

(1) Montrons que la transformation des coordonnées initiales xg,py aux coordon-

nées finales (et nouvelles) x, p est canonique en trouvant la fonction F(zg,x,t)
génératrice de cette transformation.

Pour une transformation de type 1 les variables indépendantes ¢ et () sont ici z
et x, et les variables dépendantes py et p sont données en fontion de xq et x par :

pg:%(m—xo)—%mat et p="(x —xo) + mat
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Ecrivons la condition suffisante (5.5) p. 149 pour avoir transformation canonique :
podxg — pdr = [%(x —x9) — %mat} dxg — [%(x —x) + %mat} dx

or 1
9y £~ @) = gmat R {F1 — — 2z — 20)” — Lmatz + f(x) + g(t)

— m 2 1 !
% — (e — ) — %mat Py = =5 (x — 0)” — 5 matx + f'(z0) + g(t)
Fy(zo, x,t) = — 5 (2 — 70)? — s mat(zo + z) + g(t)

ou ¢(t) est une fonction arbitraire du temps. Cet exemple montre qu’une fonction
génératrice permet de faire évoluer le systéme des coordonnées initiales xg, py aux
coordonnées finales z, p. Au § C p. 163 nous chercherons la transformation infini-
tésimale qui fait évoluer le systeme entre I'instant ¢ et 'instant d¢. La succession
de ces transformations infinitésimales fera évoluer le systeme entre deux instants
quelconques.

(2) Cherchons la fonction génératrice Fi(z,xq,t) des coordonnées finales z,p aux
coordonnées initiales (et nouvelles) xq, po.

L’équation du mouvement s’écrit :
xg = x(t) — %ozt2 — Vot vo = v(t) — at
En posant p L
:L‘Ozx(t)—%atg—%t, %:%—at
= z(t) + 5 at® — £t

Pour une transformation de type 1, les variables dépendantes p et py sont données
en fontion des variables indépendantes x et xg :

p="2(x—xo) + 5 mat et po = Z(x — x9) — 3 mat
Ecrivons la condition suffisante (5.5) p. 149 pour une transformation canonique :

pdx — podxrg = [%(m —Z9) + %mat] dx — {%(1‘ — ) — %mat] dxg

Fi(z,20,t) = 2(x — x9)* + 2 mat(zo + z) + g(t)
- _Fl(x()ax?t)

B.2 Fonctions génératrices de type 2

En effectuant la transformation de Legendre ((4.2) p. 127) de la fonction génératrice F; pour
les coordonnées (), nous définissons la deuxieme fonction génératrice Fj :

n o0F;
Fy(q, P t) = Fi(q,Q,t) — v
»(q, P,t) = Fi(q, Q. 1) ;Q 20,

Avec (5.4b) p. 148 :

Bq.Pt) = Fi(q, Qut) + 5" QiP, (5.6)
=1
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En reprenant (5.2) p. 148,

E_L: dFl(Q7Q7t)
dt
L " . dFy(q, Pt) d &
iqi —H — ) BiQ; HZi—— P
;pq H ; Qi + n ZQ

LOF, ¢ 8F2 oF, &
_llanqz_'_ZaP _'_—_;lez ZPQZ

S pidg + > QidP 4+ (H—H)dt = Za 2 dg; + Za 2 ap 4+ P gy
i=1 i=1 = Oqi 0P, ot
F
8&; = p; (5.7a)
, F
Vi=1,...,n g; =Q, (5.7b)
F
% =H-H (5.7¢)

ExXEMPLE B.5. Transformation identité
La fonction

Fo =g+ P,
est un cas particulier, elle génere la transformation canonique identité :

P =p
Py = py
@ = Q1
72 = Q2
H=H

Dans le cas général, la fonction
n
= qP;
i=1

génere la transformation canonique identité :

Pj =p;
Vi=1,...,n g = Qj
H=%H

EXEMPLE B.6. Mobile dans un champ de gravitation
Le hamiltonien d’'un mobile dans un champ de gravitation uniforme g s’écrit :
2
n=24 mygq
2m
On souhaite que la nouvelle variable @) soit cyclique et que par conséquent le nouvel
hamiltonien s’écrive sous la forme :

H=aP



ou « est une constante. La fonction génératrice est supposée ne pas dépendre explicitement
du temps, les hamiltoniens ancien et nouveau sont égaux :
2
p
aP = — +mgq

2m
el P
¢=—P—
mg 2m?2g
On pose « = mg et A = (2m?g)~":
q=P—Ap’

La transformation cherchée est de la forme :
Q==xp et P:q—l—Ap2

ou il reste a déterminer le signe devant p. Montrons qu’elle est canonique en trouvant la
fonction génératrice.

(1) Choisissons une transformation de type 1, Fi(q, Q). Les nouvelles variables p et
P s’écrivent en fonction des anciennes ¢ et @) :

p==4Q et P=q+ AQ?
La forme différentielle s’écrit :

pdg — PdQ = +Qdq — (¢ + AQ*) dQ

0F1(q,Q)
o {Fl(q, Q) = £Qq+ 1(Q)
=
0F(q,Q) Fi(q,Q) = —(¢Q + 5 AQ°) + f'(q)
1@7@ — (q + AQQ) ! ( 3 )
On conserve le signe négatif, ) = —p, car sinon la fonction Fi(q, Q) = %AQ3 ne

contient pas q :

Fi(q,Q) = —qQ — 5 AQ’

La transformation cherchée est donc :
Q=-p et P=q+ A’
(2) Choisissons a présent une transformation de type 2, Fy(q, P).
(a) les nouvelles variables @) et p s’écrivent en fonction des anciennes q et P :
Q==xp P =q+ Ap?

A
1 1
=€ —— /P — =€ ——1/P —
Q 1 \/Z q p 2 \/Z q
ol €1 = *1 et e = &1 sont a priori indépendants.

3Fg(q,P)_6 I _ . —2 _\3/2

0Fy(q, P) 1 — e 2 N3/2
op _61\/ZVP_q FZ(q>P) 13\/Z<P Q) +f(q)
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Par conséquent €; = —ey sinon Fy est nulle, et :

Fy(q, P) (P —q)3?

2
3VA
(b) formons la fonction génératrice F, en partant de Fy, grace a (5.6) p. 151 :
Fy(q, P) = Fi(q, Q) + QP
= —qQ - L AQ*+ Q (¢ + AQ?)
3
=24Q
T2 3/2
- 2 (p—
syl 9

On vérifie que 'on retrouve bien (5.7a) et (5.7b) p. 152 :

o0Fy +1 OF,

— =—=/P— —f =

o —vavt ot 9 "

aF’2 :Fl aFQ

= _ 1 /p— = =

op — yaVv ! oP

(3) Cherchons le changement de variables correspondant a la fonction génératrice de
type 2 suivante :

Fy(q, P) = 7Z<P_q>3/2

3

0F, 1

—c___ . /P— 1

dq A q P:ﬁ P—q
oF, -1

s ___ /p— = —1

oP ~ VA 1 = Z VP-4
%:H—’H H=H

ot
soit
Q=-p et P=q+ Ap?

(4) Les équations de Hamilton pour les nouvelles variables canoniques s’écrivent :

: OH _
P==30 P=0 {P -y
= . =
Q—a—H Q =myg Q) = mgt + Qo
OP
{p(t) =—Q N {p(t) = —mgt — Qo N {po = —Qo
q(t) =P — Ap® q(t) = Py — A(—mgt — Qo)? Qo = Py — AQ}

p(t) = —mgt + po
{Q(t) = Py — A(mgt)* — 2AmgtQy — AQ}

q(t) = =5, (Mgt)* — 5,22 MmgtQo + qo
= —3 gt% + vot + qo
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(—Qo) est la quantité de mouvement initiale. Que représente Py ? Lorsque le
mobile atteint sa hauteur maximale la dérivée de la trajectoire par rapport au

temps s’annule :

de®) _
dt
—gt +v9 =0
p=20
g
'U2 'U2
Qmazx = _ﬁ + ?01)0 + qo
112
=5, T Q0
Or
Py=AQ¢ + qo
ﬁ( muo)” + qo

EXEMPLE B.7. Transformations ponctuelles

Soit la fonction

Fy = fi(qr, @2, ) Pr + folqr, g2, 1) Py
ou f; et fo sont des fonctions différentiables quelconques. Elle génére la transformation

canonique :

df1 dfa
p+22p=
oq ! oq 2
oh dfa
P =
36]2 g2 2
fl <q17 q2, )

=@
falqr, @2, t) = Q2

(Q17Q27P17P27 )

P+ —

7‘[((117 q2,P1, P2, t) + =

i

dfa
or Dt B2

Les deux premieres relations sont une transformation linéaire des impulsions généralisées.
Les deux relations suivantes sont une transformation ponctuelle de 'espace des configu-
rations, du type de celles que I'on rencontre en mécanique de Lagrange.

Dans le cas général, la fonction

génére la transformation canonique :

Vi=1,...,n

of;
> hip=
fj (qi,t) =@
H(Q, P,t) = H(q, p,t
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p, cos(a)

/
{ /
Yy

a) Translation spatiale

Cherchons la fonction génératrice de la transformation des coordonnées corres-
pondant a la translation spatiale selon 1’axe des x. Soit a une constante :

{:L":x+a
p;:pm

Avec (5.7) :
3FQ - 8F2 oy
O =Dz . Or = Ds
3FQ o 8F2
o, ap,
Fy (z,p.) = (x +a)pl,

=xr+a

Dans le cas général d’une translation de vecteur &(ay, a,, a,) nous avons :

{f" =r+a
p'=p
FQ(%% Z7p:p7p,y7p;) =

FQ(ﬁ l:_)”) =
b) Rotation spatiale

(f+a)-p’

(2 + az)p, + (y + ay) py, + (2 + a2)p.

(5.8)

Cherchons la fonction génératrice de la transformation des coordonnées corres-
pondant a la rotation spatiale d’un angle # autour de I'axe des z. Pour les nou-

velles coordonnées, nous avons,
x' = x cos(0) + ysin(0)

y' = —xsin(f) + ycos(h)

2=z
(5.7b) donne
oF,

op),

oF,

ap;/

d’ou,
/ / /
F2<:C7 Y, Zavapyvpz)
Pour les nouvelles impulsions, nous avons,

Py = P cos(0) + pysin(f
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p; = —p, sin(6) + p, cos(0)
p. = p:
Inversons ces relations :
= p, cos*(a) + p, sin(a) cos(a) Pl sin(a)
pl sin(a) = —p, sin®(a) + p, cos(a) sin(a) {py cos()
Pa = P, cos(0) — pj, sin(0)
py = Pl sin(0) + py cos(&)
p: =p.

oF,

=2z

ap,,

= [wcos(6) + ysin(0)]pl, + [~ sin(6) +y cos(0)]p), + 2P’

= p, cos(a) sin(a) + p, sin®(«)

= —p, sin(a) cos(a) + p, cos®(a)



(5.7a) donne
0F;, 0F, 0F;,
Or = Pz ; 8—y =Dy ; re = Pz
et lon retrouve la méme fonction F5 :
Fy(x,y, 2, P, by, p-) = [Pl cos(0) — pl, sin(0)]x + [p; sin(0) + p), cos(0)]y + zp.

¢) Transformation de Galilée
Soient deux référentiels R et R’ en translation selon I'axe des z a la vitesse
uniforme v,, R’ se déplacant dans le sens des x croissants. Quelle est la fonction
génératrice de la transformation de Galilée ? La transformation de Galilée s’écrit :

{x' =z — vt
p; = Pz — MVy

(5.7) p. 152 donnent :

%— %— I+mV
ox —Pe ox —Pa v
aFQ—x' = aFQ—x—vt
o, op, ’
8F2 aFZ
2 _H-— H= 2
ot 7 5

By(z,p,t) = (0 +mve) @ + f (p}) + g1(t)
{Fa(x,p;7 t) = (z = vat) p, + h(x) + g2(t)
soit,
Fy(z,plt) = (x — vut) pl + mvex + g(t)
ou ¢(t) est une fonction quelconque du temps. Nous avons alors :

o _ ., . %)
ot Pe¥e "o
Dans le cas général, la transformation de Galilée s’écrit,
r'=r—vt
(5.9)

et la fonction génératrice devient,
Fy(T, 5, t) = (2 — vt )pl, + mvew + (y — vyt )pl, +mvyy + (2 — vot)pl, +mv.z + g(t)
=(T—vt)-p' +mv-T'+g(t) (5.10)

qui donne :
aFQ . o) - 8g(t)

ot YV T

Le hamiltonien transformé a pour expression :

dg(t
H(E.B.0) = HESL) — 57+ CA

=H{ET +vt,p' + mv,t) —p - V+ —=
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Par exemple la transformation de Galilée appliquée a un mobile
[H = p?/(2m)] s’écrit en choisissant g(¢) nulle :
2
H(, 5\ 1) = o — ' - ¥

Y

2m

=/ m—*2
:u_ﬁhv

2m

p’2—|—2m§’~x7+m2v2 L
- 2m R

p/Q mVQ
“om 2

B.3 Fonctions génératrices de type 3
Définissons une troisieme fonction génératrice, F3(p, Q,t), en effectuant :

e soit une transformation de Legendre de Fi(q, @,t) pour les g :

" OF
FS(paQat) quQt ZQZ :

1(g, @, 1) Zquz
e soit une transformation de Legendre de Fy(q, P,t) pour les P :
Fp.Q.1) = (e, P) = 3 P52
5(q, P,t) Z P,Q;

En reprenant (5.2) p. 148,

L—-L= gFI(Q Q,t)

dt
Xgpqu M- z;PQz—FH—dgFZS(p’Qt +dtzquz
- @:1 aﬁ—fpi " z; ggi ot Z‘M% + szqz
0F3
op; =4
: F
Vi=1,...,n gQ?;:_Pi
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EXEMPLE B.8. Transformation identité
La fonction

Fs(p1, Q1) = ;@
est un cas particulier, elle génere la transformation canonique identité avec changement

de signe :
Q1 =—q
pn=—-h

La transformation Fs(p;, Q1) = —p1Q1 engendre la transformation identité.

ExXEMPLE B.9. Nous pouvons additionner les différentes fonctions génératrices. En re-
prenant la fonction génératrice Fy de l'ex. B.1 p. 149 et la fonction génératrice F3 de
I’exemple précédent, la fonction

F = Fi(q, Q1) + F5(p2, Q2)
= Q1 + p2Q2

génere la transformation canonique :

Q1=p
@ =—h
Q2= —q
p2=—D

B.4 Fonctions génératrices de type 4
Une quatrieme et derniere fonction génératrice, Fy(p, P, t), est obtenue en effectuant :

e soit une transformation de Legendre de la fonction Fy(q, P,t) pour les q :

n oF:
F4<p7P7t>ZF2<Q7P7t>_ZQia—2
i=1 qi

Fy(q, P,t) — Zqu@

Fi(q, Q. t) — ZquﬁZQz ;
e soit une transformation de Legendre de la fonction F3(p, @, t) pour les @ :
Fy(p, P,t) = F3( t) ;
4(p7 ) ) 3 pvQ ZQ an
= F3<p7Q7t) _'_ZQZPZ
Fi(q,Q.t) - Zq@pﬂrZQ@ ;
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En reprenant (5.2) p. 148,

d
ﬁ—L—&FKQQt)

- d
Zpi% H— ZPQ2+H—d_F4 p,Pt dtzquz dtZQz i
i=1 i=1

_ - 6F4 . 6F4 8F4 n
_i:1 8]9@ pz"‘Z 8P Z +ZZszz+Zq2pl

E. F. F. “ - .
AR N --+za 4P+@+zq2pz >R
Op; oF; i=1 i—1

=1

0Fy

Op;
. orFy
v = 17 ey frd i
1 n P Q
OFy

ot

ExeEMPLE B.10. La fonction Fy(p;, P1) = p1 P; est un cas particulier, elle génere la trans-
formation canonique d’échange avec un seul changement de signe :

P =—-q
p1 =@

Le fait que la composition successive de deux transformations canoniques soit une transforma-
tion canonique suggere qu’elles forment un groupe. La composition de transformations cano-
niques est associative. Il existe un élément neutre qui est la transformation canonique identité.
A chaque transformation canonique il existe une transformation inverse qui est elle-méme ca-

nonique. Les transformations canoniques forment donc un groupe, appelé groupe des transfor-
mations canoniques.

B.5 Crochets de Lagrange

Les crochets de Lagrange permettent de savoir si une transformation est canonique. Dans (5.5)

p. 149, injectons (5.4a) et (5.4b) p. 148 :
0F;
dQ;
()]

“ oF,
dF = dg;
Les conditions de Schwarz pour que dF} soit une différentielle totale exacte s’écrivent :

=1
v (Z)-(58) - (@)-()
\V/’L,\V/, — = i = J
J (8%8% 0q;0q; dq; 0q;
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v. \V/ 82F1 o 82F1 - GPZ . an
" 00,00;) T \0Q,00; 0Q;) — \oQ

i (gaaa) = Gana) = (a6) = (5)
Vi, Vg, = = =) = — .
J (aqiaczj 0Q;0q; 2Q; dq;

Il existe une unique condition d’intégrabilité valable pour les quatre formes différentielles dF},
dFy, dF; et dFy. En effet, pour dF; :

dFi(q,Q) = Zpkd% — ZPsz
6 6 "

<ipk§g )dcmzzpk

i=1 k=1
L Ogy ) = 3% ]
Pk sz + Pk =
i=1 Kkz::l 8Qi Z oF;

Nous avons fait apparaitre les différentielles dQ); et dFP;. Les condltlons de Schwarz pour que
dF; soit une différentielle totale exacte s’écrivent maintenant, pour deux coordonnées @); et @), :

(@R \ [ @R
W”(MW)%%W)

0 n o B - Oqy
a@ﬁma~)—jﬁﬂw10

I
M: ‘WM: ﬁms j

Opr. Oy Opr Oq
Za@a_czf - ’“aQ an Zaczj 9Q; ; ’“6@]8@2

k= k

oqy, 3]% Oqi Opy,
=0
Z < 9Q,; 0Q; Z 1 0Q; 0Q;

De méme, pour deux coordonnees Piet P

n

- 8% 9 Iqx
ap,kzl “op, ~ op, 2" Pk ap,

J k=1
- Op O D P 0k 0g Dy
Z 18P op, =M opop, ~ =opop, =" oPop,
=< Oqy, Opg =~ Jqi Opy; —0

k=1 OF; OP; k=1 op; P
Pour deux coordonnées @); et P; :
0 L aqk 0 L aqk
ik p) o= 2
op, (Z P aq, J) 0Q; = op,
= Opk Oge | & P = Opk Oqk | &
_ 5= S 2k
—~ 9P, 0Q); Z PEopaq, ~ "1 T &0, op, Z Pr

Nous avons alors :

6Q] ap

" Oqr Opr =~ Oqi Opx
Z bR

k=1 9Q; 8Pj k=1 8Pj 0Q; Y
Ce terme est appelé crochet de Lagrange de (); et P; pour les variables (g, px ).
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DEFINITION B.1. Soient deux fonctions f(q,p,t) et g(q,p,t) de I'espace des phases, leur
crochet de Lagrange pour les variables canoniques (g, p) est la quantité :

of x~ [ Oq; Op;  Op; 0g;
frgte def <_J_J__J_

Les conditions nécessaires et suffisantes en termes de crochets de Lagrange pour qu'une trans-
formation (q,p) — (Q, P) soit canonique sont donc :

1Q, Qj}q,p =0 1P, Pj}qm =0 {Qi, Pj}q,p = 5ij (5.13)

De méme, pour la différentielle dF5 :

3

dFy(q, P) =Y prdgs + ZdeP

k=1 =1

- m <i Ok 40, + Z 0 dB) + Zn:QidPZ-

k=1 =1 8Q7‘

e O < aqk

=22 Pkoy dQi+ Z dp;
o 00

:Z >op gg)ﬁ dQﬁ(Zp aqk ) dPi]

avec la condition d’intégrabilité pour deux coordonnées Q; et P; :

n

g, o
szl’“acgz 8Q2<Z’“ap )

8pk 3% Opr, Oqy, Qk an
+ Pk = + Pk
= 18P Q; Z ap 8QZ ,; 9Q; OP; Z 9Q.0P, 90,
Z Oar Opx 5~ Oak O _

0Q, 0P, = 0P 0Q, "’
{Qi, Pj}w2 = 0ij

k=1
De méme pour Fj et Fj.

EXEMPLE B.11. Montrons qu’une rotation d’angle a dans ’espace des phases (g, p), dé-
finie par la transformation des coordonnées,

{Q = gcos(a) + psin(a)
P = —gsin(a) + pcos(a)

est une transformation canonique.
Montrons que la fonction génératrice est une différentielle totale exacte. Inversons les

relations précédentes :
Q cos(a) = qcos?(a) + psin(a) cos(a) Qsin(a) = qcos(a)sin(a) + psin?(a)
{Psin(a) = —gsin®(a) + pcos(a) sin(a) « {Pcos(a) = —gsin(a) cos(a) + pcos?(a)
q = Qcos(a) — Psin(a) et  p= Pcos(a)+ @sin(a)
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94 = cos() % = —sin(«) 19J = sin(«) W _ cos(a)
oQ ’ oP ’ 0Q ’ opP

g Op 0q 9p _  , o0 N

20 9P GPGQ—COS (a) +sin®(a) =1

C Transformations canoniques infinitésimales

Nous cherchons une transformation pour laquelle les nouvelles variables ¢ et p seront trés peu
différentes des anciennes. L’ex. B.5 p. 152 montre que la fonction génératrice Fy = Y ¢; P; génere
la transformation identité. Soit € un infinitésimal du 1°" ordre et soit G(q, P,t) une fonction
quelconque. Considerons la fonction génératrice :

FQ(Q7P7t> = ZQZPZ +€G<Q7P7t)
i=1
Elle génére une transformation proche de l'identité appelée transformation canonique infinité-

simale ou transformation de contact (parce que le déplacement est tres faible), donnée par (5.7)
p. 152 :

OF, 8G(q, P,t)

dyq; b e dq; P
OF, 9G(q, P,t)

aPZ Ql qZ + € 8PZ QZ
OF, 9G(q, P,t)
_— = H — —\0 7 = —

BT H € BT H-H

Dans ce qui suit nous négligeons les termes infinitésimaux du 2" ordre en €2, devant ceux du
1°* ordre en e. La différence entre les nouvelles et les anciennes impulsions généralisées est du
1°r ordre en € :
0G(q, P,t)

dq;
Or, le terme impliquant G dans F» étant déja du 1°" ordre (terme eG), nous pouvons donc
remplacer P par p dans G (cela revient a ajouter ou soustraire un terme du 2" ordre dans F
puisque P; — p; est du 1 ordre) :

B —pi=—¢

FQ(C], P, t) = ZQ’LPZ + EG(qvpa t)

i=1

(5.14)

eG(q,p,t), appelé générateur de la transformation infinitésimale. Adoptons les notations sui-
vantes, 0¢; = Q; — q; et dp; = Py — p; :

R+€8G(g,p,t) . 5pi = e 3G(g,p,t)
q; q;
0G4, p,t) _ o OG@nt)
ot ot
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ExeEMPLE C.1. Trois exemples de générateur de transformations infinitésimales.

a) translation spatiale infinitésimale de vecteur J&
D’apres (5.8) p. 156 :

F(T,p') = (f+da)-p’
=r-p' +da-p’
Dans la fonction G nous remplagons p’ par p

F(Tp)=r-p'+da-p
r-p’ est la transformation identité, et da-p est le générateur de la transformation
canonique infinitésimale.

b) rotation spatiale infinitésimale d’angle 56

¥ =x|1—- (96)° + yd0
x' =z cos(06) + ysin(66) 2 a' = x4yl
y = —sin(d0) + ycos(60) = S = 2504y [1 B (59)2] = Yy =—x00+y
2=z 2 2=z
7=z
(5.7b) p. 152 donne
or, ' or, ' or,
o, " T T

d’ou,
Fy(,y, 2, Py Py 0%) = (2 +y00) pl, + (=200 + y) py, + 21,
= xp, +yp, + 2p. + (yp, — T p,)o0
Dans la fonction G, remplacons pj, par p, et p, par p, :
Fy(2,y, 2,1, Dy L) = TP, + ypy, + 20, + (Y pe — )00
En notant L, la composante en z du vecteur moment cinétique,
F(Tp)=1-p' — L.

ou - p’ est la transformation identité, et L. d6 est le générateur de la transfor-
mation canonique infinitésimale.

c¢) transformation de Galilée infinitésimale
Reprenons (5.9) p. 157 :

5’ =5 — mov

{f” =T — 0Vt

A partir de (5.10) p. 157, avec g(t) nulle et en négligeant les termes infinitésimaux
du 2° ordre :
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Dans la fonction G remplacons p’ par p :
Fy (F,p',t) =1-p — 0v- (tp — mT) (5.16)

r-p’ est la transformation identité et 0V - (tp — mr) est le générateur de la
transformation canonique infinitésimale.

C.1 Evolution d’un systeme

Prenons pour fonction G(q, p,t) le hamiltonien H(q, p,t), et pour € une durée infinitésimale dt.
(5.14) p. 163 donne

i=1
et a partir de (5.15) p. 163 (« 0 » devient « d » car la variation est dans le temps) :

ag, = Hart) = . _ OH(a.p.t)
op; 4 = Op;
H:H+8H<gép’t)dt H=%H+dH

On retrouve les équations de Hamilton. Le hamiltonien est par conséquent le générateur a
chaque instant d’une transformation canonique infinitésimale. C’est une fonction génératrice
qui transforme les coordonnées généralisées et leurs moments conjugués pris a l'instant ¢, en
ceux a l'instant ¢t + dt. De cette transformation résulte I’évolution dynamique du systeme dans
le temps, qui correspond au déplacement infinitésimal du point représentatif du systeme dans
I’espace des phases entre les instants ¢ et ¢ 4+ dt. Une succession de transformations canoniques
étant équivalente a une transformation canonique, deux points quelconques de la trajectoire
d’un systeme dans 'espace des phases sont reliés par une transformation canonique.

Effectuons la transformation de Legendre de la fonction génératrice Iy pour exprimer ce résultat
avec la fonction génératrice Fy. D’apres (5.6) p. 151 :

Fl(quat) F2 Q7Pt ZQ@ %

=> " ¢P +H(g,p,t)dt — ZQH

n

=1
=—> (pi +dp;) dg; + H(g,p, t)dt
=1
=1
= —Ldt

L’évolution temporelle d’un systeme est une succession infinie d’évolutions temporelles infini-
tésimales, chacune pouvant étre décrite par une transformation canonique infinitésimale. Une
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succession de transformations canoniques étant elle-méme une transformation canonique, on en
déduit que I’évolution temporelle finie d’'un systéme peut étre décrite par une transformation
canonique finie de fonction génératrice — [ £ dt.

D Transformations invariantes

Apres une transformation canonique (g;, p;) = (Q;, P;) les équations canoniques s’écrivent sous
la méme forme, elles sont covariantes par changement de coordonnées :

P = _8_7-[ P = _8_H
J 8%‘ N g aQ]
. _OH L
U= o, 7T 9P,
ou le nouvel hamiltonien est :

C’est la définition méme d’une transformation canonique (déf. A.3 p. 147). Il existe des cas ou
‘H et H ont méme forme fonctionnelle, ce qui permet d’écrire :

EXEMPLE D.1. H = p?/(2m) et H = P?/(2m) ont méme forme fonctionnelle. On a bien
H(Q, P,t) = H(q, p,t), mais on a aussi H(Q, P,t) = H(q, p,1).

Une fois le hamiltonien remplacé par sa nouvelle expression, les équations canoniques ont alors
elles aussi méme forme fonctionnelle. Le systeme est dit invariant sous la transformation, elle-
méme dite invariante.

Supposons que la fonction génératrice infinitésimale Fy(q, P,t) ((5.14) p. 163) soit une transfor-
mation invariante. H et H ayant méme forme fonctionnelle, (5.15) p. 163 donne :

oG
Ea = %(Q,P,t) _H(Q7pat)
= H (¢ + 0¢;, pi + 6pi,t) — H(qi, pis t)
" OH " OH
=) - 0¢+ Opi
= Ou; ¢ =1 Ops P

" OH O0G " OH OG
pry 6 p— E
z‘:zl dq; Op; ; op; Og;
9G _ g~ (MG OH 9G
ot i=1 dq; Op; Op; 0q;

Cette relation nous amene a définir les crochets de Poisson et leurs propriétés.

(5.17)

166



LES CROCHETS DE POISSON
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A Introduction

Soit U(q, p,t) une fonction quelconque des 2n variables canoniques et du temps. En utilisant

les équations de Hamilton (4.6) p. 132 :
ou ou ou
dU(q,p, t) = <— dq]- —+ —dpj> -+ —dt

g Ip; ot
oU dg; ;

<_& N 0&%) L

j=1 8qj dt 6p] dt ot

(uom_guom) oo

1 \9q; Op;  Op; Oq; ot

<.
NGE
I

dU(q,pt)
dt

I
M=

I
3

J

DEFINITION A.1. Soient deux fonctions f(q,p,t) et g(q,p,t) de I'espace des phases, leur
crochet de Poisson pour les variables canoniques (g, p) est la quantité :

af dg df Og

a5 (207 o)

gy, Opy, Opr. Ogy,
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On écrira donc :

dU(q,p,t) ou
de = (U Moy + ot

B Crochets de Poisson et équations de Hamilton

Reprenons les équations de Hamilton (4.6) p. 132 :

; OH Opj OH <~ Op; OH

i b= "% N Zaqkapk Zapkaq]
J=1...,n qﬁ:a_;,_[ Z%&_H_Zﬁqjaﬂ
T Op; 1 O Op 1 Opk Op;

Grace aux crochets de Poisson elles deviennent symétriques :

1 Dj = [pjv,H]q,p
) )
q; = [QjaH]qvp

C Lien avec les crochets de Lagrange

(6.1)

Soient Uy(q,p,t) 2n fonctions indépendantes des 2n variables canoniques (g,p). Ecrivons les
crochets de Lagrange et de Poisson de ces fonctions pour les variables canoniques (g, p) sous
forme de matrice, et effectuons la multiplication matricielle de la transposée de la matrice des

crochets de Lagrange avec la matrice des crochets de Poisson :

{Ul,Ul} {UQ,Ul} {Ugn,Ul} [Ul,Ul] [Ul,UQ] [Ul,UQn]
(UL} (U)o U0} | | 00,00 (U 00] ... [Us,Usl
{UI,ZU%} {UQ,:UQ,L} . {Ugn,: Usn} [Uzn:, U] [UQ,:, AR [UQn,:UQ,L]

Dans la matrice résultat, calculons le terme d’indices ij :

2n 0q, Op Op, Oq ) <8Uk ou.  oU, 8U~>
U, ,UZ‘ U, a @ a a J J
,;1{ b Ui U ];ZU; <8Uk oU;  9U,0U; ) \ Oq, Opy  Opy O
_ 22" i i <8qa Op, OU}, OU; B 0qq Op, OU}, OU; B Op, 0q, OU, OU;  Opg 0qq OU, OU;
b1 a—1b—1 8Uk 8UZ 8qb 8pb 8Uk 8U, 8pb aqb 8Uk 8U, aqb apb aUk 8UZ apb 8qb
Avec
= O4q ~ Opa
nous avons :

= 0Ux Ogy” dpy

= 0Ux Opy” dg

dgg % 9qo OUp  dqa 22” 9¢, OU,  dpa 22” Opo OUx  dp, 22”
dgy = 0U, Oqy " dps
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Or nous avons aussi Va, Vb,

an an dpa dpa
L e ) -0, =,
dgy ’ dps dgy dps ’
qui donne :
2n 86] 8Uk 2n 86] 8Uk 2n ap aUk 2n 8p aUk
a—:(Sav - :07 - :07 - _50’
kz::l oUy, Oqy ’ kz::l OUy, Opy ,; oUy, gy ,; oU, Opy ’
Nous avons alors :
" [ Opa 8U 0q, OU;
Uk, Ui} U, —L5,
Z{ e UitUs, U 2; <aU am 2 " A0, g b)

z": Op, OU; aqa oU;
oU; Op, 8Ui 04,

a=1
Ui dqa>

Opa OU; 8qa oU; )

Or :

dU;

b||
M:

a;

dU;
U,

I
WE

oU; Op, 8U 04,

(o
(

1

I
S, 2

]

Par conséquent :
2n
> AUk, Uil [Us, Uj] = 6y
k=1

La matrice résultat est donc la matrice unité. La transposée de la matrice des crochets de
Lagrange et la matrice des crochets de Poisson sont inverses 1'une de l'autre.

D Conditions d’intégrabilité et crochets de Poisson

Prenons le cas de quatre variables canoniques (g, g2, p1, p2). Utilisons le résultat du § précédent.
Les conditions nécessaires et suffisantes (5.13) p. 162 sur les crochets de Lagrange pour avoir
une transformation canonique nous donne la matrice de gauche :

0010 [Q1,Q1] (Q1,Q2] [Q1, P1] [Q1, ) 1000
0001 (Q2, Q1] [Q2,Q2] [Q2, P1] [Q2, P2 01 00
1000 [Ple] [P, Q2] [P1, P [Ph Bl 10010
01 0 1) \[P,Q1] [P,Q2 [P,P] [P, P 0001

Si bien que :

Plan]:lv [PlaQZ]:Oa [Plapl]zov [P17P2]20
PZan]:Ov [P27Q2]:17 [P2>P1]:07 [P27P2]20
) [Q17Q2] = 07 [Ql,Pl] = 17 [Ql,PQ] =0
’ [Q27Q2] = 07 [Q27P1] = 0, [QQ,PQ] =1
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En généralisant, on en déduit les conditions nécessaires et suffisantes en termes de crochets de
Poisson pour qu’une transformation (g, p) — (@, P) soit canonique :

[in Qj]q,p =0 [Piv Pj]p,q =0 [le Pj]p,q = 52‘]‘ (6-3)

Ces conditions d’intégrabilité peuvent étre obtenu d’une autre fagon. En appliquant (6.1) p. 168
aux fonctions pour l'instant arbitraires P(q,p) et Q(q,p) :

_OPOH O0POH
P =[P H],, N 0q Op  Op Oq
Q=[Q.Hy, o= QI 0QIH
dq Op  Op Oq

Rappelons un résultat classique de la dérivation des fonctions composées :

dH(q,p,t) = dH(Q, P, t)

OH 87-[ OH 8 8H oH
Q Q) oP P oH
— — d —d —dt
acz( dt 5, p)*ap(a o p>+ ai
_ (OHOQ  OHOP oHo0Q OHOP oH
- <8Q 9 " op aq>d * <8Q ap " op ap>dp o
D’ou les relations :
oM _9HOQ  9HOP
0q 0Q dq  OP Oq (6.4)

oM _010Q  ortop
dp  0Q dp OP dp

Donc :
8P 8H8Q+8_H&_P 8P 8H8Q+8_H&_P
0Q dp  OP Op 0Q dqg  OP 0Oq
Q 8@ 8H8Q+8H8P 8@ 8H8Q+8_H@_P
0Q dp  OP Op 0Q 0q¢  OP Oq
OP OH 8@ OP OH 0Q
0 0Q 0 Qo aQ 5@ Pluy
o_ 0QOHOP Qo op o
= 9q0P0p  0p 0P 0q Q=35 512 Pl

Ce résultat est valable quelles que soient les fonctions (g, p) et P(q, p). Si nous voulons que P
et () soient des variables canoniques, nous devons de plus retrouver les équations de Hamilton.
Une condition suffisante est que [@, P],, = k, ou k est une constante non nulle car on obtient :

OH  9(kH)
P=—k50=""00
. OH  9(kH)
Q= oP 0P

Prendre k # 1 revient a effectuer un changement d’unités (cf. § B.3 p. 96), et nous prendrons
donc k=1:

[va]q,p =
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(@, P|,, = k est-elle une condition nécessaire pour retrouver les équations de Hamilton ? Si
nous supposons qu’'un hamiltonien K (@, P) existe, alors

0K oK oH

P=—— —=_—[Q,P
aQ N 8@ 8@ [Q? ]q,p
. 0K oK 0OH
Qza—P 8—P:6—P[Q’P]q’p
Il faut aussi que :
PK(Q,P) B PK(Q,P)
o0QOP  OPIQ
0 (0H 0 (0H
% (3—]:’ [QaP]q,p> - P (% [QaP]q,p>

OH0(Q, Py,  OHO[Q, Ply,
oP 0Q  0Q opP

Pour que cela soit toujours vrai nous devons avoir

a[Qa P]q,p =0 et a[Qa P]qap =0

oQ oP
c.-a-d.
[Q, P]q,p =k

ExEMPLE D.1. Reprenons 'ex. B.11 p. 162. Montrons qu’une rotation d’angle o dans
I’espace des phases (¢, p), définie par la transformation des coordonnées,

{Q = g cos(a) + psin(a)
P = —¢gsin(«) + pcos(a)

est une transformation canonique en calculant le crochet de Poisson des fonctions Q(q, p)
et P(q,p) pour les variables canoniques (g, p) :

W omeos@), Pmsin@), = sin(), 2D = cos(a)
aq—cosa, ap—s ), i sin(a), ap—cosa
Q9P  0Q OP

— — — T = cos*(a) +sin?(a) =1

dq Op  Op Oq

EXEMPLE D.2. Reprenons I'ex. B.4 p. 150. Montrons que la transformation suivante est

canonique :
x(t) = %at2+%t+x0, p(t) = mat + po
Calculons son crochet de Poisson :

(2, P00 = a—xo 3—]90 - 6—po E)—mo

:1><1—%><0
=1
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ExeEMPLE D.3. Montrons que la transformation suivante est canonique :

@ = —Insinp
P =qtanp
Premieére méthode en calculant le crochet de Poisson :
0Q oQ cos p oP oP q
—:Oa T T . 3 —:tanpa T 5
dq Op sinp dq Jdp  cos?p

oPOQ 0POQ 1

dp dg  dq Ip  tanp
Deuxieme méthode en montrant que la fonction génératrice est une différentielle totale

X tanp =1

exacte :
d@  cosp
d—p T sin p
ag - -
tanp
Et I'on a :

dFy; = pdg — PdQ
d
= pdq + qtanp P
tanp
= pdq + qdp
= d(pq)

REMARQUE 38. Fj, n’est pas génératrice de la transformation car elle est constante :
dFy = —qdp — PdQ
= —qdp + qdp
=0

E Propriétés

E.1 Crochet de Poisson avec une fonction constante

Soient f et g deux fonctions de I’espace des phases. A partir de la définition, nous avons la
propriété suivante :

Lf, CSte]q,p = Z

k=1
=0

n (ﬁacste B af acste>
— \Oqx Opr,  Opr Oqi
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E.2 Bilinéarité

Linéarité a gauche :

. (fi+fo) 99  O(fit+ f2) Og
it o Z ( g, 32% Opr 8—%>

0fi 9g  0fi 89) = <8f2 dg 8f2 6g>
= A A L A
Z <8Qk Op  Opk Ogy, 2 dqi Opx  Opr, Oq

- [flv ]+ [f27g]

k=1

" (O(\f) Dg  O(\f) Og

af dg  Of dg

Linéarité a droite :
Lfs o+ g2] = [f, o] + [f, g2]
VueR,  [f,ngl = plf,g]

E.3 Antisymétrie

(o5 oe_or g
8 _/;1 (a% Ope  Opy 5%)

(0000 o0 0f

N ;;1 (3% Opr. Op 0qk>

E.4 Crochet de Poisson fondamentaux

Les variables canoniques ¢ étant indépendantes les unes des autres, et les variables canoniques
p étant elles aussi indépendantes les unes des autres, nous avons :

_ 3~ (9494 %%)
[QZa %]q,p = Z <aqk Opr Opx Oqx.
[Qiqu]%p =0

dpi Op;  Opi % )

[pi, Pilap = l;l (8% Opr  Opg Oqy
[piapj]q,p =0
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~~ (94 9p;  Og; 8pj>
[QZap]]%p - ; <8% Opr Opr Oqy,
= Z 5“9 d; ik
k=1
[Qiupj]%p = 5ij

F Identités

F.1 Identité de Leibniz

[fg,h] = flg,h] + glf, n]

DEMONSTRATION.
= |0(fg) Oh  O(f9g) 5’h]
7h' = a9
F9.h] Zl dq. Opr  Opr O
n 0g Oh of Oh dg Oh 8 Ooh
:Z< ;09 Oh, Of g of )

0qy, Opy; an Opx, Opr, Oqy, 8]% oqy,

k=1
" (dg Oh dg 8h> - <8f oh af 8h>
= _— M m - + _— M m -
f;;l (a% Opr  Opr Oy, g,;l Oqr Opr,. Opy Oqy
= flg,h] +g[f. h]

F.2 Identité de Jacobi

Lf g, R+ (R [, 9] + g, [0, f]] =

DEMONSTRATION. Le premier terme s’écrit :

z":(afﬁg, h] ﬁM)

0q.  Opx Opr Oqy

k=1

[0 0§ (2000 da0hy 010 (0 0o i)
=1 | O Opx i=1\0q; 9p;  Op; Og; Ipr. Oqr. 5=, \0q; Op; ~ Ip; Ig;
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"o (Of 0% Oh  Of g &h_Of &g 0h Of 99 %k

=33 (5

k=1j—1 Iqr, 32%3% 317] gy, aq] 3pk3pg 3% apkapg 3% gy, 329] 3pk3%‘
Of g oh  Of 9g *h  Of O ah+g@82h)

apk 0q10q; Op;  Opk 0q; 0qrOp; ~ Opi, Oqr0p; Oq; — Opy Opj Dqx0g;
En effectuant la permutation circulaire des trois fonctions f, g, h, I’ensemble s’annule. Par consé-
quent la somme des crochets de Poisson obtenus par permutation circulaire de trois fonctions
est nulle, et le crochet de Poisson n’est pas associatif. U

G Théorémes

THEOREME G.1. Crochet de Poisson et intégrale premicre
Si le crochet de Poisson d’une fonction ne dépendant pas explicitement du temps avec le
hamiltonien est nul, alors cette fonction est une intégrale premiere du mouvement.

DEMONSTRATION. La dérivée par rapport au temps d’une fonction f(q,p,t) de espace des

phases s’écrit :
Wan) (9, , 9,0
dt =1 8qk 8pk ot
Si les coordonnées et les moments varient selon une trajectoire réelle, ils satisfont les équations

de Hamilton (4.6) p. 132 et nous avons :
Aflgpt) & <8f oH  of aH) LS

dt Oqr Opr,  Opr, Oqi ot
df(q,p,t) of
—a = [f,H] + a9 (6.5)

Si le crochet de Poisson avec le hamiltonien est nul et si f ne dépend pas explicitement du
temps, alors,
df(g, p)

dt
et f(q,p) est une intégrale premiere. d

=0

Revenons sur (5.17) p. 166. Le second membre est le crochet de Poisson de ‘H et G, et 'on a :

oG
N = [H,G]
Avec la propriété (E.3) p. 173 d’antisymétrie des crochets de Poisson :
oG
o +[G,H]=0
Avec (6.5) cette relation équivaut a :
dG _0
dat

Le générateur d’une transformation infinitésimale invariante est une intégrale premiere du mou-
vement.
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EXEMPLE G.1. Reprenons les ex. C.1 p. 164 pour le cas d'un mobile libre.

a)

lors d’une translation spatiale infinitésimale d’un vecteur da, le hamiltonien est
invariant de forme fonctionnelle :
2 2
P P
=— —= H=—
2m 2m
Le générateur de la transformation étant da - p nous en déduisons que le vecteur
quantité de mouvement est une constante du mouvement.

lors d'une rotation spatiale infinitésimale d’un angle 66 dans le plan (z,y), le ha-
miltonien est invariant de forme fonctionnelle. Le générateur de la transformation
est L, 00, et par conséquent la composante en z du vecteur moment cinétique est
une constante du mouvement.

pour une transformation de Galilée infinitésimale ((5.9) p. 157),
r'=r—0vt
{13” — 5 - mov
la fonction génératrice (5.16) p. 165 s’écrit :
Fy (T,p,t) =1 p" = 6V (15 — mr) + g(1)

ou g(t) est une fonction quelconque du temps. De plus,

et O

:%—fw(WJra%—Ef)

:(p’z;wv) (5’ + mév) 5*+8%—it)
:%—f—ﬁ' 6V + 1mév? —p’ - 67 m5V2+6%_§;f)
:%_% 52+698_§f)

Si 'on choisit,

alors,

H=2_
2m

et le hamiltonien est bien invariant de forme fonctionnelle. La fonction génératrice
a pour expression :

(T, t) =T-p' — 6V (tp — mD) — s mv’t
et le générateur de la transformation de Galilée infinitésimale s’écrit 6V-(tp — mr).

Le terme entre parentheses est donc une constante du mouvement. Nous pouvons
le vérifier :

mr — pt = m (¥ — Vt)

ou Ty est le vecteur position initiale du mobile.
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EXEMPLE G.2. Reprenons 'ex. A.4 p. 78 pour un mobile de masse m et de charge ¢
dans un champ magnétique uniforme orienté selon ’axe des z positifs. Son lagrangien est
alors :

L=1mv?+4(Bxq) ¥

q 0 T Uy

=1imv’+ 2 [10] x|y vy

B z v,
q _By (%%
L=1imv+ ) Bx |- | vy,
0 v,

=L1m (&? + 92+ ) + LqB(ay — yi)

Les impulsions généralisée ont pour expressions :

pe = OL/0i = mi — $qBy mi = p, + LqBy
py = OL/0y = my + 3qBx = my = p, — +qBx (6.6)
p. = 0LJ0Z =mz mz =p,

Le hamiltonien qui s’écrit
H=p,2+py+p.2—L
= (mx — %qu) T+ (my + %qu) g +mz* — %m (:t2 + % + 2"2) — %qB(my — yx)
= %m(i’g—i—yg—i—z?)
est égal a I’énergie cinétique. Exprimons-le en fonction des impulsions généralisées :

1 1 | 1 |
H=5— (px + —qu> + o= <py - —qB:c) + 5 bl

2 2m 2 2m
Les équations du mouvement sont données par (6.2) p. 168 :

d

i) = i,

£ 0m) = g, 7

dt Yy) = Y,

S 0m2) = mz M

3 (M) = ms,

En utilisant la linéarité a droite des crochets de Poisson :
[ma, H] = {m:t', sm (9'62 + 97+ 22)}
. N2 . N2 . N2
= 5= {mm, (m) } + o [mx, (my) } + o {mm, (m2) }
Avec l'identité de Leibniz et 'antisymétrie du crochet de Poisson, le premier terme est
nul :

ﬁ {mi, (mIE)Q} = —ﬁ [(mx')g,mm'}
= — 5 {md [m&, mi] + mi [mz, mi]}

=0

177



Le dernier terme est également nul car mz n’est fonction que de p, et la coordonnée z
n’apparait pas dans (6.6) :
1 {mm’, (mz)g} _ 1 Oma d(mz)? _ Omi d(mz)*  Imi d(mz)? _ Omz d(mz)?
2m 2m | Oxr  Op, Op, O Oy  Opy Op, Oy
omi d(mz)*  Omi O(mz)*| 0
Jz  Op. dp. 0z N

Il reste :

[mi, H] = 5~ [mi, (my)ﬂ

1 [Omid(mg)®  Imd O(my)? | Omi d(my)*  Omi 9(my)* Lo

C2m | Oz Op, op, Ox dy  Opy dp, Oy
1 0 q*B?*x? qB 0 q¢*B%x?

= — O —_ — 2 — B - A~ 2 - B O
- [ g (py Pyqbr + 1 + 2 op, Dy — DyqbT + 1 +

= L (o e g, - L)

=5 <pqu+2qBrc+quy 57 Bz

=qBy

De méme,
. o -1 -2 -2 -2
my, H) = [my, m (i + §* + )|
= b [y, (ma)?] + & [my, (mg)?] + & [mg, (m2)?]
Pour les mémes raisons que précédemment seul le premier terme est non nul.
mig, H] = 5 [my, (mi)?]
1 [E)my d(mz)? _ Omy d(mz)? n Omy d(mz)? _ Omy E)(mx')Q]

2m | Ox  Op, Op, O dy  Op, Op, Oy
1 qB 0 9 q2B2y2 0 ) q232y2
=— |—— — p2qB —040—— +qB
Qm[ 2 Op, (pm P2qby + 1 + By Dy T P2qbY + 1
1

1 1
=— <—qux + =¢°B*y — p.qB — —q2B2y>
om 2 9

= —qBz

[mz, H) = |mz, fm (&% + 57 + )]
L [0mzO(mi)*  Omz d(mi)? N omz d(max)*  Imz d(mi)?
or  Ops Op, O dy  Op, dp, Oy

2m
=0

Les équations du mouvement ont alors pour expression :

d
&(mi) =qBy

%(my) = —qBt

d .
E(mz) =0
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THEOREME G.2. Théoréme de Poisson
Le crochet de Poisson de deux intégrales premieres du mouvement est une intégrale pre-
miere du mouvement.

DEMONSTRATION.
dlf, 4] _i<ﬁ@_ﬁ@>
dt dt /= \Oqr Opr. ~ Opr, gy
35 (o) 2 o () - (”)——M(@)l
= |dt \Oqr. ) Opr ~ Oq dt \ Opy, Opr ) Oqr.  Opy dt \ Oqy,
:i' (i)ﬁﬁ)f 9 (@) (f)__ﬁi<%>]
= O Opr  Ogi Opy, \ dt Ay, 0q,  Opi Og \ dt
20502 R ) 26)
= - - — | = — —|— . N -
z:: 3qk< Opr  Opr \ dt ) Oq kzl Oqr, Op \ dt Opr Oq \ dt
df dg
- |5 + 2
Sidyf =0et dig =0, alors d[f, g] = 0. O

Ce théoreme permet de trouver de nouvelles intégrales premieres du mouvement.

THEOREME G.3. Invariance canonique des crochets de Poisson
Une transformation canonique préserve les crochets de Poisson.

DEMONSTRATION. Soit la transformation quelconque suivante :

{Q = Q(q,p)
P = P(q,p)

AQa.p) = Z?Qd +3 2
1=1

"8P

Za dqwza

Soient f(q,p) et g(q,p) deux fonctions des variables canoniques, de crochet de Poisson :

of o9 9f Oy

S (2 002 )

Oqr Opx Opy Vg
En utilisant le rappel sur la dérivation des fonctions composées (6.4) p. 170 appliqué a f et g :
LA af 0Q; Of OF, dg 0Q;  0Og OP;
L 9lar =22 Ka o0 " o 00 ) \ o0, ops * 0P, o
=1 im1 =1 L\OQi Oqy i Ogr, Qj Opr.  OP; Opx

_ <8f 0Q;  of 8Pi> <89 0Q; n Jg apjﬂ
0Q; Opr, ~ OF; 0pr, ) \0Q; Oqr ~ OP; Oqi
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Fl =333

k=11i=1 j=1

<8faQiagan+8faQi&zaa 0f 9P; dg 0Q;

0Q; 0qi, 0Q; Opr, ~ 0Q; Ogq, OF; Op, ~ OP; Oqi, 0Q); Oqi,
df OP; dg OP;  Of 0Q; dg 9Q;  Of 0Q; dg OP;
0P, Oy OP; Op,  0Q; Opy 0Q; dqi  9Q; dpy OP; dg,
df P, g 9Q;  df OP; dg OP;

0P, 0p, 0Q; Oqr  OP; 9p, OP; aqk>

" of 0Og af Og
ZZ <8Qz 8Q] Q“Qj]qp ap_ﬁ[Piij]q,p

i=1j=1
df 9g of dg
+ an ap [Q“ ](Lp ap aQ] [QJ7 ] )

Les coordonnées généralisées étant indépendantes par hypothese, on utilise les crochets de
Poisson fondamentaux E.4 p. 173. Les deux premiers termes sont identiquement nuls, il reste :

of 09 0f 09
9Q; 0P, 0P, 0Q,

" dg  df 0
_y ‘fg f g)

0Q: 0P, 0P, 00Q;

=1

= [f.dla.p
Le crochet de Poisson de deux fonctions quelconques des variables canoniques est un invariant
par transformation canonique, ou invariant canonique. 0

EXEMPLE G.3. Oscillateur harmonique simple a une dimension
Pour de petites oscillations d'un systeme a un degré de liberté dans le champ de gravita-
tion, on peut développer le potentiel V' de la force gravitationnelle (ou énergie potentielle)
autour d’une position d’équilibre stable ¢. La position d’équilibre doit étre stable car sinon
le systéme n’oscille pas. D’apres le § J.1 p. 25 cela implique V"(q) > 0 :

Vi) = V(@) + V(@ + zV"(@ - a)° + ...
Comme 1'on utilise toujours qu'une différence de potentiel, celui-ci n’est défini qu’a une
constante pres et 'on peut supprimer V(q). De plus, I’équilibre est réalisé dans un mini-
mum de potentiel, et V'(q) = 0. En posant k et ym (q), nous avons :

V(a) = gk(q —a)* +...

On effectue le changement de variable ¢ = q — . Les oscillations étant petites, g est petit,
et nous pouvons négliger les termes d’ordre supérieur a 2 :

V(g) = Lkq®

On suppose le systeme holonome scléronome et d’apres le § D p. 134 puisque le potentiel ne
dépend pas des vitesses généralisées le hamiltonien se confond avec 1’énergie mécanique :

H(p,q) =F
—T+V
p* kg?

“om 2
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I ne dépend pas explicitement du temps, donc d’apres (4.8) p. 134 il se conserve. L’énergie

, . ;. . def
mécanique se conserve car toutes les forces dérivent d'un potentiel. En posant k = mw?

avec w une vitesse angulaire en rad/s, nous avons :
2 2

D mw

Hp,q) = 5—+

1 2 2 9 92
—%@ +qu) (67)
Le hamiltonien est une somme de deux carrés. Nous cherchons une transformation des

coordonnées (g, p) telle que I'une des nouvelles coordonnées soit cyclique, donc de la forme
p=f(P)cosQ
P
(P) sin ()

mw
car alors le nouvel hamiltonien a pour expression

H(P,Q) = ﬁ 2 (P)cos® Q + f* (P)sin® Q|

q2

(P
2m
ou @ est cyclique. La fonction génératrice ne contenant pas explicitement le temps :
H=H

Pour que les nouvelles variables () et P soient des variables conjuguées, autrement dit
pour que la transformation soit canonique, le crochet de Poisson doit étre égale a 'unité :

_0q Op  Oq Op
[%p}Q,P_ @a—p_a—p@
- %COSQ : L];(Jf) cos @ + %%Sm@’f(}nsm@
_ f(P)of(P)
 mw  OP
Soit,
fpyofp)
mw OP
5y 2

f(P)=+V2mwP
La transformation canonique s’écrit donc

p=V2mwP cosQ

6.8
q:wgst (62)
mw

_Qme_
===

et le nouvel hamiltonien :

H wP
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Nous obtenons les équations de Hamilton pour les nouvelles variables :

. OH |
) P=0 P=a i,
.o - O-w {Q:wt—i—ﬁ (6.9)
“=%p

REMARQUE 39. P = H/w est homogene a une action (en J s), et @ = wt + [ est homogeéne a un
angle (en rad, c.-a-d. en m/m). Les variables action et angle sont donc conjuguées.

En utilisant
H=F=H=wP =wa (6.10)

la solution en termes des anciennes coordonnées s’écrit donc :

p(t) = V2mwa cos(wt + ) p(t) = V2mE cos(wt + f3)

- = (6.11)
q(t) = \/% sin(wt + ) q(t) = 5\/% sin(wt + )

La solution ¢(t) étant sinusoidale, 1'oscillateur est appelé oscillateur harmonique.
Comparons les solutions données en termes d’anciennes et de nouvelles variables. Pour
les anciennes variables (p, q), les équations paramétriques (6.11) donnent les courbes sui-

vantes (fig. 6.1) :

p q
1 /28 |
2mE T /\ /‘\ /
\ I i t i I t
0 or 0 2r
VEImE |
_1 /2E |

F1G. 6.1 — Oscillateur harmonique, p = p(t) et ¢ = q(t), avec 5 # 0

Cherchons I’équation en coordonnées rectangulaires dans I'espace des phases. En prenant

le carré des équations paramétriques (6.11) :
2

2

o — 8 (wt + 5) R = ) 7

mw?¢® ., 2mE  2E/ (mw?)
op = Sin (wt + B)

qui est I’équation d’une ellipse de demi-axes vV2mFE et %\/% (fig. 6.2) :

=1
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1 TNE
Nl

€ |
3

F1G. 6.2 — Oscillateur harmonique, p = p (q)

Pour les nouvelles variables (@, P), les équations paramétriques (6.9) p. 182 donnent les
courbes suivantes (fig. 6.3) :

P Q
E
w 7‘( 1
B
t | t
0 0 m—f

F1G. 6.3 — Oscillateur harmonique, P = P(t) et QQ = Q(¢)

Dans l'espace des phases nous avons alors (fig. 6.4) :

P

€=

0] 3 @

F1a. 6.4 — Oscillateur harmonique, P = P(Q)

0
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Déterminons les constantes « et 5 en fonction des conditions initiales gy = ¢(t = 0) et

po=p(t=0):
Po = V2mwa cos(f)

0=/ > sin(5)

Avec (6.10) p. 182 et (6.7) p. 181 at =10
a=H/w

_ 1 2 2,2 2
= S (po—i-mw CJO)
Pour S :
1
B~ — tan(p)

Po mw

£ = arctan (mw @>
Po

En remplagant « et 5 par leurs expressions dans (6.11) p. 182 :

p(t) = \/m CcOS [wt + arctan (mw @ﬂ

Po
_ = 2,202 ai 9o
q(t) = —\/pé + m2w?q¢} sin |wt + arctan [ mw —
mw Po
Cherchons 'expression de la fonction génératrice Fi(q, @) de l'oscillateur harmonique.
OF
q
(6.12)
o P.Q)
8@ - QJ

En injectant (6.10) p. 182 dans la solution (6.11) p. 182, exprimons p et P en fonction
de g et @ :

. 2mwmwq?
p=vamuwP cos ) p = VamwP cosQ P g ¢
= =
q:ﬁlﬁ sin Q mwq® = 2P sin* Q
mw
0F;

p = mwq cot Q a—q:quCOtQ N {Fl(q,Q):lquQCotQJrh(Q)

P
2sin” Q)

= 2 = 2
= % oFy _ mwg’ Fi(q,Q) = 3 mwq* cot Q + g (q)
St 0Q 2sin? )

La fonction génératrice est donc :

Fi(q,Q) = 1 muwg?cot Q
La théorie de Hamilton-Jacobi que nous allons voir dans le prochain chapitre permet de
trouver la fonction génératrice qui rend toutes les nouvelles variables () cycliques.
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A Equation de Hamilton-Jacobi

Nous cherchons la fonction génératrice F; de la transformation canonique qui rend toutes les
nouvelles variables () cycliques. Supposons qu’elles soient effectivement toutes cycliques et donc
n’apparaissent pas dans le nouvel hamiltonien H. Les équations de Hamilton transformées

s’écrivent :

e AL B—e
Vi=1,...,n ! = . OH(P,t) = : OH(P,,t
J . OH(P,1) Q]:M 0, = OH(P;,t)
Q] = 8P] aP] Pj=cste
ap, ;

Soient a; = P;(t = 0), w; = Q;(t = 0) et B; = Q;(t = 0) des constantes :
Pj = P;(t = 0) Pj=a
Vi=1,...,n ) o =
Qj=c Qj = wit +
Les coordonnées étant cycliques et les impulsions constantes, le nouvel hamiltonien s’écrit :
H= H(Oél,...,Oén,t)

Tous les hamiltoniens transformés s’écrivant sous la forme ci-dessus sont solutions de notre
probléme initial. Nous pouvons alors imposer la condition supplémentaire que le hamiltonien
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transformé se conserve, 0; H = 0. Il ne dépend donc pas explicitement du temps et devient une
constante :

H — Cste
Tous les hamiltoniens transformés constants sont solutions, nous choisissons un hamiltonien
transformé nul. Avec H = 0 les équations de Hamilton transformées deviennent

Vi1 P;=0 Py =q -1
j=1,...,n 0, =0 = {QjZ@‘ (7.1)

ou les constantes o et B; sont les conditions initiales des P; et des Q);.

A.1 Fonction F1

Nous avons le choix parmi quatres fonctions génératrices. Commengons par Fi(q, @Q),t) et repre-
nons (5.4) p. 148 en injectant H =0, P; = o;,Q; = f; :

8F1(Q7Qat) =p, 8F1<q767t> = p;
dg; g
8F b 7t
ijl,...7n %C;C?’O:_PJ = %:_Qj
J J
8F1(Q7Qat) _ 8F1(Q7Bat) @ o

ou 'on a reporté la premiere relation dans la troisieme. Dans I'ex. B.1 p. 149, nous avons noté
qu’étant donnée une transformation des coordonnées, l'intégration des 2n + 1 équations aux
dérivées partielles ci-dessus donne la fonction génératrice.

A.2 Fonction F2

Faisons a présent le choix historique de Jacobi et cherchons une fonction génératrice de type 2,
notée S(q, P,t) et appelée action. On l'appelle aussi action de Hamilton pour la distinguer de
l'action de Maupertuis (cf. § E.2 p. 228), et fonction principale de Hamilton pour insister sur
le fait qu’il s’agit d’une fonction. Comme précédemment, reprenons (5.7) p. 152,

aS(q, Pt)
8qj‘ a pj
. 0S(q, P, t)
V - 1, ey —\b 7 = .
j n o =
Pt
PLLD _ 1 wg.p.1) (7.2
et injectons les équations (7.1) de la dynamique de Hamilton H =0, P; = «j, Q; = f3; :
08(q, o, 1)
= p; 7.3a
aqj J ( )
. 08(q, a,t)
Vi=1,...,n =5 (7.3b)
804]' J
0S(q,a,t) 0S(q, o t)
t)] = .
By +H (q, o 0 (7.3¢)
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REMARQUE 40. M est un abus de notation pour 788((]’]3’ )
aaj 8Pj e
=

(7.3a) permet de changer de variable dans (7.3c). Celle-ci est une équation différentielle aux
dérivées partielles du 1°" ordre en ¢ et du 1°* ordre en ¢, appelée équation de Hamilton-Jacobi
en représentation q, qu’il faut intégrer pour trouver l'action de Hamilton S(q, a,t) que nous
cherchons. Nous pourrons U'intégrer car H est connu. Elle est & n + 1 variables (q,t), et est
non linéaire car H est une fonction quadratique des p, donc des 0S/dq. Lorsque S(q, a,t) est
déterminée, (7.3b) donnent les équations du mouvement g;(t).

S(q, a,t) sera de fait la fonction génératrice de la transformation des coordonnées telle que
toutes les nouvelles coordonnées () soient cycliques.

L’intégration complete de 1’équation de Hamilton-Jacobi fait apparaitre une constante d’inté-
gration pour chaque variable ¢ et pour le temps, soit n 4+ 1 constantes d’intégration arbitraires
v, si bien que la solution de I’équation différentielle est de la forme :

S =387, Ynt1st)
S n’apparait pas dans ’équation de Hamilton-Jacobi, seules ses dérivées partielles sont présentes.
Par conséquent, si S est solution alors S + ¢*% est aussi solution, et donc I'une des constantes
est purement additive :
S=38(¢,7 > t) + st
Mais une constante additive n’a pas d’importance pour une fonction génératrice puisque seules
ses dérivées partielles sont utilisées dans les transformations canoniques (5.7 p. 152). Par consé-
quent :
S = S(Qa'ﬁa . --7/7n7t)
Les P; = a; et les y; étant des constantes non encore fixées, nous pouvons poser 7v; = o, et
I'on retrouve :

S=8(q,01,...,an,t) =S(q,a,t) (7.4)

A.3 Fonction F3

Faisons le choix d'une fonction génératrice de type 3. Injectons H = 0, P; = «;,Q); = 5; dans
(5.11) p. 158 :

5.6t _ _
ol f g; (7.5a)
. OF3(p, B, 1)
Vi=1,....n 37]‘: -y (7.5b)
0Fs(p, 5,t) 9Fs(p, 5,t) —
" H ,p,t] =0 (7.5¢)

(7.5¢) est une équation différentielle aux dérivées partielles du 1" ordre en p et du 1°" ordre en
t, appelée équation de Hamilton-Jacobi en représentation p. Elle est a n + 1 variables (p;,t), et
son degré dépend du degré de ‘H en fonction de gq.
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A.4 Fonction F4

En injectant H = 0, P; = «;,Q); = ; dans une fonction de type 4 nous obtenons un systeme

d’équations similaire au systeme d’équations d’une fonction de type 3 :

aFL,L (p7 «, t)
Ip;

6F4(p, aat) _ ﬂ
8aj -

OF,(p,a,t OF.

e (G o

B Séparation des variables

B.1 Equation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ indépendante du temps

Dans le cas ou H ne dépend pas explicitement du temps, c.-a-d. lorsque la somme des énergies
potentielles ne dépend pas explicitement du temps, I’équation de Hamilton-Jacobi en représen-
tation ¢ (7.3c) p. 186 devient

0S(g,a.t) _ _,H( S )

ot q, a_q (Q7&)

S(q,a,t) = —H <q, g—j (q,oz)> t+ Solq, )

Cette relation n’est pas cohérente : S fonction de (g, a, t) dans le membre de gauche, et dS/0q
fonction de (g, ) dans le membre de droite. Remplagons S par Sy dans le hamiltonien puisque
par hypothese il ne dépend pas explicitement du temps :

880((], a)

8<Q7 a, t) = _H <Q7 aq

>t+80(q,a)

So(q, ) est appelée fonction caractéristique de Hamilton ou action réduite. (4.8) p. 134 indique
qu'un hamiltonien ne dépendant pas explicitement du temps se conserve, et donc n’est fonction
que des constantes d’intégration :

S(q,a,t) = —H(a)t + So(q, ) (7.6)

Dans l'action de Hamilton S(q, a, t), la variable temporelle est maintenant séparée des variables
q. Au lieu de garder H comme fonction des n constantes «;, il est parfois plus intéressant de
poser simplement ‘H = «;.

D’apres le § D p. 134, lorsque le systeme est holonome scléronome et lorsque le potentiel
de force V(q) (la somme des énergies potentielles) ne dépend pas explicitement des vitesses
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généralisées, le hamiltonien se confond avec I’énergie mécanique et la solution de I’équation de
Hamilton-Jacobi en représentation ¢ est de la forme

S(q,a,t) = —E(a)t + So(q, @) (7.7)

dans laquelle H(«) = E(«). D’apres le § D p. 134, I'énergie mécanique étant constante, le
systeme est conservatif. Nous avons déterminé la fonction génératrice de type 2 qui donnera le
changement de coordonnées

Py = a;

Vi=1,....n {szﬁj

avec un nouvel hamiltonien nul :

H=0

En remplacant 1'expression de S(q, «,t) dans les transformations canoniques (7.3) p. 186, et

avec 05 /0q; = 08,/0q; :

8‘90((]7 O[) — .
0q; P
N OB(a) , | 0So(g,0)
\V/] N 1’ 7 80@- b+ 804]' —BJ
_E+H (q’ 880<q7a)> =0
dq

REMARQUE 41. Dans le hamiltonien, le potentiel ne dépendant par hypothése que des g, seule I’énergie
cinétique dépend des S, /dq.

Nous voyons que nous pouvons utiliser Sy a la place de § comme fonction génératrice de la
transformation en écrivant :

880<q7 Oé) _
oy, Dj (7.9a)
Vi=1,...,n 730@- = B + 7804]» t (7.9b)
_E+H (q, %ﬁ) =0 (7.9¢)

(7.9¢) est I"équation de Hamilton-Jacobi en représentation q indépendante du temps. La fonction
Sp génere la transformation qui passe des coordonnées (¢, p) aux coordonnées (Q);, P;), telles

que ((5.7) p. 152) :

Pj:Oéj

Vi=1,...,n
Q;=p; +

OE(a)

t
8aj
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Pour trouver le nouvel hamiltonien H' associé a la fonction génératrice Sy, reprenons la relation
générale (7.2a) p. 186 :

9S(q, P,t)
ot

_9 [—E(a)t + Solg, )] + H(q, p, 1)

ot
oS,

=0

H= +H(q, p,t)

+ H(q,p,t)

Donc

08o(q, a

e
ot

Or, la relation générale (7.2a) p. 186 appliquée a H' avec Sy(q, ) pour fonction génératrice

donne :

_ 880((], a)

H’ + H(g,p, 1)

Le nouvel hamiltonien n’est pas fonction des @), les nouvelles coordonnées sont toutes cycliques.

EXEMPLE B.1. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné
Une masse glisse sans frottements sur un plan incliné. Quelle est I’équation de son mou-
vement 7
Pour appliquer la méthode de résolution de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ ou p, il
faut lexpression du hamiltonien. A partir de sa définition, d’apres l'ex. B.2 p. 131 :

2

H(g,p) = zp—m — mgqsin(a)

Nous pouvons obtenir le hamiltonien d’une autre fagon. D’apres (4.8) p. 134, il ne dépend
pas explicitement du temps donc il se conserve. La liaison étant holonome scléronome et
le potentiel ne dépendant pas des vitesses généralisées, 1’énergie mécanique se confond
avec le hamiltonien :

H(q,p) = E
T4V
2

- mgqsin(a)
2m

Dans cette relation, remplagons I'impulsion généralisée grace a (7.9a) p. 189 :
S, 1 (08’ .
H (Q, 8—q> ~om (8—(1) — mgqsin(a)
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L’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ indépendante du temps (7.9¢) p. 189

donne :
dq

2m
0S8y

YT i\/2mE + 2m2ggsin(a)

So(q, F) = j:/ \/ZmE + 2m2ggsin(a)dg + ¢

1 9 . 3/2
= im (ZmE +2m gqsm(a)) +c

1 (95 .
(8—q> —mggsin(a) =0

Nous pouvons oublier la constante d’intégration car seules les dérivées de la fonction
principale de Hamilton interviennent dans la résolution du probleme. (7.9b) p. 189 donne
I'équation du mouvement t(q) :

_ 14 %%
B OF
=—t+ 1 \/2mE + 2m2gqsin(a)
mg sin(a)
1 2K
=—t+ — + 2ggsin(«) (7.10)

gsin(a) V m

REMARQUE 42. Pour trouver (7.10) on peut aussi garder S sous forme d’intégrale et dériver sous
Iintégrale :

B=—-t+ / a%\/QmE + 2m?2ggsin(a) dg
=—t+ m/ dg
\/QmE + 2m2ggsin(a)

ti,/%/—dq
/1+ mgs&n(a)q

Effectuons le changement de variable suivant :

i E I
i = mgsgl(oz) q N = ' ’

mgsin () K ¢ mgsin ()
qui donne,
GB__ i3 dg’
2E mgsin(a) /| VT+¢
2 E
= t+ —~/1+¢

gsin(a) \ 2m

1 [2F | mgsin(«)
=—t+ —\/ 14+ ———
gsin(a) | m + E e
1 2F
=—t+ — \/ — + 2ggsin(a)
gsin(a) V m

et lon retrouve bien le résultat (7.10).

B=—-t£
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En isolant la coordonnée généralisée ¢ on trouve I’équation du mouvement ¢(t) :

1 ., 2E
q= 9gsin(a) {[i(t + B)gsin(a)]” — E}

_ E
= 39(t+ ) sin(a) — s
E
= 39t%sin(0) + gBtsin(a) + 3 987sin(a) — s

Exprimons les constantes E et 3 en fonction des conditions initiales qq et ¢o. La constante
£ a méme valeur a un instant ¢ quelconque et a l'instant initial ¢ =0 :

1 2K

f=+— — + 29qo sin(«)
gsin(a)V m
L’énergie est constante, sa valeur est celle de I'instant initial :
Py
E = — —mgqosin(a
om 9o sin(a)

Avec (4.4) p. 132 :

2_2E + 2gqo sin(«)
o = m 940
Si bien que
1t2'()i\/2E+2 in(a)t + : (2E+2 '()) b
= 2 gt*sin(a — sin(« — (= sin(a) | — ———
1= 39 m I 2gsin(a) \'m 9o mg sin(«)

=1gt’sin(a) £ Dy Q0
m

Nous gardons le signe positif car si g et gg sont nuls alors ¢ croit avec le temps lorsque ¢y
est positif :

q= %gt2sin(a)+%t+qo

EXEMPLE B.2. Oscillateur harmonique simple a une dimension
D’apres I'ex. G.3 p. 180, le hamiltonien est constant et se confond avec 1’énergie méca-
nique :
2
p ko,
H(q,p) =F=—+— 7.11
(¢,p) 5 T 54 (7.11)

Remplagons I'impulsion généralisée grace a (7.9a) p. 189 :

88\ 1 (0S0\® Kk ,
H<q’8q>_2m<8q>+2q

L’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ indépendante du temps (7.9¢) p. 189

donne : ,
_Epa =0 Y2 =
+2m<8q> =0

% = +4/2mFE — mkq?
dq
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2
So(q, E) = :i:\/2Em/\/1 — ZiEdq

ou la constante est choisie nulle. Effectuons le changement de variable suivant

2 Nk . 2E 2F
(=55 = =55 o a=d\5- = di=y/5~dg

qui donne,
2F
Sola, B,t) = i@./_/ﬂdq,
- j:2E\/ < 1 — ¢"? + arcsin q')
m k kq? L
E.t) = +2E./— A S . k-
B Vi | 2Eﬁ+amm (q 2E)
== mimﬁmm JE
- ! k N2k

(7.9b) p. 189 donne I'équation du mouvement t(q)

b==t+%E

= ¢+
V2mE — mkqg?

m ) | k
=—t+ ,/Earcsm (q ﬁ)

(7.12)

qm m _
+o, /" N 2E,/
o aresm ( ZE) + “ EVAE — 2%k 4E - 2q

B_t+—( /\/mdq>

:,ti/L
\/2mE — mkq?
— 4 /m/ dg
= = [ =L
2F /1_ﬁq2

Effectuons le méme changement de variable que précédemment, nous avons
a2 \/@ / dg/
2E\ k m
S EE \/@ arcsin ¢’
k
=—t+ \/% arcsin <q\/g>

et 'on retrouve le résultat.

REMARQUE 43. On peut aussi garder S sous forme d’intégrale et dériver sous I'intégrale

(7.13)
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En isolant la coordonnée généralisée ¢, nous trouvons ’équation du mouvement ¢(t) :

arcsin (Q\/g) = j:\/% (t+5)
q= j:\/?sin [\/%(t—i—ﬁ)

En posant,
{w =\/k/m
o = wp (7.14)
nous avons :
1 2F
q=£—/ — sin(wt + ¢o) (7.15)
w Y m
_ 0%
= +\/2mFE — mkq?
= i\/2mE — 2mE sin? {\/% (t+ B)]
= +V2mE cos(wt + ¢o) (7.16)
Déterminons les constantes F et g en fonction des conditions initiales qq et py :
1 [2F s 2B
= :l:— —_— 1 pum
Qo w” — sin (o) N G = 350" o
po = £V2mE cos(po) Py = 2mE cos® ¢
2mE (cos2 (o + sin® 900) = i+ m*Wq
2
Do koo
E=—+—-
om T 2%

Nous retrouvons (7.11) p. 192. Pour ¢, nous avons,
o 1
— = —tanyy
Po Tw

(o = arctan (mwqo/po)
et a partir de (7.14) nous avons l'expression de la constante [ :

B=po/w
= arctan (mwqo/po) /w
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B.2 Equation de Hamilton-Jacobi en représentation p indépendante du temps

Dans le cas ou H ne dépend pas explicitement du temps, I’équation de Hamilton-Jacobi en
représentation p (7.5¢) p. 187 devient :

OF3(p, B8,1) _ OF3
0
F3(p757t) =-H <_ 623 (pvﬁ) 7p>t+F30(paﬁ)

Remplagons Fj par Fjy dans le hamiltonien puisque par hypothese il ne dépend pas explicite-
ment du temps :

OFs0(p, )
dp

(4.8) p. 134 indique qu'un hamiltonien ne dépendant pas explicitement du temps se conserve,
et donc n’est fonction que des constantes d’intégration :

Fs(p, B,t) = —=H(B)t + F3o(p, B)

D’apres le § D p. 134, lorsque le systéme est holonome scléronome et lorsque le potentiel de
force V(q,t) (la somme des énergies potentielles) ne dépend pas explicitement des vitesses
généralisées, le hamiltonien se confond avec I’énergie mécanique et la solution de I’équation de
Hamilton-Jacobi en représentation ¢ est de la forme

Fs(p, B,t) = —E(B)t + F3o(p, B)

F3<p7ﬁ7t):_?—[ <_ 7p>t+F30<p7B)

dans laquelle H(3) = E(B).

En remplagant I'expression de F3(p, 3,t) dans les transformations canoniques (7.5) p. 187, et

avec 0F3/0p; = 0F3/0p;

OF30(p, B) —
8pj qJ
. 8F3<p757t> _
Vi=1,...,n 5, = —q;
O0F3 .
—EB)+H <_8—p’p> =0

(7.18¢) est I'équation de Hamilton-Jacobi en représentation p indépendante du temps. Nous
voyons que nous pouvons utiliser F3y a la place de F3 comme fonction génératrice de la trans-
formation :

OF30(p, B) _ o
oy q; (7.18a)
- 8F30(p757t) _ )
Vi=1,...,n op =t—q; (7.18b)
F
—E(B)+H (—8650 ,p> —0 (7.18¢)
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ExXEMPLE B.3. Reprenons 'ex. B.1 p. 190 d’'une masse glissant sans frottements sur un
plan incliné. Le hamiltonien a pour expression :
2

I S
Hg,p) = B = 5~ —mggsin(a)

Remplagons la coordonnée généralisée grace a (7.18a) :

OF: 2 OF30(p,
H(— 30(P,5)7p :p—+mg 50(p, B)
Op; 2m Op;
L’équation de Hamilton-Jacobi en représentation p indépendante du temps (7.18¢) donne :
—-F — =0
(B) +H ( o ,p>
P’ OF30

_Epa i
+2m—|—mg dp

6F30 1 p2
— : E- 2
Jp  mgsin(«) 2m

1 2
Fy = 7/]5 - g
mg sin(«a)

1 3
- (Ep-
mg sin(a) ( b 6m> e

ou 'on a supprimé la constante d’intégration. (7.5b) p. 187 donne p(t) :

sin(«)

sin(a) =0

M=t o
R
mg sin(a)

p=mgsin(a) (t — ay)
Notons pg la condition initiale sur I'impulsion :
po = —mgsin(a) oy
(7.5a) p. 187 donne I'équation du mouvement ¢(t),
0F3
Ip

1 2
- - (g
mg sin(«) 2m

E 1 2 2 ;2 2
= — t o
mg sin(a) * 2m?2g sin(a) {m g~ sin”(a)(t — o) ]

q:

E

mg sin(«)

g(t — a1)?sin(a) —

N[
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B.3 Cas des coordonnées cycliques

Nous parlons ici des anciennes variables, les nouvelles étant toutes cycliques. Supposons que ¢;
n’apparaisse pas dans le hamiltonien. D’apres le § C.2 p. 107, si ¢; est cyclique alors son moment
conjugué p; est constant :

H o5 08,
q27"'7qn7p17aq27"'7aqn7

Dans ’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ dépendante du temps (7.3c) p. 186, la
coordonnée ¢, n’apparaissant pas dans le membre de droite elle ne peut apparaitre dans celui
de gauche :

oS oS oS

Ty sy Yny 7&7"'7&n7t:_7—[ sy o Uny 7—7"'7—7t
ot (¢ Qn,P1, 02 ) <(J2 dn; P1 O 04 )

Par conséquent

S(Qh ceeyQn, Q. 7an7t> =P1q1 + 81(‘127 <oy Qn,P1, 02, . .. 705n7t)
et ’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ dépendante du temps se réécrit :

oS

_<QQ7'"7QTL7p170527"'705nvt) = _H <q27"'7QH7p17

0S; 0S8 y
ot

a—q27...78—%’

Les équations de Hamilton-Jacobi permettent la séparation des variables cycliques.

ExXEMPLE B.4. Balistique

Etudions le mouvement dans le plan (x,y) d’un projectile dans le champ de gravitation
terrestre en I’absence de frottement de I'air. La force de pesanteur dérivant d’une énergie
potentielle, le hamiltonien se conserve et est égal a 1’énergie mécanique :

’Hz%(iz—l—yz)—i-mgy

= ﬁ (p2+p}) +mgy

=F

Le temps est cyclique, ’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ indépendante
du temps (7.9¢) p. 189 s’écrit :

—E—f—H(q,M):O
dq

19S5\ [9S)\° B
om <3—> +<a—y> +mgy = E

La variable z étant cyclique, appliquons la séparation des variables :

So(z,y, B, ag,t) = coxr + S1(y, E, as, t)
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L’équation de Hamilton-Jacobi devient :

1|, (05

— Zt - B

5 a5+ ( 8y> + mgy
881\’

(8—3/1> =2mE — 2m?gy — a3

S1 :i/\/2mE—2ngy—a§dy+c

=F <2mE — 2m2gy — a§)3/2 +c

3m?2g
L’action (de Hamilton) s’écrit,
1 9 9\ 3/2
S = —Et—i—agxq:m <2mE—2m gy—ozg)

définie a une constante additive pres. (7.3b) p. 186 donnent d’une part ’équation du
mouvement t(y) :

oS

b=

3 9 2\ 1/2
Sy X 5 <2mE —2m-gy — 042) X 2m

1
=—tF —\/2mE —2m2gy — a3
mg

Pour trouver la valeur de la constante /31, prenons I'instant initial (¢ = 0) :

1
By = F—\/2mE — 2m2gy, — a3
mg
On inverse la relation pour trouver I’équation du mouvement y(t) :
[mg (t + 51))° = 2mE — 2m?gy — o?

om2gy = —m2g? (t + 1)° + 2mE — o2
9 ) aj
=2 (¢ = _
Y 2( +H)+ mg  2m?g
9b B o
2 mg  2m?g

Nous pouvons exprimer 3; en fonction des conditions initiales :
: . Yo
y=—g(t+5) = Yo = —gb = pr = _;

D’autre part, (7.3b) p. 186 donnent I’équation de la trajectoire z(y) :

oS

52—@
) 1 9 2\ 3/2
:@ —Et+a2x$m(2mE—2m gy—a2) ]
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1 3 1/2
Bo=xF 32y X 3 (QmE —2mPgy — ozg) X (—=2)ay

=z+ a—;\/2mE —2m2gy — a3
mag

Pour trouver la valeur de la constante (5, on considere I'instant initial :

By = ¢ £ —\/QmE —2m2gy — a3

04251
= :CO —

oot
— ro+ 2%Y0

mg

On inverse la relation pour trouver 1'équation de la trajectoire y(x) :

2 2
lw(ﬁz - x)] =2mE — 2m*gy — a;
&%)
4 2

2omigy = — agg (By — 2)* +2mE — a3

m?g s, B a3
V=g B T s ey
m?g 95
:—T‘%(ﬁz 252x+:1:)+y +7

m 2 ?/0
~5a2 (52 2B +27) + yo + o (7.19)

Notons xy la condition initiale sur 1a position horizontale :

y
Yo = —2— (52 2B2x0 + $3) + Yo + i
22
Y m-g
20" 3 (52 2Bao + 73

En remplacant 32/ (2g) puis Bg dans (7.19) :

m>g /. 2 "9 (a2 2
y:—m@-zﬁw>+2—<ﬂ2—2ﬁm+wo>+yo

2

_m’g B )
o3 Pala = o) = 2a2 ( 0)
m’g ( 0421)0) 902 2
=—=|xo+ (x — o x® —xy) + Yo
g \"F g )~ Gag (8~ 50)
2 T

2 )] +Z/0
@) mg

_ m2g(z — x) lagyo (x — ZL‘O

m

20

_m g(z — xp) [960 N a2y0 (x +
2

a3 mg
m2g 9, MYo
:—ng(m—l’o) +a—2($—l’0)+y0
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Avec (7.3a) p. 186,

0S8
Pz = O
mjl'o = Qg
nous avons ’équation de la trajectoire :
g 2 yo
— I (e e — 7.20
Y 22 (x — o) +$0 (z — o) + yo (7.20)

B.4 Equation de Hamilton-Jacobi et forme du hamiltonien

Lorsque le hamiltonien est de la forme

051 oS8, oS8,
H=H ,— | + Ha T T i 7
1 (fh 8q1> <Q2 q X 0a, )

nous supposerons que ¢; est une variable séparable la fonction principale de Hamilton :
S(q,a,t) =8u(qo, - Gn, oy ..oy, t) + S1(q1, 1)

L’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ dépendante du temps (7.3¢) p. 186 devient

aSa(q27"'7qn7a27-"7an7t) 681 aSa 88(1 .
ot _'_Hl Q178q1 +Ha qQa"'uqnaaqzv"'uaqnut =0

‘H, étant la seule fonction de ¢, nous obtenons le systéme suivant :

dSi (g1,
Hy <Q17 %) =01
q1

0Su(q2y -y Qny 2y .oy iy, T)
ot

oS, oS,
_'_Ha <q27"'7QH7 —,t>:—041

a—q2,...78qn

La premiére équation différentielle, du 1°F ordre en ¢; et du second degré en dS;/dq;, permet
d’obtenir §;. De méme, si le hamiltonien est de la forme

0S; dSs oS, oS, )
H==H ,— |+ H ,— | +H N -l 7
1 (Ch 8q1> 2 <CJ2 dq1> b (C]3 q 945 94

nous supposerons ¢; et ¢o séparables dans la fonction principale de Hamilton :

8<Q7 a, t) = Sb<q37 <oy G, O3, O, t) + 81(‘117 Oél) + 82((127 042)

L’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ dépendante du temps (7.3c) p. 186 devient

8&, 681 d82 8Sb 8Sb
— — — - —_— ..., —, 1] =
ot + 7-[1 <(11> aql ) + HQ <CJ2> dq2 ) + Hb <q37 y dns 8Q3 ) ) 8(]” ) ) 0
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Nous obtenons le systéme suivant :

dSi(q1,
Hq <Q1, 71?; 1)> =«
1
dSs(qo,
Ho (CJQ, %) = Qo
1
OSp(q3y -+ s Qn, A2, . - ., A, 1) oSy, oSy,
—_— .., —, ] ==
8t +Hb g3, y Ans aqgj 7aqn7 (al +O[2)

Les équations de Hamilton-Jacobi permettent parfois la séparation de variables non cycliques,
selon comment elles apparaissent dans le hamiltonien.

ExXEMPLE B.5. Coordonnées sphériques
En coordonnées sphériques (r, 0, ¢), la vitesse a pour expression,
¥ = re, + rfey + rsin(0)de,
et I’énergie cinétique s’écrit :
T def 1 2

—§mv

=1im (7’"2 + 120 + r2? sin2(9))

On consideére un mobile dans un champ de force d’énergie potentielle V(gq) indépendante
des vitesses généralisées ¢. D’apres la déf. D.1 p. 108 les impulsions généralisées ont pour

expressions
Pr = mr

po = mr’0
pe = mr’sin®(6) ¢

et le hamiltonien s’écrit

1 2 2
H:—<p3+@+7% >+V(r,9,gb)
2m

et les variables pourront étre séparées si,

V(r,0,¢) =a(r) + bfg) T ;(nq?(@)

ou a(r), b() et c(¢) sont des fonctions arbitraires, car alors le hamiltonien aura la forme

vue au § B.4 p. 200. La symétrie sphérique étant rompue par le sin?(6), le terme c(¢) est

choisi nul : "
V(r.6) = a(r) + 22

L’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ dépendante du temps (7.3c) p. 186

s’écrit
dS(q, a,t) oS
— 2+ H — 1] =

os 1 [(as\' 1 (as\ 1 (osy’
or r2 \ 00 r2sin?(0) \ 0¢

— +a(r)+—=-=0
201
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Nous avons vu ((7.4) p. 187) que le nombre de constantes dans S est égale au nombre
de coordonnées généralisées. Le hamiltonien ne dépendant pas explicitement du temps
et ’énergie potentielle n’étant pas fonction des vitesses généralisées, nous cherchons une
solution de la forme (7.7) p. 189 :

S(r,0,0,FE,as,a3,t) = —Et +8y(r, 0,0, E, as, ag)

L’équation de Hamilton-Jacobi devient :
1 {(S 2+ 1 (89S, 2+ 1 9S,\’
or r2 \ 00 r2sin?(6) \ 0¢
La coordonnée ¢ étant cyclique (elle n’apparait pas dans H) son moment conjugué p, est
constant, d’apres le § B.3 p. 197 nous pouvons la séparer :

SU<T7 97 ¢7 Eap¢7 053) = p¢¢ + Sl (Ta 97 Eap¢7 053)

L’équation de Hamilton-Jacobi devient :
(oS (98N, _n
or r2 \ 90 r2 sin?(0)
28\ oS P’
2 1 2 2 1 ¢
— 2 -2 E 2mb(0) =
T(ar>+mm<) mr +<89>+sin2(9)+m() 0

D’apres le § B.4 p. 200, nous supposons les variables séparables dans 'expression de
I'action de Hamilton (donc aussi dans &) :

81(7", 07 (ba E7p¢7 053) = 82<T7 Eap¢7 053) + 83(97 Eap¢7 053)

L’équation de Hamilton-Jacobi s’écrit alors,

1 d_82 2_’_i d_83 2+L
dr r2 \ do 72 sin’(0)

+a(r)+ —=

b
+a(r)+ —-=F

1 (dS,)’ 1 [(dS\* . 1
— | — 2mb(0)| = FE
2m ( dr ) Talr)+ 2mpr2 ( de ) * sin?(6) +2mb(0)
et donne le systéme suivant,
de sin?(6) N FrE 3 sin®(0)
L d_82 2+a(7~)+ a3 — F ng —+./9 063
2m \ dr 2mr? - \/ m|E — a(r )

ou a3 est la derniere constante arbitraire (apres py et E) L’intégration donne :

S:—Et+p¢¢i/\lag—2mb(9) 29) dﬁi/\/Zm —a(r)] — %dr

sin?(

(7.3b) p. 186 donne 1'équation du mouvement t(q) :

oS oS oS
—E—Bh 8—m_627 —— =03

8063
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C Représentation de ’action de Hamilton

Considérons un mobile se déplagant dans un champ de forces conservatives (chaque force dérive
d’un potentiel). Prenons les coordonnées rectangulaires comme coordonnées généralisées :

Q=% @=Y, =2=z et P1 =Pz, P2=Dy, P3=D:

D’apres (7.3a) p. 186 :
oS oS oS
PxZ%, Py:a—y, pzZ@

Le gradient d'une fonction f quelconque est toujours perpendiculaire aux surfaces équipoten-
tielles (f = ¢*'¢) de cette fonction. Par conséquent les trajectoires sont a la fois tangentes au
vecteur quantité de mouvement p et normales aux surfaces équipotentielles S, surfaces pour
lesquelles I'action est constante. Les trajectoires sont les rayons des surfaces équiaction.

& Pt = grad [S(E, t)] (7.21)

Supposons de plus que I’énergie potentielle ne dépende pas explicitement du temps (elle dépend
toujours implicitement du temps par l'intermédiaire de la position du mobile). Sous cette condi-
tion, ’énergie mécanique E se conserve dans le temps et devient une constante du mouvement.
Nous cherchons alors une solution de la forme (7.7) p. 189,

S(z,y, 2z, a1, a9, a3,t) = —Et + Sy, y, 2, a1, ag, ag) (7.22)
ce qui implique
— —
grad [S(x,y, z, aq, ag, ag, )] = grad [So(z, y, 2, a1, g, a3)]
(7.21) devient :

38 a8, 05,

px - a—l" py — a—ya pz - E p(r) = gra‘d [So(r)] (723)

Réciproquement, a un champ Sy donné correspond toutes les trajectoires perpendiculaires aux
surfaces équipotentielles de Sy et nous avons :

ASy = / B(T) - df (7.24)

Au signe négatif pres, 'impulsion p est analogue a un champ électrique et les surfaces Sy aux
équipotentielles de ce champ.

Les surfaces équiaction S qui dans 'espace de configuration coincident a chaque instant avec
les différentes surfaces équiaction Sy s’identifient aux surfaces d’onde progressives équiphases.
Les surfaces équiaction Sy sont fixes dans l'espace puisqu’indépendantes du temps. En un
point donné de l'espace, la valeur des surfaces équiaction S évolue dans le temps selon (7.22).
Cependant, nous pouvons aussi considérer que les surfaces équiaction S se déplacent dans
I’espace au cours du temps selon cette méme équation.

REMARQUE 44. Ceci a pour analogue en mécanique des fluides, la représentation de Lagange dans laquelle
on suit une particule du fluide, et celle d’Euler ot ’on se place en un point donné duquel on observe le mouvement
du fluide.

Suivons p. ex. le trajet de la surface équiaction S =0 :
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At=0,8=S3,. Elle est donc superposée avec la surface équiaction S, = 0.
At=1,8=—E+S,. Elle est superposée avec la surface équiaction Sy = E.

At=2 8= —-2F+S,. Elle est superposée avec la surface équiaction Sy = 2E.

Les surfaces d’action constantes S se déplacent donc dans I'espace au cours du temps a travers

les surfaces Sy constantes, dans le sens des Sy croissantes si ’énergie mécanique E est positive.

Calculons la vitesse a laquelle ces surfaces S constantes se déplacent dans 'espace au cours
du temps. (7.22) montre que pour rester constante au cours du temps, la surface S doit en se
déplagant de surface Sy en surface Sy compenser le gain ou la perte de valeur —Et. Ce sont
donc le gradient des Sy et ’énergie mécanique E qui vont intervenir dans la vitesse des surfaces
S. Plagons-nous a bord d’une surface §. D'une part

ds
= _0
dt
car la valeur de cette surface est constante dans le temps pour un observateur qui lui est lié, et
d’autre part :

dS dS,
& _ g0
T AT
d—}
= —FE + grad (Sy) - S‘EO
=—-FK + ﬁ : \730

ol Vg, est le vecteur vitesse de chacune des surfaces Sy vu depuis S, donc vers « 'arriere ». Les
vecteurs p et Vs, étant perpendiculaires aux surfaces S, ils sont colinéaires. De plus ils sont de
sens contraire :

P Vs, = —[IBll[[Vsl

Nous avons donc, vu d’une surface S :

—E — |[Bll[[Vsyll = 0
E

19501l = 7=
B el

Placons-nous maintenant a bord d'une surface Sy pour observer une surface S :

E
Vsl = =7 (7.25)
il

A énergie mécanique F constante, plus la vitesse des particules est grande, c.-a-d. plus ||p|| est
grand, plus les surfaces S sont lentes. Nous reconnaissons ’expression d’une vitesse de phase.
Les surfaces d’action constante sont des surfaces d’ondes progressives dans ’espace des ¢, qui
restent les mémes au cours du temps et dont la vitesse de phase est donnée par (7.25).

Nous obtenons la vitesse de la particule a partir de (7.22) p. 203 :

So=8S+Et

oS _,

OF
i(dso):ohs

oF
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Soit s la distance parcourue par la particule mesurée le long de sa trajectoire

OF \ 0Os
Avec (7.23) p. 203
Op
dt = 95 d
dat _ 9p
ds OF
D’ou :
OF

Uparticule =
P ap

Nous reconnaissons 1’expression d’une vitesse de groupe.

ExEMPLE C.1. Reprenons l'ex. B.4 p. 197 de balistique, en trois dimensions pour
I'exemple (bien entendu, la solution est en deux dimensions). L’équation de Hamilton-

+mgz=FE

Jacobi en représentation ¢ indépendante du temps s’écrit :
1

05", (950", (950)*
2m Ox dy 0z
Les variables x et y étant cycliques, nous appliquons la séparation des variables,
So(x,y, 2, B, g, oy, t) = a0 + ayy + S,(2, B, oy, 0y, t) (7.26)

et I’équation de Hamilton-Jacobi s’écrit :
ds.\?
2 2 z
o, + o, +
2 2
Qg + oy

1 (dS.)
<SZ> +mgz=FE —
2m

+mgz=F

2m

om \ dz
:az

L’introduction de cette nouvelle constante a, permet de simplifier la résolution du pro-

bleme.
S, = i/ \/Zm(az —mgz)dz +c

2 |2
(a. —mgz)*? + ¢

On pose a, de la forme o, = mgh, avec h constante,
2m
S.=F5 V2 (h~ 2% e

_ ﬁ (ogi + 0412,) + mgh

si bien que 'action de Hamilton s’écrit,

S=—-Et+a,x+oy+ S,

2m
= — [— (ai + af,) + mgh} t+a,r+ oy T ?\/29 (h— z)%?

2m
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définie & une constante additive pres. (7.3b) p. 186 donnent les équations du mouvement,

oS oS oS
ﬁ:}c— 8041’ By— Ea ﬁz— 804Z
ou,
os 0S8
da,  O(mgh)

Nous savons que 0S/da, est un abus de notation, nous ne pouvons pas dériver par rapport
a une constante. Dans mgh, seule h est une nouvelle constante car m et g apparaissent déja
dans §. Donc h est supposée variable pour effectuer la dérivation puis posée constante :

05 _ 105
do,  mg Oh

B, étant une constante quelconque, on peut supprimer mg et poser 5, = 0S/0h.

ot oyt
Bm:x_ﬁa ﬁy:y_ﬁya ﬁz:q:m\/2g<h_z)_mgt

(7.3a) p. 186 donne les impulsions généralisées :

oS oS oS
e = 5o = 0, Dy o ), p: =5 my/2g(h — 2)

Nous avons alors,
p: = 2gm*(h — z)
I

—= =mgh — mgz
2m

et 'on vérifie que :

E= %(piwj) +mgh
=%(pi+p§+p§)+mgz

mgz est I'énergie potentielle fonction de la hauteur z, et h est la hauteur maximale
atteinte par le projectile. Reprenons les expressions des impulsions :

miE = oy, my = ay, mz = +tmy/2g(h — z)

La vitesse dans le plan horizontal (z,y) est constante et vaut la vitesse initiale :
miy = O, MYy = Qu, 20 = £1/2g9(h — 2o) (7.27)
La fonction caractéristique de Hamilton, (7.26) p. 205, s’écrit :
So = azr + o,y + S,
= mIoxr + Moy F %m\/Zg (h — 2)3/2
Si 'on pose que la vitesse dans le plan horizontal est nulle
To=9yo=10
ainsi que la hauteur maximale atteinte en z

h=0
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cela correspond a un tir parfaitement vertical dirigé vers le haut, de hauteur maximale
h =0. Alors :

So = ¢§m\/@(_z)3/z
z < 0 puisque la hauteur maximale est nulle. De plus Sy = ¢*¢ implique z = ¢%¢ : les
surfaces Sy = ¢*® sont des plans & z constante inférieure a zéro (plans paralléles au plan
(2,9))-
Enz=0,85=0
En z = —1, § = F2/3m+/2g
En z = =2, § = F8/3m/g
La fonction principale de Hamilton S se propage dans le sens des Sy croissantes. D’abord
vers le haut car Sy est négative et croit pour atteindre 0 en h, puis vers le bas car S
est positive et croit vers le bas. Les trajectoires sont donc des demi-droites verticales
ascendantes jusqu’a h, puis descendantes.
Prenons maintenant une vitesse horizontale constante strictement positive, p. ex. :

ste ste

io =0, Jo = 3+/2g, h=0
La fonction caractéristique de Hamilton s’écrit :
So = myjoy F 3m/29(—2)*?
= imv29y F imy/29(=2)"?
= 2my/2g [y F (—2)*?]
Sy = c** implique,
yF (_2)3/2 _ Cste
y = cste 4+ (_2)3/2

qui est ’équation de deux paraboles semi-cubiques, de sommet 'axe des y, représentées
fig. 7.1 pour une constante égale a 1.

y =1+ (—2)%2

y=1—(=2)"?

FIG. 7.1 —y =14 (—2)%?

Les surfaces Sy = ¢ sont deux cylindres engendrés par une droite qui se déplace paral-
lelement a 'axe des x, en suivant les deux paraboles semi-cubiques. Lorsque Sy augmente
?
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(Sp est la constante qui vaut 1 sur la fig. 7.1), le sommet des paraboles semi-cubiques se
déplace dans le sens des y croissants.

En reprenant (7.20) p. 200 avec 'axe z vertical, toujours avec gy = 2+/2g/3 et avec yo = 0,
nous avons :

=167 Ty ngoy‘i‘zo

(7.27) p. 206 donne % :
3
z=——1y% 5\/—zgy+ 20

Choisissons un tir vers le haut, 25 > 0,

9

3
z:—1—6y2+§v—z0y+20

U

~S~/

/ v

/ v\
/

20:2 20:3 v\

FIG. 7.2 — z=—3 >+ 3vV—20y + %

Les trajectoires sont des paraboles perpendiculaires aux paraboles semi-cubiques, ayant
pour plus hauts points 'axe des y, le projectile se déplagant selon les y croissants.

D Meécanique ondulatoire

D.1 Relation de de Broglie

Au § précédent nous avons obtenu une famille de surfaces équiaction Sy orthogonales aux
trajectoires des particules. Cela suggere une analogie entre mécanique et optique géométrique,
ou dans la théorie de Huygens les rayons lumineux sont orthogonaux aux surfaces d’ondes.
Cherchons "analogue optique de (7.23) p. 203. Les surfaces d’onde de phase constante, surfaces
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équiphase, sont les analogues des surfaces équiaction. Elles ont pour expression :

o t) Lk -F— 27ut

— Cste

REMARQUE 45. La forme de cette relation est analogue & la solution de 'équation de Hamilton-Jacobi en
représentation ¢ indépendante du temps (7.7) p. 189 :

S(g,a,t) = Solg,a) — E(a)t

La dérivation dans 'espace donne I'expression du vecteur d’onde :

- —

k(r) = grad [¢(7)]
qui est I"analogue optique de (7.23) p. 203. Le vecteur d’onde est I'analogue optique du vecteur
impulsion généralisée.

La relation de Planck-Einstein, tirée de I'expérience,
E=hv

fait le lien entre une notion mécanique, 1’énergie, et une notion ondulatoire, la fréquence. Elle
permet de sortir de la simple analogie pour établir des relations entre mécanique et optique. Il
nous faut le lien entre action et énergie, et entre phase et fréquence. La dérivée par rapport
au temps de (7.22) p. 203 valable lorsque le systeme est conservatif et I’énergie potentielle
indépendante du temps, nous donne la premiere relation :

oS
-~ __E
ot
La dérivation dans le temps de la phase donne la seconde relation :
0
6_3? = —271v
En remplacant dans la relation de Planck-FEinstein :
05 _, 00
o ot
Si on admet la relation
S =ho

alors on trouve la relation de de Broglie :
—
p = grad (S)
—_—
= hgrad (¢)
= Ik
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D.2 Equation de Schrédinger

Cherchons 1’équation d’onde qui donnera la fonction d’onde associée a la particule. Pour cela
servons-nous de la vitesse de phase (7.25) p. 204 :

. 1 0%Y(Tt

ol vg est la vitesse de propagation d’une onde v dans le milieu (vitesse de phase). Le mouvement
du point matériel est associé a la propagation de cette onde. Cherchons une solution de la forme

w(l—:’ t) — woei(l;-Ff%wt)
_ %eil?-fe—mwt

— 672i7r1/t1/} (I—:)

ou l'amplitude maximale v, est réelle, et Kk est le vecteur d’onde. On utilise la relation de
Planck-FEinstein, tirée de I'expérience, liant ’énergie d'une onde a sa fréquence :

E=hv
L’énergie étant supposée constante dans le temps :

’17/)(17, t) — 6—2i7rEt/h¢(l7)

81/15? t) _ _2;:-E 672i7rEt/h1/}<I—3)
O%Y(T,t —4m2E? . .
7?95;2 ) — - e 2 Et/hi/)(l‘)

Avec (7.25) p. 204 donnant I’expression de la vitesse de phase, ’équation d’onde indépendante
du temps s’écrit

. Am2E?
Ap(T,t) + “Zhe Y(Tt) =0
—2imv = 47T2E2 —2imv
DY) e e =0

MY + () = 0

Lorsque le systéme est conservatif I’équation de Hamilton-Jacobi en représentation ¢ indépen-
dante du temps d’une particule de masse m et d’énergie F dans un potentiel de force V(q) est
donnée par (7.9¢c) p. 189 :

dq
Supposons les conditions remplies pour avoir (4.12) p. 136 et remplagons H par T+ V

~E+T (q, 788052, a)> +V(g) =0

210



qui n’est autre que I’équation de conservation de I’énergie mécanique. Avec (7.23) p. 203 :

o emad (S0} = B~ V(a)
5 = 2m[E — V(q)

Nous trouvons I’équation de Schrédinger indépendante du temps, d’une particule dans un champ
conservatif :
872m o
29 + B~ V() = 0

Cette relation est la relation fondamentale de la mécanique ondulatoire. La mécanique classique
du point matériel est donc une approximation de la mécanique ondulatoire lorsque la longueur
d’onde de 'onde de phase associée au corpuscule (relation de de Broglie p = hk) est considérée
comme tres petite. Le méme lien unit 'optique géométrique et 'optique physique, de ce fait,
on peut appeler la mécanique classique du point matériel, mécanique géométrique.

E Action de Hamilton et lagrangien

D’apres (7.1) p. 186, les impulsions généralisées P étant constantes dans la fonction principale
de Hamilton S(q, P, t) :

aS oS
dS(q, Pt) = —dg; + —dt
(¢, P, t) o, T 5
Avec (5.7) p. 152 et avec H = 0,
dS :
P H

S = / £t (7.28)

définie & une constante additive pres. L’action (de Hamilton) est donc 'intégrale indéfinie du
lagrangien par rapport au temps.

EXEMPLE E.1. Vérifions le sur I'ex. B.2 p. 192 de l'oscillateur harmonique. Reprenons
I'expression (7.15) p. 194 de la coordonnée généralisée :

1 |2E 2k
q= i—uﬁsin(wt—i—@o) = ¢ = sin?(wt + o)

W mw?
d [2F [2F
a4 = 44/ — cos(wt + 900) = dg==+— COS(Mt + (po)dt
dt m m

1. classique signifiant non relativiste et non quantique
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En partant de I'expression (7.12) p. 193 de I'action de Hamilton, avec k = mw? :

S =—FEt+v2m / 1—%2@

2F
— _Ei+ \/ZmE/ V1 —sin®(wt + o) — cos(wt + po)dt
m

- 2E/ {COSQ(wt + ¢o) — %} dt

= E/cos 2(wt + po)dt
Reprenons I'expression (7.16) p. 194 de I'impulsion :
p=E£V2mE cos(wt+¢y) = p*=2mE cos’(wt+ @)

Le lagrangien s’écrit
)

P omw?

2m 2

mw? 2E
2

=2F [cosg(wt + ¢o) — %]

= F cos2(wt + o)

S:/ﬁdt

= E cos®(wt + pp) — sin?(wt + o)

Nous avons bien
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A Principe de moindre distance

En étudiant la réflexion de la lumiére sur un miroir (D), Héron d’Alexandrie observe 1'égalité
des angles incident i et réfléchi r. La normale au miroir est représentée en traits interrompus.

! B
A r

i (D)

F1G. 8.1 — Egalité des angles incident et réfléchi sur un miroir

Il montre que la lumiere emprunte le chemin le plus court en distance pour aller de A a B.
En effet, si B’ est le symétrique de B par rapport a (D), alors
VM € (D), MB= MDB’
AM +MB =AM + MB'

ou AM,MB,MB’, ... sont des distances positives ou nulles. Appelons M le point d’incidence
et utilisons les angles complémentaires notés avec une barre :
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e g

Fic. 8.2 — B’ symétrique de B par rapport a (D)

AM + M B minimal AM + M B’ minimal

M € (AB')

=L

PO
=3

(O

1=7r
Le trajet le plus court en distance pour aller du point A au point B en touchant le miroir (D)
est donc celui pour lequel les angles d’incidence et de réflexion sont égaux, et réciproquement.

Evidemment, le trajet le plus court en distance pour la lumiére est aussi le plus court en distance
pour un corps quelconque, cette notion est absolue et ne dépend pas de ce qui parcourt le trajet.

- —— — | —— =

Bl
FiG. 8.3 — Chemin le plus court en distance

Pour la réflexion, la lumiere suit donc un principe de moindre distance. C’est aussi un principe
de moindre temps si la vitesse de ce qui parcourt le trajet ne varie pas pendant le trajet.

B Principe de moindre temps

Le principe de moindre distance donne toujours une droite par franchissement d’un dioptre
(surface de séparation de deux milieux transparents d’indices de réfraction différents) et par
conséquent ce principe ne peut expliquer la réfraction de la lumiere. Pierre de Fermat applique
donc le principe de moindre temps et non celui de moindre distance, pour généraliser son
application de la réflexion a la réfraction.
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La démonstration qui suit s’applique a tout corps subissant un changement de vitesse par
changement de milieu. Un sauveteur cotier courant plus vite sur la plage qu’il ne nage, choisit
son point d’entrée dans I’eau de fagcon a minimiser le temps total jusqu’a la personne a secourir,
son angle r est plus petit que son angle ¢. En optique le milieu @ est dit plus réfringent que le
milieu @, autrement dit la vitesse de la lumiere est plus petite dans le milieu @.

Soit M le point d’incidence et (D) le dioptre :

F1G. 8.4 — Réfraction en M danslecasvo < v & r <3

Le temps de trajet est minimal si pour un trajet infiniment proche (représenté en pointillés sur
la fig. 8.4) la variation du temps de trajet est nulle a 'ordre un. Soient ¢; et ¢y les temps de
trajets respectifs dans les milieux ® et @.

(tl + tg) minimal <~ d(tl + tg) =0
<~ dtl + dtg =0

Soient ¢, v1 et vy les vitesses respectives de la lumiére dans le vide et dans les milieux @ et
@. Autour du trajet de temps minimal, si la longueur du trajet augmente dans un milieu, elle
diminue dans l'autre (voir fig. 8.4), d’ou le signe négatif :

AM MB
(t1 + t2) minimal & dAM] _ dMB] =0
(%1 (%)

cd[AM]  ¢d[MB]| _9
n[MM']  w[MM]

. def def . . P . . .
Soient n; = c¢/v; et ng = ¢/vy les indices de réfraction respectifs des milieux @ et @ :

d[AM] d[M B]

" ne) " )

(t1 + t2) minimal <
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F1c. 8.5 — Différence de marche dans lecas vy <v; & r<i & ng >ny

Lorsque M’ tend vers M, l'arc de cercle M N se confond avec sa corde, le triangle MM'N
devient rectangle en N, ’angle en M’ tend vers i et :
d[AM]
MM’
De méme, lorsque M’ tend vers M, I'arc de cercle M’'N’ se confond avec sa corde, le triangle
MM'N’ devient rectangle en N’, 'angle en M’ tend vers r et :

dMB]
YV sin(r)

A sin(1)

Fermat trouve 1’équivalence
(t1 + t2) minimal < ngsin(i) = nysin(r)

et retrouve donc la loi des sinus de Descartes. On vérifie que si v, < vy alors ny > ny donc r > 1
le rayon réfracté se referme sur la normale.

Lorsqu’un trajet est de temps minimum, chacune de ses parties est de temps minimum. Cette
remarque permet de généraliser le principe de temps minimum a une succession de dipotres :

ty +ty + - -+ t, minimal

Faisons tendre le nombre de dioptres vers I'infini, la vitesse varie de fagon continue :
ds

/ dt minimal = / —— minimal
trajet trajet 1)(5)

Pour la lumiere, multiplions par la constante ¢ pour faire apparaitre 'indice de réfraction.
L’intégrale sur le trajet passe par un extremum ssi sa variation infinitésimale est nulle :

5/ nds =0
trajet

Le principe de moindre temps appliqué a la lumiere est appelé principe de Fermat.

Jean Bernoulli est en possession de deux méthodes pour trouver I’équation d’un trajet de temps
minimal, la loi des sinus de Descartes et le principe de Fermat. Il va résoudre grace a la loi des
sinus le probleme de la détermination de 1’équation de la brachistochrone posé par Galilée en
1633 :
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Quelle est la courbe, appelée brachistochrone, joignant deux points A et B du plan vertical,
telle qu’un corps pesant partant au repos du point le plus haut A (z4,y4) et glissant sans
frottements le long de cette courbe sous l'influence d’un champ de gravitation uniforme, arrive
au point B (xp,yp) en un temps minimal ?

En 1696 ayant trouvé la solution, il adresse le probleme aux mathématiciens de son temps.

C Passage de 'optique a la mécanique

Jean Bernoulli applique la loi des sinus de Descartes a un indice variant de fagon discontinue
puis passe a la limite pour avoir une variation d’indice continue. Si les milieux sont moins
réfringents a mesure que y diminue, la trajectoire prend la forme suivante :

F1Gc. 8.6 — Couches d’indices de réfraction dans le cas v9 > v; < ng <n; <
r>1

Au franchissement de chaque dioptre, la loi des sinus de Descartes s’écrit :

sin(rn41)  sin(iy,)

Un+1 Un
sin(r,12) _ sin(i,11)
Un+2 Un+1

Tout angle réfracté devient angle d’incidence
Yn, 1,=1I,
si bien que

sin(i,)  sin(iny1)  sin(ine) 1

>~

Un, Un+1 Un+2
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ou k est une constante. Faisons tendre le nombre de couche vers I'infini, ce qui revient a une
variation continue de I'indice de réfraction :

sinfi(z)] 1

vli(z)] Kk

Pour un corps autre que la lumiere, lorsque la vitesse est nulle le sinus doit aussi étre nul pour
que leur rapport donne une constante

v[i(x)] =0 <« sinfi(z)] =0

L’angle d’incidence est nul ssi la vitesse est nulle, la trajectoire est alors normale au dioptre.
La vitesse croit avec le sinus. Lorsque le sinus tend vers 1, 'angle d’incidence tend vers 7/2, la
trajectoire devient horizontale et la vitesse atteint son maximum possible (si la trajectoire se
prolonge jusque 1a) :

u(r/2) = k (8.1)

Soit y = f(x) 'équation de la trajectoire suivie en un temps minimum. En tout point de cette
trajectoire la dérivée est la tangente de I'angle que fait cette trajectoire avec 1’horizontale :

y'(z) = tan(7)

Or
sin(i) = sin(r)
= cos(r
B 1
1 tan?(T)
v(x) 1

v(mw/2) 1+ ()

Pour résoudre cette équation différentielle il nous faut 'expression explicite de la vitesse en
fonction de z. Prenons le cas d'un corps qui tombe en chute libre dans le champ de pesanteur
terrestre, de vitesse nulle en A. Si ’on néglige les frottements de I’air, la force d’interaction gra-
vitationnelle étant conservative (elle dérive d’une énergie potentielle, appelée énergie potentielle
de gravitation ou de pesanteur), on peut écrire la conservation de 1’énergie mécanique :

s (x) +mgy(x) = gmui +mgya

imv?(z) = mglya — y(z)]
v(r) = /29[y — y(2)] 8.2)

Effectuons le changement de variable :

y(x) = ya —y(x)

y ==y (z)



L’équation différentielle devient :

29y(z) _ 1
o(m/2) i+ ()
V20y(2) [1+y2 ()] = v(r/2)
o) [1+y7w)] = o (53)
Revenons & la variable y(z) :
Vi (r/2)

[ya —y(@)] [1+9°(@0)] = — .

2
vi(m/2)
y(@) [L+y2(@)] = ya— —
g
C’est I’équation différentielle d’ordre un non linéaire de degré deux d’une cycloide. La brachis-
tochrone est donc un arc de cycloide de concavité vers le bas, de tangente verticale au point de
départ.

D La brachistochrone

Retrouvons le résultat de Jean Bernoulli en utilisant le calcul des variations. Cherchons I'expres-
sion de la durée d’une trajectoire quelconque y(x) entre les points A et B. Soit ds un élément
infinitésimal de cette trajectoire. La vitesse (instantanée) a pour expression :

_ds
T a
=48
v
B
d
AtAB:/ as (8.4)
A v

Dans un systeme de coordonnées rectilignes orthogonales (z,y), le carré de I’élément infinitési-
mal de trajectoire a pour expression :

ds® = da* + dy”

Mettons dz ou dy en facteur :

dy?

2 _ g 2

ds® = (1 + da:?) dx ds = /1 + y2(z) |dz| 55)
) )

dgz@£+gw2 ds = /1 +22(y) |yl

dy?

ou le prime indique la dérivation par rapport a la coordonnée restante. La conservation de
I'énergie mécanique (8.2) p. 218 donne I'expression de la vitesse. En remplagant v et ds dans
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(8.4) nous obtenons les deux expressions suivantes pour la durée d'un trajet quelconque :

rB 1 + y12
Atap = / — 7 |dz 8.6a
=) Noga—g) M (5.6

YyB 1"—.77/2
Atap = / " |dy 8.6b
)\ 29(ya —y) 4yl (8.6b)

Nous supposons z croissant le long de la trajectoire. Nous conservons (8.6a) sans la valeur
absolue. Posons :

1+y"(x)

29 [ya — y(z)] (87)

fly(x),y'(x)) = $

ou le prime désigne la dérivation par rapport a x. La durée d’un trajet Atsp le long d’une
trajectoire quelconque est donc la fonction de fonction, appelée fonctionnelle, suivante :

mwz/”ﬂmmwmm

La variation de durée entre la trajectoire de durée minimale et une trajectoire infiniment proche
est nulle

At =0
5/”f@@»y@wn=o (3.8)

ou y(x) est supposée étre la trajectoire de durée minimale.

REMARQUE 46. Mathématiquement, cette condition de durée stationnaire est nécessaire mais n'est pas
suffisante pour avoir une durée minimale car elle pourrait aussi étre maximale ou admettre un point-selle (point
d’inflexion horizontal, aussi appelé point-col). Cependant, en physique parler d’une trajectoire de durée maximale
n’a pas de sens. La comparaison de la durée du trajet solution avec la durée de trajets voisins montrera que c’est
effectivement le trajet de durée minimale.

Soient donc y(z) la trajectoire de durée minimale, et g(z) une autre trajectoire entre les mémes
points de départ et d’arrivée.

Comparons leurs durées :

B B

A(Atap) = /

TA

f@@hﬂ@ﬂx—/ F (), (2))da

N /xB fl9(x),9'(2)) — f(y(x),y'(v))dz

TA
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F1a. 8.7 — La brachistochrone (noire) et une trajectoire trés proche

Notons Ay(z) la différence en ordonnées entre les fonctions y(x) et g(z), c.-a-d. la différence
en y pour un x fixé, nulle aux points de départ et d’arrivée car les deux fonctions passent par
les points A et B :

A(Atap) / Fu(@) + Ay(a), v () + Ay (2)) — Fy(@), o (@))de

REMARQUE 47. 1l n’y a pas de variation en x mais seulement en y et en y’, par conséquent pour une fonction
f(y(x),y'(z),z) explicite de la variable x, nous aurions la méme résolution.

Supposons les deux trajectoires infiniment proches :

§ (Atag) = - fly(x) +oy(x),y'(x) + 0y’ (x)) — fy(x),y (x))dx
= /xB of (y,y)dx
:/M (8f5y+af/5y>d
— x:B g—gjjéydij/“ g—;/éy’dx

On integre par partie le second terme en posant u = 0y f et v' = dy’ :

5 (Atap) = gfg dx+l§f,csy] _/ 4 (g;)aydx

TA

La variation dy étant nulle aux extrémités de la trajectoire :

v d (0
d (Atag) / /M (8;>5ydx
food[of
[a— a( )]“@“
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Ecrivons la condition nécessaire :

w[9f  d af B
d (of\ of
@(a@) 5y =" (8.9)

appelée équation d’Euler. La fonction f (y(z),y(z)) donnée par (8.7) p. 220 ne dépendant pas
explicitement de la variable x, nous pouvons intégrer 1’équation différentielle une premiere fois :

A9 =G dy+ 5%

ar _of . 0f
dz 8yy ayy

d /

En utilisant I’équation d’Euler (8.9) pour remplacer le terme 0, f :

df _ d <8f>y+_fy,,

dr ~ dz Y’ oy’
_d(or
_d:c &y’y
d of )\ _
@( oy Y )‘0
0f, 1
= — Nl
63/ k (8.10)

ou k est une constante par rapport a x. L’équation différentielle (8.9) est maintenant du 1°
ordre en y(x). Dans la fonction f, effectuons le changement de variable :

L’axe « y » a pour origine y4 et est dirigé vers le bas. Reprenons I'expression (8.7) p. 220 de la
fonction f :




/

En notant que y’ = —y/ implique dy’ = —dy’ :

df(y,y) =df (¢, y)

gd +ﬁd'—gd +ﬁdy'

ay Y T oy Y T oy YT oy
of __of
oyl oy

Remplagons dans I’équation différentielle (8.10) :

Ty ,
2 * 2 (_Y) -
gy \/2gy (1 +y2)

1
2gy (1 +y")

Nous retrouvons ’équation d'une cycloide (8.3) p. 219.

D.1 Résolution de I’équation différentielle

™ I o=

N

[\
Q

(8.11)

Cherchons la solution y(z) de cette équation différentielle sous la forme de deux équations
paramétriques y(6) et z(0) ou le parametre 6 est une fonction du temps qu’il faudra déterminer,

0 = 0(t). Effectuons le changement de variable suivant :

Remplagons dans 1’équation différentielle (8.11) :

Ly

y(8) = 3 sin (5)

2

= i_g [1— cos(6)]
Revenons a la variable y :

2

y(0) = ya + fj—g cos(6) — 1]

Cherchons 1'expression de z(6). A partir de (8.12) :

(8.12)

(8.13)



En dérivant (8.13),

dg  2g 2 2
dy = %sin (g) cos (g) de
Nous avons donc :
dz = l;—;tan (g) sin (g) cos (g) dé
T k2 0 5 /0
/de:% eAsm (§)d9
/{ZQ 0
x—xA—@ i 1 — cos(#) dé

2

k .
() =x4+ 17 [0 — sin(6)]

Centrons le repere (x,y) sur le point A qui a alors pour coordonnées (0,0), nous obtenons

y(6) = fj—g cos(8) — 1]
- (8.14)
z(0) = 17 [0 — sin(6)]

qui sont les équations paramétriques d'une cycloide de parametre 6, dont la concavité est dirigée
vers le bas. Cherchons les valeurs de 6 qui annulent la dérivée de y(6) :

K
17 sin(f) =0
0 =0 [n]

En ces points les fonctions y(#) et x(f) prennent les valeurs :

{y(O) =0 {y(ﬂ) = —k?/2g {y(%) -

z(0) =0 z(7) = Tk? /4g r(27) = 7k?/2g
)
k2 k2
=0 4g 29
| i x
A(0,0) 0 =27
_k ]
% 0=m

Fic. 8.8 — Arche de cycloide : premier cycle (0 < 6 < 27)
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La hauteur de chute est maximale en # = 7. En ce point nous avons la relation :

La cycloide est la courbe engendrée par un point de la circonférence d'un cercle qui roule sur
une droite. Le diamétre du cercle est égale a la hauteur de chute maximale, k%/(2g).

En notant H = y4 — yg la hauteur finale de chute et D = x5 — x4 la distance parcourue en =z,
le systeme d’équations (8.14) donne :

kQ

H= 17 [1 — cos(0p)] (8.15)
k? '

D= 17 [0 — sin(0p)]

Si D < §H (c-a-d. si 6 < ) le corps descend directement au point B.
Si D > ZH le corps passe par une hauteur minimale puis remonte jusqu’au point B.

Yy Yy
1
H H\
. > \__/ T
DS%H D>%H

F1c. 8.9 — Brachistochrones

En dérivant par rapport au temps (8.14) p. 224, nous obtenons la vitesse en fonction du para-
metre 6 :

v2(0) = v2(0) + v2(0)
_ (dyWU)]d9>2%<deK®]d9>2

d6  dt d6  dt

= [Z—; sin(0) 9’] 2 + [5—2 (cos(f) — 1) 9’1 2

9
k10?
= 1602 (sinQ(Q) 4 cos?(0) — 2 cos(0) + 1)
9
k402
=357 [1— cos(6)]
k20




A partir du carré de la vitesse, ((8.2) p. 218) :

vi(0) = —2gy(0)

k46° K’
72 [1— cos(f)] = 5 [1 — cos(0)]

si bien que

v(d) = \i/—l; \/1 — cos(0)

La vitesse maximale possible est en § = 7, on retrouve le résultat (8.1) p. 218 :

v(m) =k
La constante k est donc positive et :
v(0) = v\(/%) 1 — cos(0)
Nous avons alors :
a0 _ 2
dt — wv(n)
93 2 tp
/f o = =2 /f dt
04=0 o(m) Jia=o
2gtp
0 p—
7 ()
Opv(m)
tp = 5
g

Pour 0 = 7 (plus longue descente « directe »)

v(m) =/29H

La relation de cinématique classique = = % gt? donne le temps de chute libre d'une hauteur H

21
T ==
g

et 'on a :
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E Principes de moindre action

E.1 Principe de moindre action de Hamilton

Dans les équations d’Euler (8.9) p. 222, en remplagant la fonction f par le lagrangien et la
variable x par le temps, nous retrouvons ’équation de Lagrange pour la coordonnée y :

dafoey or
t \ Oy oy

Par analogie de (8.8) p. 220 qui donne les équations d’Euler (8.9), on déduit que les équations
de Lagrange dérive du principe variationnel

[ ewi.im.n a=o

ta

ol la trajectoire est variée mais pas le temps, la durée du parcours est fixée a tg—t 4. Ce principe
est appelé principe de moindre action de Hamilton. L’intégrale du lagrangien par rapport au
temps est l'action de Hamilton ((7.28) p. 211) :

(8.16)

L’action de Hamilton n’est pas toujours minimale, elle est extrémale (ou stationnaire) car dans
certains cas elle peut étre maximale pour la totalité de la trajectoire. Cependant elle est toujours
minimale pour chaque partie suffisamment petite de la trajectoire. De fagon explicite, le principe
de moindre action s’écrit

tp
) / (T-V)dt=0
ta

Lorsqu’un systeme évolue dans l'espace et dans le temps, la différence entre énergie cinétique
et potentielle est la plus petite possible au cours du temps.

Pour généraliser le principe variationnel au cas de plusieurs fonctions d’une méme variable,
considérons une fonctionnelle de deux fonctions supposées linéairement indépendantes y;(x) et
y2(x), de premiere variation nulle :

Appelons ¢ cette fonctionnelle :

B

07 = 0f (yr(x), y2 (), y1 (), yy(x), z)da
0 0 0 0
[ (o L G- G

_ of af of of o,
_/xA <8y1 1 8 5y1>dx+/“ (aZ 2+ay25y2 dx

227



En intégrant par partie,

(" Jof 4 [of wrof o d [of
5/—/“ la—m‘a(ayaﬂéyld“/m [a—w‘a(aygﬂéw

Les fonctions y;(x) et yo(z) étant linéairement indépendantes, §_¢ est nulle quelles que soient
0yy et dyo si et seulement si f satisfait les équations :

4 (a)- 9
dz \ 9y Iy
i((‘?_f) _of
dz \ 0y} Yo

En remplagant la fonction f par le lagrangien et la variable x par le temps, nous retrouvons les
équations de Lagrange pour les coordonnées vy (t) et yo(t) :

d <8£> 8[,:0

(8.18)

At \9y)  om
dafoLy oL _,
dt \ Oy Oys

(8.17) donnant les équations (8.18), on en déduit que les équations de Lagrange dérivent du
principe variationnel

5 / * L (), ya0), 31 (), g(8), £) dt — 0 (8.19)

ta
La généralisation a plus de deux coordonnées est immédiate.

E.2 Principe de moindre action de Maupertuis

Lorsque le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, d’apres (4.8) p. 134 il se conserve
dans le temps le long de la trajectoire réelle :

tp
5/ Hdt =0
ta

Ajoutons ce terme nul au principe de moindre action de Hamilton (8.19) p. 228 :

tp tp
5/ Edt—l—(S/ HdAt =0
ta ta
tp

6/ L+HdE=0

ta
tp n

o[ dopigdt=0

ta j=1

ou l'intégrale est appelée action de Maupertuis :

tp n
def .
W= > pjg; dt

ta j=1

La variation de 'action de Maupertuis est donc nulle :

Cette relation est appelée principe de moindre action de Maupertuis.
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REMARQUE 48. En utilisant la linéarité de la fonction intégrale :

tg " n tp

/ ijfij dt:Z/ p;g; dt
ta o1 j=1"%4
@ B

ZZ/ p;dg;
=14
B n

=/ > pidgs
A =1

REMARQUE 49. Avec H constant dans le temps :

tp
S:/ Ldt

ta

tp n
= [ (s - a

ta i

tp tp
:/ ij(jjdt*’H/ dt

ta o ta

D’apres (7.6) p. 188, I'action de Maupertuis se confond avec action réduite So.

A partir de la définition de I'impulsion généralisée D.1 p. 108, avec V(q) indépendant des

vitesses généralisées (et du temps) :

Si le hamiltonien constant est égal a I’énergie totale E/, d’apres l'identité d’Euler (4.10) p. 134 :

" T
E:_ 5. = 9T
0q’qu

j=1
Le principe de moindre action de Maupertuis devient :

tp
5 / 2T dt = 0 (8.20)

ta

ExEMPLE E.1. Pour un mobile libre, I’énergie cinétique se confond avec 1’énergie totale

constante du mobile :
tp

0 dt =0
ta

d(tg—ta) =0
tp — t4 minimal

Le principe de moindre action de Maupertuis devient un principe de moindre temps.
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Exprimons ’énergie cinétique a partir de la vitesse et de Iabscisse curviligne (élément de
longueur sur la trajectoire) :

T:%mV2
o (3
2\ de

gt — ds

/2T /m

Le principe de moindre action de Maupertuis (8.20) s’écrit :

tp
5/ 27'dt =0

ta
Booar
5[ m—ds=0
A /2T /m
B
5/ V2mT ds =0
A
B
5/ \/2m[E —V(q)]ds =0
A

Nous voyons que la condition d’extrémum est directement sur la trajectoire, sans passer par
I’équation horaire. C’est la l'intérét principal du principe de moindre action de Maupertuis.
Cependant ce principe est moins général que le principe de moindre action de Hamilton puisqu’il
ne s’applique que pour les systémes conservatifs.

ExemMPLE E.2. Pour un mobile libre I’énergie potentielle est nulle et 1’énergie totale

constante :
B
(5/ \/2m[E =V (q)]ds =0
A

(S —84)=0
S — S, minimal

Le principe de moindre action de Maupertuis devient un principe de moindre chemin
parcouru.

ExeEmMpPLE E.3. Balistique

Reprenons 'ex. B.4 p. 197, concernant 1’étude du mouvement dans le plan (z,y) d'un
projectile dans le champ de gravitation terrestre en ’absence de frottement de ’air. Nous
pouvons utiliser le principe de moindre action de Maupertuis car la force de pesanteur
dérivant d'une énergie potentielle, le hamiltonien se conserve et est égal a I'énergie méca-
nique :

Hz%(i‘?—i—y?)—f—mgy

= ﬁ (2 +p}) +may
—E
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Avec 'énergie potentielle de pesanteur V (y) = mgy, 'action réduite s’écrit

W = /A \/2m[E — mgy(x)]ds

En se servant des l'expressions (8.5) p. 219 pour I’élément de trajectoire, nous obtenons
deux expressions pour 'action de Maupertuis :

W = /mB \/2m(E — mgy)\/l + y"?(x) |dx|

w- [ " J2m(E —mgp /1t 72() dy

Le principe de moindre action de Maupertuis s’écrit

/ \/2mE mgy(x \/l—i—y’Q x)|dz] =0

TA

[ VamlE = mgy 1+ 22 () dy] = 0

de la forme

s [ " L) (@), 2)|d] = 0

TA

5/y3 L(x(y), 2'(y),y)|dy| =0

ya
avec les lagrangiens respectifs
Ly(z),y'(x),x) = \/2m[E — mgy(x)]y/1 + y( )
L(x(y), ' (y),y \/2m E — mgy(z)]\/1 + 22(y

Nous pouvons appliquer le principe de moindre action de Hamilton (8 19) p. 228 (1) ou le
parametre temps est remplacé par la coordonnée x ou y. Plutot que d’écrire les équations
de Lagrange, remarquons que dans le second lagrangien la coordonnée x est cyclique. Par
conséquent

or
ox’
3\/2m(E — mgy)\/l + 2 (y)
ox!
2m(E — mgy)x'(y)
1+ 22(y) -
Il reste a résoudre cette équation différentielle. Soit H la hauteur maximale atteinte par le

projectile en z,,. En ce point I'énergie potentielle mgH est maximale et I’énergie cinétique
est minimale, le vecteur vitesse est horizontal. On pose

T(2pm) = imv’

=mgA
A=v3/(29)

ste

c ste
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Nous avons alors

V2m2g(H + A — y)2'(y)

=C
1+ 22(y)
C? 1 +2%(y)]
H+A—y=——"2=
ATV Tnagen(y)
On pose
C«Q
B 2m2g
si bien que

1
H+A—-y=B|——+1
Y <m'2<y> )

dy 2
— 1
Ordy/dr=0eny=H,dou A=B:

d 2
rova(2)

H—-y dy

A dx

=B

modr dy
VA~ ), VH

y=H (o — 2)?
g
=H =55 (m =)

On trouve I’équation de la parabole sans passer par ’équation horaire.

EXEMPLE E.4. Force centrale
Dans le cas d’un mobile soumis a une force centrale le mouvement est plan. En coordon-
nées polaire (p, ), I'énergie potentielle s’écrit V' (p). L’action réduite a pour expression

IV:A\QmW—V@MS
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En coordonnées polaires (p,0), le carré de 1’élément infinitésimal de trajectoire a pour
expression :

ds® = dp* + p*df?
Mettons dp ou df en facteur :
ds® = (1 + pzd_92> dp?
dp? N {dsx/l%pZWQOﬁdp

2
ds? — (% —l—p2> 402 ds = \/p? + p2(6) |d0|

ou le prime indique la dérivation par rapport a la coordonnée restante. Le principe de
moindre action de Maupertuis s’écrit

/ J2mlE — V(o)1 + 7202() |dp| = 0
5 / " 2mlE — Vo)l + p(8) 6] = 0

de la forme

PB
[ £00).80). p)lds] =0
PA
(223
59 L(p(0),0'(0),0)[d6] =0
A
avec les lagrangiens respectifs

{5(9( 0),8'(p), p) = \2m[E =V (p)]\/1 + p6(p)

EOKGLpKG = \/2m[E — V(p)]\/p* + p2(6)
Dans le premier lagrangien la coordonnee 0 est cyclique. Par conséquent
% ___ ste
o0’
O\2m(E—V(I1+p0%p) _
00’
20(0) 2mlE -Vl _ e
1+ p*0"(p)

Cette constante est la norme L du moment cinétique du mobile. Réécrivons cette équation
différentielle :

2/ 2m[E—V(p)}
L=p Q(P)\lm
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L? 2 Vip)
— 9/2
omp? " (p) 1+ p29’2(p)

E—-V(p) — %102 = p*0"(p) [E—-V(p )][i —"::523:2((2)) — p°0"(p)]

2 L? 2 [ E—=V(p)
%ﬁﬁ‘v@‘ZQJZJEE:?ﬁ@W

2 | 2 L? _ 2 2m[E — V(p)]
mp\la(E—V(P)—Qmp2> —Pdm
L

0'(p)

0'(p) = L/ mpzd % (E — Vi) - 25&)

On appelle potentiel effectif le terme :
LQ

2mp?

Uers(p) € V(p) +

Nous avons alors :

do L

- mp\/2[E — Ueff( )]

d_p =
do —/ dp
/00 £0 p \/ E Ueff
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LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTION DE
HAMILTON
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Le principe de moindre action peut servir d’axiome de départ a toute la mécanique.

A Dérivation des équations du mouvement

A.1 Les équations de Lagrange

Pour obtenir la trajectoire d’un systeme il nous faut établir les équations de son mouvement.
Celles-ci sont données par
e une loi générale du mouvement (p. ex. la RFD)

e un modele propre au systéme (p. ex. —kx pour le ressort dans sa partie linéaire),
fonction des coordonnées, des vitesses et du temps

e les conditions initiales du systeme que sont sa position et sa vitesse a un instant donné,
appelé instant initial

On suppose que tout systéeme mécanique est modélisé par une fonction des coordonnées, des
vitesses et du temps, que 'on appelle lagrangien du systeme L(g;(t), ¢;(t),1).
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Posons la loi générale du mouvement suivante : entre un point de départ A a l'instant ¢4 et un
point d’arrivée B a l'instant tp, le systeme prend la trajectoire qui rend extrémale 'intégrale
du lagrangien entre les instants de départ et d’arrivée. Suivons le raisonnement inverse du § D

p- 219 :
5 [ etwo.q0.0d =0

ta

tp tp
/ ﬁ(%—Fé%,%—l—é%,t) dt—/ £<Qj,QJ,t) dt=0
ta

ta
tg n
ta j=1 aqﬂ aqj
ts " oL ts oL d
5q dt + / (6g;)dt =0
/tA = dg; " ‘A ]Zl dg; dt i)
En intégrant par partie le second terme :
tg n n 8,6 tp tg n
Z 5qjdt + 1> 50 00 Z 3 | 30 ) dadt =0
ta j= 10 j=194; " ta j=1
t
5% 50, ’ tBi( dac)ath 0 (9.1)
jzlﬁ'j I " ta j—1 6q] dt 0 I .

Les variations dq sont nulles aux extrémités de trajectoires prisent entre les mémes points de
départ et d’arrivée dq(ta) = dq(tg) = 0. On retrouve les équations de Lagrange (3.13) p. 74 :

i n d&ﬁ)
_—— — 0q dt—O

oL oL
i =1.... — [ — ] — — =
vj ’ 7n dt <8qj> 8qj 0

REMARQUE 50.
g - E(QJ(t)aQJ(t)at)dtZO

6L(q;(t),4;(t),t)dt =0

ta

_d oL

donc
. N~ (oc doacy
LOCRCREDS (2e-a2)s,
=
Vi=1,...,n =— T
’ 545 dq; At
% s’appelle la dérivée variationnelle de £(q;(t), ¢:(t),t) par rapport a g;.
J
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A.2 Les équations de Hamilton

On pose
H QJap]7 Zp]% QJ7qut>

Le principe de moindre action s’écrit :

tg n
5/ ijq'j—'H(qj,pj,t)dt:O

ta j=1
s 1 oH OH
0pi¢; + pjd¢; — =— dp; — = 0q )dt—O
‘i ;( 717 77 1) apj J aqj

car 0t = 0. En intégrant par partie le second terme :

tB . tp
Vi=1,...,n /pjéq'jdt:[pjéqj]tj—/ piog; dt
ta

ta
tp
ta

car les variations dq sont nulles aux extrémités de trajectoires prisent entre les mémes points
de départ et d’arrivée. Si bien que,

tp 1 ) ) OH OH
) <5ijj — Dj0q; — p; 0p; — e 5%‘) dt =0

ta jfl

te 8%) < 8%) ]
op; — Py + = | 6g;| dt =0

Dans I'espace des phases, les trajectoires variées peuvent avoir des coordonnées et/ou des im-
pulsions différentes, les variations dg; et dp; sont donc indépendantes :

ts 8”H> < 8”H> ]
op; — |p; + =] dq;| dt =0

; OH
i = T3
a.
Vi=1,...,n 6%%
= o,

On retrouve le systeme d’équations de Hamilton (4.6) p. 132.

237



A.3 L’équation de Hamilton-Jacobi

L’action donne I'équation de la trajectoire g; = ¢;(t), autrement dit 'action est fonction des g;
et du temps :

8 = S(qj,t)

" 9S aS
ds=)» —dg; +—=-dt
]Zlaqj G

Si I'on a la différentielle d’une fonction, c.-a-d. les dérivées partielles de cette fonction par
rapport a chacune de ses variables, alors on a la fonction a une constante pres. Pour trouver
I'expression de 9S/dq; en fonction de ¢ et des g;, cherchons comment varie 'action entre deux
trajectoires réelles infiniment proches, qui commencent au méme endroit et se terminent au
méme moment mais pas exactement au méme endroit :

tp
" 9S

S = — dq
jzla%‘ ’

ta

Par exemple pour deux brachistochrones :

Fi1G. 9.1 — Deux brachistochrones infiniment proches, finissant au méme moment
mais pas au méme endroit

Avec (9.1) p. 236 :
ts oL oL
- 2\ gy, %9t 5, %4

tp ¢
BE (0L d oL
o[ 55 ) o

ta A j=1
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Puisque les trajectoires sont réelles, elles vérifient les équations de Lagrange et I'intégrale est
nulle :

tp
" 0L

j=199;

ta
Le lagrangien du systeme étant connu, nous avons trouvé la premiere dérivée partielle de S :
os oL
Vi=1,....n — = —
0qj 0qj
On pose
. det OL
Vi=1,...,n P = —
J 8%‘
et I'on a : 9s
Vi=1,...,n — =D,
0qj J

C’est la relation (7.3a) p. 186. De fagon analogue, pour trouver 'expression de S /0t en fonc-
tion de t et des g;, cherchons comment varie I'action entre deux trajectoires confondues, qui
commencent au méme endroit et se terminent au méme endroit mais pas exactement au méme
moment (les deux trajectoires ne peuvent étre réelles, car pour une trajectoire il n’existe quun

seul temps de parcours possible) :
0
0S = l—s 54
qa

ot
Plutot que de varier 'intégrale, partons de la différentielle de S :

88 n 88
ds =5 dt+za

dS 0S8 " 0S|
a2y

4;

oS
ot =L- ijqj

Nous avons trouvé le terme 9S/0t. On réécrit cette relation sous la forme
oS oS
— +H\|qg,z—,t| =0

Les 05/0q; et le hamiltonien H étant connus, on trouve 9S/0t grace a cette relation. C’est
I’équation de Hamilton-Jacobi (7.3c) p. 186. En résolvant cette équation, et en remontant les
inférences précédentes, on obtient dS, donc § a une constante pres.
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B Propriétés du lagrangien

B.1 Changement d’unités

La multiplication du lagrangien par une constante a ne change pas l'action correspondante,
donc la trajectoire trouvée :

5/;3 L (g(6), 45(t), 1) dt = 0

A

t
8 [ L), (01,0 de =0
tf;B
[ s 0.0 =0
’ S§=0

Cela correspond a un changement d’unités (cf. § B.3 p. 96).

B.2 Additivité du lagrangien

Soit un systeme isolé, constitué de deux sous-systemes. La trajectoire de ce systeme est donnée
par le principe de moindre action de ce systeme :

0§ =0

Si les deux sous-systemes sont eux aussi isolés, donc n’interagissent pas 1'un avec l'autre, chacun
aura sa propre trajectoire indépendante de 'autre :

0§ =0
{652 =0
La trajectoire du systéme est la somme des trajectoires des deux sous-systemes :
08 =081 + 085,
=0(S1+ S9)

/ —5/£1+£2

L=L+ Ly
Nous retrouvons l'additivité du lagrangien, § B.5 p. 98.
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B.3 Invariance de jauge du lagrangien

Etablissons I'invariance de jauge du lagrangien du § B.6 p. 98. Soient deux lagrangiens ne diffé-
rant que de la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction quelconque des coordonnées
et du temps :

£(0,4.1) = £(a,0.1) + 3 (a,1)

to to to d
(/ﬁw@wwzfzw@ww+/—4@wa
t1 t1 t dt

1

_ / : L(g,q,t)dt + [f(q, )]

t1

‘/ﬁq%>&+ﬂ@ﬁm fla(t). 1)

/E'qq, t)ydt =9 lqu,
—68

Le lagrangien n’est donc défini qu’a la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction
quelconque des coordonnées et du temps pres.

C Symétries et lois de conservation

Si 'on place le principe de moindre action comme axiome de départ de toute la mécanique,
il faut trouver I'expression du lagrangien des systemes, a commencer par le lagrangien le plus
simple, celui du systéme libre ou isolé, c.-a-d., non soumis a une influence extérieure.

C.1 Conservation de 1’énergie

Le lagrangien d’un systéme libre ne peut dépendre de I’époque a laquelle un observateur galiléen
le considere, ceci est une conséquence de I’homogénéité du temps, toutes les époques se valent.
Une translation dans le temps ne change pas le lagrangien d’un mobile libre :

L(q,q,t+dt) — L(q,q4,t) =0

6L(q,q,t) =0
oL
5 d1=10
oL
5 =0

En conséquence le lagrangien d'un mobile libre ne dépend pas explicitement du temps.
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REMARQUE 51. Nous avons vu au § C.1 p. 106 que cela implique la conservation de ’énergie généralisée, et
donc du hamiltonien. Cette derniére est donc liée a 'homogénéité du temps.

C.2 Conservation de la quantité de mouvement

Le lagrangien d’un systeme libre ne peut dépendre de ’endroit ou il se trouve dans le référentiel
d’un observateur galiléen, ceci est une conséquence de I’homogénéité de l'espace, tous les lieux
se valent. Une translation dans I’espace ne change pas le lagrangien d’un mobile libre :

L(q+dg,q) = L(g,9)

oL
oL
g 0

En conséquence le lagrangien ne dépend pas explicitement des coordonnées généralisées.

REMARQUE 52. En coordonnées rectangulaires

oL

Z_0

ox
La coordonnées z est cyclique, d’apres le § C.2 p. 107 la quantité de mouvement selon I’axe x, donc selon n’importe
quel axe, se conserve. Cette derniere est donc liée & 'homogénéité de I’espace.

La quantité de mouvement d’'un systeme formé de deux sous-systemes est la somme des quan-
tités de mouvement des deux sous-systemes, car elle ne dépend pas de l'interaction entre les
deux sous-sytemes. Elle est donc additive.

C.3 Conservation du moment cinétique

Le lagrangien d’un systéme libre ne peut dépendre de son orientation dans un référentiel galiléen,
ceci est une conséquence de l'isotropie de l’espace, toutes les directions se valent. Il ne peut
donc étre fonction que de la norme de sa vitesse, autrement dit de v? :

L =L(?) (9.2)

Montrons que l'isotropie de I'espace implique la conservation du moment cinétique. Imaginons
la rotation infinitésimale d’un systéme libre par rapport au référentiel d’un observateur galiléen.
Chaque vecteur position passe de la position 1; a la position 1; + dr; avec

dr; = dd x 1}
Chaque vecteur vitesse passe de V; a V; + dv; avec
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La rotation dans I'espace ne change pas le lagrangien d’un systeme libre. Utilisons la notation
vectorielle de la rmq 16 p. 94 :

L(T; + df, ¥; + d¥) = L(T;, 7))
L(T; + dT;, Vi + dvi) — L(T;,¥;) =0
dL(1;,v;) = 0
é(g—fi~dﬂ gé d\_f’z> =0
N Toc . oL L
Z-:Zl la—ﬁ (f; + dr;) + o7 (ded x VZ)] =0
N

Le moment cinétique total du systeme se conserve dans le temps. Le moment cinétique d’un
systeme formé de deux sous-systemes est la somme des moments cinétiques des deux sous-
systemes, car il ne dépend pas de l'interaction entre les deux sous-sytemes. Il est donc additif.

D Principe de relativité de Galilée

D’apres (9.2) p. 242, le lagrangien d’un systeme libre n’est fonction que de v. Les équations de
Lagrange donnent :

g(az@) or _,

at\ ov ) or(v)
d (L) _,
e\ ov |
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8£(U) _ Cste/t

~/
Q
D
—

4
SN—
N—————

I
(@]

d
dt 822x> 822x> ! L(v) = sl + f(vy,v.)
d (OL(v)) OLW) i)t ste/t
at ( vy ) T, T T (A ite/tvy e
d OL(w)\ 0 9L(v) — Cstelt L{v) = C5™ vs + g(va, vy)
dt ov, N v, ’

v, = Cite/t

v, = C;te/t = 7= éste/t

ste/t
V, = C3

Dans un référentiel galiléen, tout systéme libre se déplace avec une vitesse constante en grandeur
et en direction. C’est la loi de ["inertie. Elle définit les référentiels galiléens et les systemes libres.

Les coordonnées 1 et I’ d’'un méme point dans deux référentiels galiléens R et R’, dont le second
se déplace par rapport au premier avec la vitesse V, sont liées par la transformation de Galilée

F=1 +Vt

ou le temps est le méme dans les deux référentiels.

REMARQUE 53. Remarquons que nous pouvons redéfinir les référentiels galiléens comme des référentiels dans
lesquels I'espace est homogene et isotrope, et le temps homogene.

E Lagrangien d’un mobile libre

Cherchons I'expression du lagrangien d’un mobile libre. D’apres le § précédent, son lagrangien
n’est fonction que de la norme de sa vitesse dans un référentiel galiléen. Supposons une vitesse
relative infinitésimale dv entre deux référentiels galiléens. On prend le carré pour ne prendre
en compte que la norme :

Vi=v+dv
v? = (V4 dv)?
= v? 4+ 2dV - ¥ + (dv)?
Si nous voulons que la trajectoire du mobile soit la méme dans le second référentiel galiléen,

I’action doit étre identique dans les deux référentiels, autrement dit le lagrangien ne doit différer
que de la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction des coordonnées et du temps :

L(v)=LN)+ (;—f
L(v)=L(v+dv)+ %

LK) =L (v2 +2dv -V + (dV)Q) + dF(r,7)
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On effectue le développement limité au 1°* ordre en dv de la fonction £(v?), du type

of (x)
o dx

flx+dz) = f(x) +

En négligeant le terme d’ordre deux (dv)? :

L(v?) = L(Vv?) + 2d7 - gL + ar

ov?  dt
dr , | L 0L
E(r, V,t) = —=2dv - v P
Cette égalité n’est vérifiée que si
a
ov?

L= Cv?

En effet, dans ce cas, en se souvenant que dv est constant :

dFWY - ooav. v
dt

~ ocdv. &

dt
F{Et) = —20d¥ - ©

ou dv est constant.

REMARQUE 54. Dans le cas ot 8,2£ = f(r,v,t) non constante :

dF(T,t) Lo
— 2f(r,v,t)dv - v

F(1,t) = —2dv- / fx,v,t)vdt

ce qui est impossible car la fonction F' n’est pas fonction de la vitesse ¥V et l'intégrale la fait apparaitre.

La constante doit caractériser le systéme, on pose C' = m/2 et on appelle masse du systéme la
constante m. La masse ne peut étre négative, sans quoi l'intégrale du lagrangien ne pourrait
passer par un minimum. D’apres le § B.1 p. 240, la constante 1/2 ne change pas le lagrangien,
elle correspond au choix des unités :

L= %va

Le lagrangien d’'un mobile libre se confond avec son énergie cinétique, que nous noterons 7.

F Lagrangien d’un systéme

F.1 Lagrangien d’un systéme libre

Pour un systeme libre constitué de deux mobiles libres, d’apres le § B.2 p. 240, les lagrangiens
s’additionnent. L’énergie cinétique est donc la somme des énergies cinétiques des parties du
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systeme :
T(g, 4.t ZT q,4t

C’est en cela que la masse n’est pas une snnple constante que l'on pourrait supprimer du
lagrangien. Elle intervient lorsque le systeme est constitué de plusieurs parties mobiles.

Pour un systeme libre constitué de deux mobiles en interaction, nous devons ajouter au la-
grangien des deux mobiles isolés, une fonction qui modélise des interactions dans le systeme.
Elle doit donc étre fonction des coordonnées généralisées des mobiles, et de méme dimension
que le premier terme d’énergie cinétique. En mécanique classique on suppose que l'interaction
se propage a vitesse infinie, elle est instantanée et ne dépend pas du temps. Nous l'appelons
I'énergie potentielle V(q). Le lagrangien s’écrit :

L(g,q,t) = T(q.¢,t) = V(q)

Le signe négatif est affaire de convention car V(q) doit étre remplacé par un modele. Tout
dépend de ce que I'on souhaite appeler énergie potentielle, p. ex. %k:xQ ou —%k:pz pour I’énergie
potentielle élastique d’un ressort dans sa partie linéaire.

F.2 Lagrangien d’un systéme dans un champ extérieur

Si le systeme est plongé dans un champ extérieur variable dans le temps alors

‘C(qa (L t) = T(qa (L t) - V(qv t)

G Le temps comme quatrieme coordonnée

Dérivons le lagrangien par rapport au temps :

oL " 0L " 8/3

dﬁ——dt+z ]+Z

ot
dc oL & 8£ - 8£
dt ot szlﬁqj ! ]Zl aq]‘ g
Avec les équations de Lagrange (3.13) p. 74 :

d (oL oL
=1,... — |55 =
(R 1 ()

oc_d (oc

de oL & <8£> . oL
_ d;

Donc
E‘E+Z@a 25,
oL & oL
~% S (029)
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oL d (& oL . B
EjL&(j;?qJ_L)_O (9.3)

J

Supposons que dans Uintervalle (g, ¢;) la variable ¢ maintenant indépendante varie de 0t sauf
aux extrémités de la trajectoire. Nous avons alors dg; = 0 (ou ici le delta n’est dit qu’a la

variation temporelle), et
dg;
6g; =0 | =2

_ 0(dg;)dt — dg;6(dt)

(dt)?
 dog;  dg; 5(dt)
Cdt dt  dt

- dot

T
En intégrant par parties et avec (9.3) p. 247 :

/Edt /EédtJr/cS[,dt
:/£d5t+/(—5t+2855%)
:/,c 5tdt+/—5tdt—/ MJ (ot)dt
dt
= /—6tdt+/—6tdt+/z <a qj>5tdt

8/3 d (KoL
= +2 (Z 90 4 — )6tdt
=0

La contribution de la variation temporelle est donc nulle. Par conséquent on peut traiter le
temps comme si ¢’était une quatrieme coordonnée, le principe de moindre action de Hamilton
incluant le temps comme parametre est équivalent au principe de Hamilton sans le temps. Dans
un espace V4 a quatre dimensions, de parametres ¢, ¢o, g3, t, les trois équations

VJ = 1,2,3 q]' :qj(t)
représentent une courbe appelée ligne d’univers. Réciproquement, toute courbe peut étre repré-
sentée de la sorte dans V4. Imaginons un mobile soumis a des forces et répondant aux équations
de Lagrange. Sa trajectoire dans 'espace et dans le temps, c.-a-d. sa ligne d’univers dans Vj,
est telle que ¢ f Ldt = 0 en prenant le temps comme quatrieme coordonnée, les extrémités
spatiales et temporelles restant fixes.
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LE THEOREME DE NOETHER
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C Transformations de 1’espace et du temps 255

A Transformations invariantes

A.1 Définition des transformations invariantes

Lors d’une transformation ponctuelle de I’espace des configurations (déf. A.1 p. 146), on exprime
les anciennes coordonnées généralisées ¢ en fonction des nouvelles ¢’ :

Vi=1,...,n 4 =q(q1,-- - @, 1)
Les anciennes vitesses généralisées ¢ s’expriment de facto en fonction des ¢ et des ¢’ :
On obtient le nouveau lagrangien £’ en injectant ce changement de variables dans I'ancien L :
L£'(d.dq't)=Llald" 1), d(d . 1), 1] (10.1)
Ces lagrangiens sont égaux a chaque instant ¢ mais en général ils n’ont pas la méme forme

fonctionnelle. En revanche, les équations de Lagrange (3.13) p. 74 gardent la méme forme
fonctionnelle :

Vi=1,...,n =0

d (0L(q;,q;,t)\  OL(q) q;t)
dt oq; oq;
Les équations explicites du mouvement écrites en fonction des nouvelles variables sont habi-

tuellement différentes de celles écrites en fonction des anciennes, elles n’ont pas méme forme

249



fonctionnelle. En général, on ne peut pas obtenir les équations explicites du mouvement sim-
plement en changeant les anciennes variables par les nouvelles.

EXEMPLE A.1. Des coordonnées rectangulaires du plan aux coordonnées polaires
En coordonnées rectangulaires, la force gravitationnelle (force centrale attractive) s’écrit
en posant k£ > 0 :

- k .
— " &
xr2 + y2
Cette force dérive de I’énergie potentielle gravitationnelle :
k
V=-

Le lagrangien a pour expression :

LET-V

k
Le changement de coordonnées de rectangulaires (z,y) a polaires (p, 0) s’écrit :

p=Vrt+y
6 = arctan <£>
Yy
Inversons ces relations :

{:C = pcos(h) i = pcos(h) — pfsin(h)
. = .
y = psin(0) y = psin(6) + pb cos()
L’énergie cinétique devient :
T'(p.0) =T [i(p.0) 4 (p.9)]
=am[i* (p.0) +3 (4.0)]
: 2 . 2
=1im { [p cos(f) — pb sin(@)} + [p sin(f) + pb COS(Q)} }
_ %m<p2+p292)
L’énergie potentielle devient :
Vi(p,0) = Vz(p,0),y(p,0)]
B —k
V22 (p,0) + v2(p. 0)
—k
\/p2 cos?(0) + p? sin?(0)
k

p

:%m(sb2+yf2)+
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Le nouveau lagrangien s’écrit :

El(p’ 97 p’? 97t) = ‘C[x(p7 97 t)7y<107 97t)7j:<107 97 p” €7t)7y<p7 97 p” 97t)7t]

=T'(p,0) +V'(p,0)
. : k
= ym (9 +p°0") 2

Les équations de Lagrange s’écrivent de la méme fagon :

d (az’@,e,p,é,@) COL(p0.p,0.t) 0
dt op p
d <0£’(p,9,p,9,t)> L OL(p0,p,0.t) 0
de 00 o0

En revanche les équations du mouvement a force centrale ne s’écrivent pas de la méme
fagon en coordonnées (p, 6) et en coordonnées (z,y).

Cependant, il existe des transformations de coordonnées pour lesquelles les équations explicites
du mouvement sont les mémes, elles ont méme forme fonctionnelle et 'on peut passer des unes
aux autres simplement en échangeant les anciennes et les nouvelles coordonnées.

DEFINITION A.1. Transformations invariantes
Les transformations qui laissent invariantes les équations explicites du mouvement sont
appelées des transformations invariantes.

REMARQUE 55. Ne pas confondre l'invariance de forme fonctionnelle d’un lagrangien £'(¢',¢’,t) = L(¢’, ¢, t)
pour laquelle les variables sont les mémes, et I'égalité £'(¢',¢',t) = L(q, ¢, t).

I est certain que si le lagrangien est invariant (de forme fonctionnelle par changement de
coordonnées),

L', q.t)=L(d,q1)

les équations de Lagrange qui sont, elles; toujours invariantes de forme fonctionnelle, donneront
des équations du mouvement invariantes de forme fonctionnelle. Nous pouvons ajouter la dérivée
totale par rapport au temps d'une fonction f des n coordonnées généralisées ¢(t) et du temps
(cf. § B.6 p. 98), car cette fonction disparait (elle donne un terme identiquement nul) lors
de I’établissement des équations de Lagrange. Nous obtenons la condition d’invariance de la
transformation :

dflg(®). 1

E! l-lt:£ /'/t
(¢',q,t) =L(d,q,t) + o

(10.2)

(10.1) p. 249 donne la condition sur le lagrangien de départ pour avoir une transformation
invariante :

dflg®). 4

_ (10.3)

L(q,¢,t) =L(¢, ¢ t)+

EXEMPLE A.2. Mobile libre en une dimension
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Le lagrangien d’un mobile de masse m libre en une dimension s’écrit :
L(x,&,t) = %ma’:z
Considérons la possible invariance de ce systeme par une transformation de la forme,
' =x+g(t) & r=ua —g(t)
et cherchons ¢(t). Nous avons alors
&= —§(t)
Par changement de variables, le nouveau lagrangien s’écrit :
L', &, t) = L mi*(z, &,1)
= gmli’ = g(t)]"

2
= L md” + T mg®(t) — mi'g(t)
= L(2,3,1) + 3 mg*(t) — ma'g(t)
Pour que la transformation soit invariante la relation (10.2) doit étre vérifiée :

Loy, t) = £l 1) + ST

dt
dfl2'(t). 1]
dt
d (offa'(t),t] ., Of[a'(t).1]
= ( o dz’ + Y dt)
_ 001, | Ofl ().
ox' ot

T mg3(t) et W ne sont pas des fonctions explicites de z’, donc seule possibilité,

off'(t). 1]

3 mg*(t) — mi'g(t) =

g L= —ma’g(t)
é’f[:gs),ﬂ — mg()
fl2'(#),t] = —mg(t)x’ + hy(t)
et il reste : el ().t
f[xgi )7 } — %m92<t)

Les conditions de Schwarz pour que f[2'(t),t] soit une différentielle totale exacte
s’écrivent :

>’f  Of
otox’ — Ox'ot
9, 0
oy [mma(t)] = o [mg*(1)
210,
o "
at)=p
g(t) =a+ pt

ou « et [ sont des constantes.
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REMARQUE 56.

W = %m/)ﬂ et f[x/(t),t] _ *mﬁx, n h1(t)
fla' (), 1] = L mB%t + ha(a')

La fonction a pour expression :
/ / 1 2
flo(t),t] = —mpBx’ + 3 mpB~t

La transformation invariante la plus générale avec les hypothéses que nous avons prises
est donc la suivante :

¥=r+a+pt
Pour o # 0 et § = 0 il s’agit d’'un déplacement purement spatial, et pour a = 0 et
B # 0 d’une transformation galiléenne (changement de référentiel galiléen pour une vitesse
relative [3).

REMARQUE 57. On note qu’une transformation de coordonnées vers un référentiel accéléré n’est pas
une transformation invariante. En mécanique de Newton cela est clair par ’apparition de forces fictives,
aussi appelées force d’inertie.

B Transformations infinitésimales

B.1 Définition des transformations infinitésimales

Certaines transformations ont des parametres ajustables, par exemple « et § dans 'exemple
précédent. Notons «y, ces parametres :

/

Vi=1,...,n 45 = qj(qi, ax, t)
Pour certaines valeurs af des parameétres, la transformation devient la transformation identité :

DEFINITION B.1. Transformations infinitésimales
Les transformations de coordonnées pour lesquelles les parametres «j sont infiniment
proches des af et pour lesquelles les nouvelles coordonnées généralisées q; ne different
qu’infiniment peu des anciennes coordonnées généralisées ¢; sont appelées des transfor-
mations infinitésimales. Pour ces transformations :

od'
ap = ah+dap et Vj q; =gq; +0q; avec 0q; = Z 7 day
k aak a%
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Reprenons la condition (10.3) p. 251 sur le lagrangien de départ pour avoir une transformation
invariante, et considérons une transformation infinitésimale invariante :

£la..8) = Lla-+ 0.4+ 60.1) + - (£1a/(0). 1)

~5L(0,4,1) = L1 (0).1)

REMARQUE 58. Ici 6f n'est pas une petite variation de la fonction f, mais signifie que f prend des valeurs
infiniment petites du premier ordre.

Les coordonnées g; et ¢; ne sont pas indépendantes, en particulier

Vi=1,....n 5qj:5<@>

dt
d
= ﬁ(&b)
La transformation infinitésimale invariante s’écrit :
" oL 0L . dofld(t),1]
g+ Y g+ = =0
; 0 ' I ]2 8%‘ I dt
" oL d [ 0L d [ 0L doflq'(t),t]
—0q; + — —0q; | — — — | 0qg; + ———— =0
;aqj LT (; a4 q]) dt (; ﬁq]-) U dt
d (oL ds g (1), 1]
“ hdady o —
dt (; dq; q]) T 0
d [ 0L
— ——5q; +0fld'(t),t] | =
“ (z g, 00 + 91140, ])
0L , ste
Zl 8—% 5(]] + 5f[q (t)7 t] = C/ttemps (104)
j=

THEOREME B.1. Théoréme de Noether
A toute transformation infinitésimale invariante est associée une constante du mouvement,
appelée intégrale premiére.

Nous avons vu (cf. (4.14) p. 138) que 'impulsion généralisée associée a une coordonnée cyclique
est une constante du mouvement. C’est un cas particulier du résultat que nous venons d’obtenir.
La variable cyclique g., n’apparaissant pas dans le lagrangien, ce dernier est invariant sous la
transformation de coordonnées ¢’ = ¢., + @ oll a est une constante arbitraire. D’apres (10.4),
la constante du mouvement associée a la transformation infinitésimale correspondant a cette
transformation invariante est I'impulsion généralisée conjuguée de la coordonnée cyclique (au
facteur multiplicatif da pres) :

oL
8q'cy

da
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EXEMPLE B.1. D’apres 'exemple A.2 p. 251, la transformation suivante est invariante
pour un mobile libre en une dimension :

¥=r+a+pt
La transformation infinitésimale correspondante est donnée par :
r+or=x+a+ Gt
dx = da+ o

REMARQUE 59. 6o n’est pas une petite variation de o mais signific que o est un nombre infiniment
petit du premier ordre.

D’apres la rmq 56 p. 253, la fonction a pour expression :
fla'(t),t] = —ma’ B+ L mp*t
of =—ma'6B+ 1m(6B)%
= —m(z + dx)dp3
= —mzdf
ou l'on n’a conservé que les termes du premier ordre. D’apres le théoreme de Noether,

la constante du mouvement associée a cette transformation infinitésimale invariante est
donnée par :

Zn: % dq; + 0 f[q'(t),t] = ma(da + td3) — mxdfs

j=1 99
= mida + (mit —mz)oS
Au déplacement purement spatial, da # 0 et 63 = 0, est associée la conservation de

la quantité de mouvement mi. A la transformation de Galilée, 0o = 0 et 03 # 0, est
associée la conservation de oy = z(t) — &t, c.-a~d. la position initiale du mobile.

C Transformations de ’espace et du temps

C.1 Homogénéité de 1’espace

Considérons un systeme libre. Dans le cas général, ce systeme est constitué de plusieurs parties
qui peuvent étre en interaction les unes avec les autres. Ces parties peuvent étre en mouvement,
la ¢ partie est repérée par son vecteur position 7;(¢) éventuellement fonction du temps. Ce
systéme contient de 1’énergie potentielle V' (dite interne), par exemple un gaz sous pression, un
ressort tendu, un volant d’inertie, etc. Dans le cas général donc, le lagrangien du systeme libre
constitué de N parties s’écrit :

N
L=Slm? 4V

i=1
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Une expérience de physique donne les mémes résultats quel que soit I’endroit ou elle est faite, ce
qui implique 'homogénéité de 'espace. La physique est invariante par une transformation des
coordonnées consistant en une translation arbitraire d’un vecteur a dans I’espace. La translation
est arbitraire pour le systeme global donc pour chacune de ses parties :

Vi=1,...,N ©t)=15)+a

7

REMARQUE 60. La translation spatiale peut étre vue indifféremment comme une transformation active, pour
laquelle c’est le systeme qui se déplace, ou comme une transformation passive pour laquelle c’est I'observateur
qui se déplace.

Une constante du mouvement est donc associée a la transformation infinitésimale invariante
correspondante :

Vi=1,...,N  T(t)+ 01, =1;(t) + 0a
or; = 0a
La vitesse de chacune des parties du systeme reste invariante lors d'une translation dans I’espace,
Vi=1,...,N T(t)=r) +a
0
donc aussi I’énergie cinétique totale du systeme. De méme, translater un systeme dans 1’espace

laisse invariante son énergie potentielle interne. Le lagrangien du systéme est donc invariant de
forme par une translation dans I'espace :

L7t =L, T, t)
D’apres (10.4) p. 254 la constante du mouvement associée a la transformation infinitésimale
invariante s’écrit :

N N
oL -
=1 81‘2‘ i=1
On pose
5 def ol 5
i=1

la constante du mouvement. On ’appelle quantité de mouvement totale du systeme.

REMARQUE 61. Notez que ce résultat est indépendant de I’énergie potentielle interne du systéme.
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C.2 Isotropie de I’espace

On considere que le méme systeme libre que précédemment. Une expérience de physique donne
les mémes résultats quelle que soit ’orientation spatiale qu’on lui donne, ce qui implique 'isotro-
pie de I'espace. La physique est invariante par une transformation des coordonnées consistant
en une rotation arbitraire d’un angle 6 dans 'espace. Dans le cas d'une transformation active,
on tourne le systeme d’un angle 6 autour de I'axe des z. Si I’axe des z ne passe pas par le centre
d’inertie du systeme, celui-ci subit une rotation et un déplacement spatial, mais nous avons vu
que 'espace est homogene. Dans le cas d’une transformation passive ’observateur tourne d’un
angle —@ autour du méme axe z, le systeme subit une rotation et un déplacement spatial fictif.
La transformation des coordonnées s’écrit :

/

' = xcos(f) — ysin(0)
y' = xsin(f) + y cos()

2=z

Une constante du mouvement est donc associée & la transformation infinitésimale invariante
correspondante :

x + 0x = x cos(d0) — ysin(d0) x+0x =2 —ydob dxr = —ydb
y + 0y = xsin(d0) + ycos(d0) = y+oy=xz0+y = oy = xof
7=z 2=z 2=z

L’énergie cinétique du systeme et son énergie potentielle interne ne sont pas affectées par
une rotation de l'espace. Le lagrangien du systeme est donc invariant, et par conséquent la
transformation des coordonnées aussi. D’apres (10.4) p. 254 a cette transformation infinitésimale
invariante est associée la constante du mouvement :

N o(oc oL N oL oL
S w4 =6y ) = 3 (o 480 + —— 2,00
N
= > my(@:; — yid; )00
=1
=L.60

ou L, est la composante en z du moment angulaire total du systeme. De méme, en considérant
des rotations autour des axes x et y, on montre que les composantes L, et L, sont des constantes
du mouvement. Le moment cinétique total du systeme est donc une constante du mouvement.

REMARQUE 62. Les vecteurs étant indépendants de tout systéme de coordonnées, une égalité (ici L =
¢ *'¢) démontrée dans un systéme de coordonnées particulier (ici rectangulaire) est valable dans tout systéme de
coordonnées.

Nous pouvons refaire cette démonstration sous forme vectorielle, sans utiliser de systeme de
coordonnées. Soit a un vecteur unitaire porté par l'axe de rotation passant par le centre du
systeme de coordonnées, alors :

AT, = a X T

o; = 0a X 1;



ou da = 00a.

C.3 Changement de référentiel galiléen

Une expérience de physique donne les mémes résultats quel que soit le référentiel galiléen dans
lequel se trouve le systeme et quel que soit le référentiel galiléen dans lequel se trouve ’observa-
teur. La physique est invariante par une transformation de galilée des coordonnées. Dans une
transformation active, le systeme voit sa vitesse augmenter de V. Dans une transformation pas-
sive, la vitesse nulle de I'observateur devient —V. La transformation de coordonnées de ’ancien
référentiel galiléen R vers le nouveau R’ s’écrit :

) =50 +tv = T

(2

I
Al
+
<1

La nouvelle énergie cinétique s’écrit :

L’énergie potentielle interne n’est pas affectée par un changement de référentiel. Le nouveau
lagrangien s’écrit :

N N
L(d,d)=L(d,d) 3D m %Z ill¥1?

Le lagrangien n’est pas invariant, mais le terme de droite est la dérivée totale par rapport au
temps d’une fonction de la position et du temps :

N
Z TV + 5 ZmZ]VHt

=1

l\’)l»—t

Une constante du mouvement est donc associée a la transformation infinitésimale invariante :

I; 4+ 0r; =1; + L6V
or; = tov
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D’apres (10.4) p. 254 a cette transformation infinitésimale invariante est associée la constante
du mouvement :

N aﬁ N . N
i=1 OT; i=1 i=1

N N
= (Z miit — mz‘ﬂ‘) L0V
=1 =1
N
- <ﬁt -y ml-ﬂ) 5%
i=1

ot P la quantité de mouvement totale du systéme se conserve (cf. déf. 10.5 p. 256). En posant

La constante du mouvement est donc le vecteur position initial du centre d’inertie du systeme.
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COMPARAISON DES DIFFERENTES MECANIQUES

Sommaire
A Double plan incliné 261
B Poulies coaxiales 267
C Masse glissant sans frottements sur un plan incliné non fixe 271
D Pendule simple, plan 281
E Pendule simple a ressort, plan 289
F Pendule sphérique 294

A Double plan incliné

Deux masses m; et mo sur un double plan incliné sont reliées entre elles par un cable de
longueur constante passant par une poulie. Les masses se déplacent sans frottements. Quelle
est I’équation de leur mouvement ?
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A.1 Résolution par la mécanique de Newton

Fi1G. 11.1 — Double plan incliné

a) Gréce a la relation fondamentale de la dynamique
Pour chaque masse, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
ma=>y_ £
= = =
=P+R+T
Pour la masse m; :
. — — —
mia; = P1 + Rl —|—T1
En projetant sur les axes X; et Y, on obtient le systeme
miiy = mygsin(ay) — T
0= —mygcos(ay) + Ry
De méme, pour la masse msy, en projetant sur les axes X5 et Y5 :
Moo = magsin(ag) — T
0 = —mag cos(az) + Ry

Avec ce choix d’axes de projection, les positions et les vitesses des masses sont liées

par :
Ty = —I1
To = —27
.jf‘g - —.C.L.’l

Par conséquent :
mid — maZs = myg sin(ay) — mag sin(az)

my sin(ay) — my sin(as)

T4 =
! my + Mo
. my sin(ay ) — mg sin(as) .
T, = t+az,(t=0
1 (1 + ma) 9 1 ( )
mysin(ay) — mosin(ae) 5, .
Ty 2(m1+m2) g +.T1< ) +.T1( )
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b) Grice aux intégrales premieres

A n =1 degré de liberté correspond 2n — 1 = 1 intégrale premiere. Toutes les forces
extérieures dérivent d'un potentiel donc I'énergie mécanique se conserve. Elle a pour
expression :

def

E=T+V

= %mljcl + %mﬂ'% — mygxy sin(ay) — megrs sin(as)

ste

Avec notre choix d’axes de projection :
E = %mlj:f + %mﬁf — mygxy sin(ay) + mogay sin(az)
= L(m1 +myo)i7 — glmysin(aq) — mo sin(as)]z;
= L(my + mo)i] — Az,

ou l'on a posé A = g[my sin(ay) — mgsin(ay)]. On prend les conditions initiales sur la
position z1(t = 0) = 0 et sur la vitesse @1 (¢t = 0) = 0, par conséquent m; descend et :

E=0

d.Tl + 214.1’1

dt n \/ my + Mo
On ne conserve que le signe positif pour la vitesse car nous avons supposé que la masse
m;y descend. La seule variable x; est notée x dans ce qui suit :

/dt vml+m2/ Vi

On pose X = Az donc dz = dX/A :

R Ul
(e )

2(m1 + mg)X

Nous avons alors

= s e tbl

Revenons a la variable z :

2(my + ms)

A
A 2
—
2(my + mo)
_ mysin(a;) —mgsin(az)
2(my +mo)

t =

Tr =
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A.2 Résolution par le principe des travaux virtuels

Fi1G. 11.2 — Double plan incliné

Le systéme est soumis la liaison holonome :
[0T1 | = [|oT2 |

On choisit des déplacements virtuels 01 et 0ty compatibles entre eux et avec les liaisons. Le
principe des travaux virtuels (2.1) p. 54 s’écrit :

(Pi+Ri—1)0fi+ (Po+ Ry — ) - 01 = 0
(=magsin(ar) — mal[Bu) 1671 | + (magsin(az) — ma||all) |672]] = 0
Avec ||B1]| = ||P2]| et la condition de liaison holonome :
—mygsin(ay) — ma|Bi]| + mag sin(as) — ma|Bi || = 0

(—my —my) Hf)lH —myg sin(ay) + mag sin(ag) =0

msy sin(ag) — my sin(ay)

) = R

Résolvons ce probleme en utilisant les multiplicateurs indéterminés de Lagrange. Soit A le
multiplicateur, le principe des travaux virtuels et la condition de liaison s’écrivent en une seule
équation :

(Py+ Ry~ 1) 07+ (Po+ Ra = Ba) - 072 + A (||6F]| — [|6Ta)) = 0
(—=magsin(ar) = mal|Bu]) 197 ]| + (magsin(an) — ma||Ball) 1672]l + A (|[0F]| — [|672]]) = 0
(=mag sin(en) = ma[[Bu]| + A) 07| + (mag sin(az) — mal|Bsl| — A) [|675]| = 0

|0%, || et ||0T,|| étant non nuls et ||By]| = ||Ps]| :
{—mlg sin(ar) — ma|[p1]| + A =0

‘ N mag sin(ag) — myg sin(az) — (mq + m2)||f)1|| =0
mag sin(as) — ma||P2|| = A =0

my sin(ag) — my sin(ay)

) = R
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A.3 Résolution par la mécanique de Lagrange

Soient ¢; la distance du sommet du double plan a la masse mq, et ¢y celle a la masse ms. Le
systeme est soumis a la liaison holonome :

Q@+ g =
dq1 —+ dQQ =0
g1 = —G2

Il n’y a qu'un seul degré de liberté donc une seule coordonnée généralisée, p. ex. q;.
En prenant le sommet du double plan comme origine des énergies potentielles, le lagrangien
s’écrit :
LET -V
5 Mgt + §mads — (—mag qusin(ar) — mag gasin(as))
= 2(my +ma)di + [my g sin(ey) +ms (C — ¢1) sin(az2)] g

= $(my + my)gi + (my sin(on) — mosin(az)) gq

L’équation de Lagrange s’écrit :

a(ocy_ ot
dt \9¢: ) O0q
(mq + ma)G1 = (mq sin(ay) — masin(as)) g

my sin(ay) — mg sin(as)

n= mi1 + mo

A.4 Résolution par la mécanique de Hamilton

Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour la vitesse généralisée ¢;. Le mo-
ment conjugué de la variable ¢; a pour expression :

def aﬁ . . P1
= — = = = 11.1
P1 Ddy (mq +ma)q ¢ P p— ( )
Le hamiltonien s’écrit :
def .
H=pg —L
p% 1 p%
= —— — (M + Mmp)————— — (Mmysin(ay) — me sin(«
e—— 5 (M1 2)(m1+m2)2 (my sin(a;) 2 sin(as)) gq
Vi
= ————— — (mysin(aq) — me sin(«
2l ) (my sin(ay) 2 sin(az)) gq1

Les équations de Hamilton s’écrivent :

) OH ) . .
P = _% P = (m1 sm(c)q) — My Sln(Oéz)) g
! = . D1
. OH G ="
g = . my + Mo
D1
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p1 = (mysin(ay) — masin(as)) gt + py (t = 0)

my sin(aq ) — mg sin(as) po D (t=0)

Q=
soit, en utilisant (11.1) p. 265,
~ mysin(a;) —mysin(ay)
N 2(m1 + mg)

mi + ma mi + Mo

¢ g+ (t=0)t+q (t =0)

A.5 Résolution par la mécanique de Hamilton-Jacobi

Avec (7.3a) p. 186 le hamiltonien a pour expression :

o () = o =

- 2(7711 + mz) 8—(]1
L’équation de Hamilton-Jacobi (7.3¢) p. 186 s’écrit :
OS(qr, a,t 1 S\’ ) )
( ét ) 2 ) (8—%> — (my sin(ay) — mysin(az)) gg1 =0

D’apres (4.8) p. 134, le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps donc il se conserve.
La liaison étant holonome scléronome et le potentiel ne dépendant pas des vitesses généralisées,
I’énergie mécanique se confond avec le hamiltonien :

—E+ ! <880>2 — (my sin(ay) — mosin(az)) gg1 =0
2(my + ma) \ daqr 1 1 2 2)) 941
oS
—8q0 = i\/Q(ml + mg) [(mq sin(ay) — masin(az)) g1 + E]
1

So(q1, E) = i\/Z(ml + my) / \/(ml sin(ay) — mesin(az)) gq1 + Edg + ¢

2 ] _ 3 E 3/2
— 2 f2(my + my) [(my sm(al') mo sm(a%)) gq + E| e
3 (my sin(ay) — masin(az)) g

21 / 2(m1 + mg)

- my sin(aq) — me sin(ae ) 3/2
B i?) (my sin(ay) — ma sin(ag)) g I (1) (a2)) gq1 + E]

ol nous avons supprimer la constante d’intégration. (7.9b) p. 189 donne ’équation du mouve-
ment £(q) :

P=—t%%E

2(7711 —+ mz)

- (mqsin(ag) — masin(az)) g \/(m1 sin(a) — masin(az)) g1 + E

En isolant la coordonnée généralisée ¢; on trouve ’équation du mouvement ¢ (%) :

) FE
9(B+1) (mysin(ay) — masin(az)) g

~ mysin(a;) —mysin(ay)
n= 2(7711 -+ m2)
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B Poulies coaxiales

Soient deux poulies coaxiales, de rayons R; et Rs, supportant les poids ﬁl et 1_32. Quelle est
I’équation du mouvement des poids?

0
Ry
R>
. \/
T, -
T,
P,
P,

Fig. 11.3 — Poulies coaxiales

B.1 Résolution par la mécanique de Newton
a) Gréace au théoréeme du moment cinétique

La dérivée totale par rapport au temps du moment cinétique d’un systeme par rapport
a un point o quelconque, est égale a la somme des moments par rapport au méme point
o des forces extérieures appliquées a ce systeme :

dL, = (0
- _ T
dt 2T

-
L’ensemble des poids et des poulies coaxiales constitue le systéme. Les tensions T #
-
Ty sont des forces intérieures qui n’interviennent pas. En prenant le centre commun
des poulies coaxiales comme point o, nous avons :

d ,— - - - — —
E(R1Xm1\7’1+R2xm2\72):R1>< P1+R2X P2
d ) .

in (Ry-miR1p+ Ry - maRop) = Ry - myg — Ry - mag
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soit,
m1R1 — m2R2
¥ = 2 29
mlRl + m2R2
. miR; —maRy
TR+ mRY
o myRy — ma Ry
T B )

b) Grice aux intégrales premieres

t+¢(t=0)

gt + ot =0)t+ ¢ (t=0)

A n =1 degré de liberté correspond 2n — 1 = 1 intégrale premiere. Toutes les forces
extérieures dérivent d'un potentiel donc 1’énergie mécanique se conserve. Elle a pour
expression :

def

E=T+V
= % <m1R% + ngS) ¢* — (m1Ry — maRy) g
— Cste
En dérivant par rapport au temps :
(mi R} + maR3) ¢@ — (my Ry — maRy) g = 0
. miRy —moRy
Y= 3 29
mlRl + m2R2

B.2 Résolution par le principe des travaux virtuels

Donnons aux poulies une rotation virtuelle d’angle dp. Appliquons le principe des travaux
virtuels (2.1) p. 54 aux deux parties mobiles (N = 2), les masses m et my :

iV: (I?z'(a) - 51) 0r; =0
i=1
(31 - 51) - 0Ty + (32 - 52) 0Ty =0
(m1g — miRi@) Ridp + (—mag — maRap) Radp =0
migR, — mlR%Qb — mag Ry — m2R§¢ =0
@ (—m2R§ — m1R%) = magRy — migRy
. miRy —maRy
YT R+ meR3 Y
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B.3 Résolution par la mécanique de Lagrange
On choisit le centre des poulies coaxiales comme origine des énergies potentielles :
V = —mighy — maghs
= —[m1 (Cr + Rip) + m2 (C2 — Ra)l g
= — (miR1 —maRy) g
Il n’y a qu'une seule coordonnée généralisée, q; = ¢. Le lagrangien s’écrit :
LT v
=3 (mlR% + m2R§) ¢* + (mRy — maRy) g

(o) _oc
dt \op ]  0p
(mlRf + ngg) QO = (m1R1 — ngQ) g

. m1R1 — m2R2
P R+ meRs Y

L’équation de Lagrange s’écrit :

B.4 Résolution par la mécanique de Hamilton

Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour la vitesse généralisée ¢. Le moment
conjugué de la coordonnée généralisée ¢ a pour expression :

def aﬁ 2 2\ . . p
op ~ mftimalt) ¢ T R+ ma )
Le hamiltonien a pour expression :
HEpp—L

= p2 —1 (mlRf + WQRS) @2 — (m1R1 — mzRg) g

miR? + moR3 2

P

= — Ry —moR

CNCER N ) (M1 Ry —maRy) g
=F

Il ne dépend pas explicitement du temps donc il se conserve. Les équations de Hamilton
s’écrivent :

OH
D= _% p=(miRy —maRs) g p=(miR —myRy) gt +p(t=0)
pey = b= p = L mi Ry — ma Ry p(t=0)
b= my R + my R PR+ i R+ m RS
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B.5 Résolution par la mécanique de Hamilton-Jacobi

Avec (7.3a) p. 186 le hamiltonien a pour expression :

1 8S\’
H - 2 (mlR% + ng%) <%> - (mlRl - mQRQ)gSO

L’équation de Hamilton-Jacobi (7.3¢c) p. 186 s’écrit :
OS(p, a,t) 1 oS

ot 2 (my R + moR3%) \ 0

D’apres (4.8) p. 134, le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps donc il se conserve.

La liaison étant holonome scléronome et le potentiel ne dépendant pas des vitesses généralisées,
I’énergie mécanique se confond avec le hamiltonien :

1 0S8y
2 (myR? +moR3%) \ Op

2
) — (mlRl — msz) g = 0

2
—-F -+ ) — (m1R1 — m2R2> g = 0

S
8—900 - j:\/2 (m1RE +maR3) [(mi Ry — maRs) g + E]

So(p, E) = j3\/2 (m1 R} + maR3) / \/(mlRl —mals) gp+ Edp +c

3/2

[(m1 Ry — maRy) gp + E]
(mlRl - msz) g

2
= j:g \/2 (m1R? + moR3) +c

N 3 (m1R1 — ngQ) g

ol nous avons supprimer la constante d’intégration. (7.9b) p. 189 donne I’équation du mouve-
ment () :

[(mi1Ry — maRs) gp + E]3/2

0S8y
b=—t%%E

(mlRl - msz) g

\/(mlRl — m2R2> qp + FE

En isolant la coordonnée généralisée ¢ on trouve ’équation du mouvement () :

Ry —myR E
_ (ma 12 ma 22) g(ﬁth)Q_
2 (my R} + myR3) (mi Ry —maRy) g
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C Masse glissant sans frottements sur un plan incliné non fixe

Une masses m glisse sans frottements sur un plan incliné de masse M, lui-méme glissant sans
frottements sur une surface horizontale. Quelles sont les équations du mouvement de la masse
m et du plan incliné ?

C.1 Résolution par la mécanique de Newton

(a) Grace a la relation fondamentale de la dynamique

A

O X

Fi1c. 11.4 — Masse glissant sans frottements sur un plan incliné non fixe

-
Soit & le vecteur accélération de la masse m relative au plan incliné, et soit A le vecteur
accélération du plan incliné.

Pour le plan incliné de masse M, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
S = MA

-
La force exercée par la masse m sur le plan _i)ncliné n’est pas son poids total P,,, mais sa
composante perpendiculaire au plan incliné, —R,,. A la limite ou 'angle « tend vers 90°, cette
composante du poids tend vers zéro et la masse m tombe en chute libre.

— — — —
Py + Ru+ (—Rm) = MA
En projetant sur les axes X et Y, nous avons :

— R, sin(a) = M A, N A, = —% sin(a)
—Mg+ (Mg + R, cos()) — Ry, cos(a) = MA, A —0
y =

—
donc le vecteur accélération A est horizontal et la composante A, est négative. En notant A la

A=,/az
— _A,

—
norme de A,
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Donc,
MA = R, sin(«) (11.3)

N
L’accélération de la masse m dans un référentiel galiléen est la somme des accélérations a + A.
Pour la masse m, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit :

S B =m(3+K)
— — —>
Pm+Rm:m(5+A)

Le vecteur accélération & est parallele au plan incliné. En projetant sur les axes X et Y, nous
avons :

R, sin(a) = ma, + mA,
{—mg + R, cos(a) = ma,
donc la composante a, est positive et la composante a, est négative.
R, sin*(a) = ma, sin(a) — mAsin(a)
{Rm cos®(a) = mg cos(a) + ma, cos(a)
En notant a la norme de a,
{Rm sin?(a) = ma cos(a) sin(a) — mAsin(a) .
) _ = R,, = mgcos(a) — mAsin(a)
R, cos”(a) = mg cos(a) — masin(a) cos(a)

On isole a en multipliant par cos(«) la premiére équation, et par sin(«) la seconde,

Ry, sin(a) cos(a) = ma cos?(a) — mA cos(a) '
' . oy = a = Acos(a) + gsin(a)
R, cos(a) sin(a) = mgsin(a) — masin®(«)
En combinant (11.3) et (C.1),
MA = mg cos(a) sin(a) — mAsin?(a)
A (m sin?(a) + M) = myg cos(a) sin(a)
_ cos(a)sin(a)
~ sin?(a) + M/m
En combinant (C.1) p. 272 et (11.3) p. 272,

_ cos?(a) sin(a)
sin?(a) + M/m

a (sin2(cc()z)§ J(rozjz/[/m + 1) gsin(a)

_ mecos*(a) + msin®*(a) + M sin(a)
B msin®(a) + M g
m + M

T m sin?(a) + M gsin(a)

g + gsin(a)

Si l'on suppose la masse du plan incliné M tres petite devant celle du solide m, on a :

a =~ m gSln(Oé)
g

sin(«)

~

>9g
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car 0 < a < 7/2. Plus I'angle « est petit, et plus 'accélération relative du solide par rapport
au plan incliné est importante. L’accélération verticale asin(a)) a pour expression asin(a) = g,
la masse m tombe en chute libre. De méme, pour le plan incliné nous avons :

cos(a) sin(«)

Ar
sin?(a)
~ 9
tan(a)

Plus I'angle « est petit, plus le plan incliné est accéléré vers la gauche.

(b) Grace aux intégrales premieres

Y

T2

1

O X

Fi1c. 11.5 — Masse glissant sans frottements sur un plan incliné non fixe

A n = 2 degrés de liberté correspond 2n — 1 = 3 intégrales premiéres. La seule force est la force
de pesanteur qui dérive d'un potentiel, donc I’énergie mécanique se conserve. Soit v la vitesse
de la masse m exprimée dans le repere OXY'| elle a pour composantes

vy = 71 + T cos(a)
{vy = 79 sin(a)
Le carré de sa norme vaut
v =l + o)
= 77 + 27175 cos(a) + 75 cos? () + 75 sin’ ()
= 7§ + 2717 cos(a) + 73
L’énergie cinétique est la somme des énergies cinétiques de m et M :
T = %M 72+ % mv?
= IM73 + Lm (7 + 2475 cos(a) +75)
=L (M +m) 73 + L mi3 + mirs cos(a)
En prenant l'origine de I’énergie potentielle au sommet du plan incliné, elle a pour expression :
V = —mgry sin(«)

L’énergie mécanique est une intégrale premiere du mouvement :

EET+V

- % (M +m) 77 + % miy + mit 7o cos(a) — mgry sin(a)

— Cste
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En dérivant par rapport au temps,
(M + m) 7171 + mitaiy + mi 7o cos(a) + miery cos(a) — mgrg sin(a) = 0

Le systeme n’est pas isolé puisque dans un champ de gravitation. Cependant, ce champ est
selon 'axe des Y, par conséquent la quantité de mouvement se conserve selon l'axe des X et
nous avons une deuxieéme intégrale premiere du mouvement, :

(M + m) 71 + mrq cos(a) = c**
(M +m) ¥ + mity cos(a) =0

1= — 7o cos(a)

m
M+m

La conservation de I’énergie mécanique s’écrit maintenant :

by cos(a) + migf mQCosz(a)...+... () -y sin(a) = 0
—migry cos() + migfy — ————= 9Ty + mitary cos(a) — mgry sin(a) =
271 272 Mtm 272 271 gra
. m?cos’ in(a)
Mg — Fo = mgsin(a
2 M+ 2 g
m cos?(a)
R 2N AN
7 l M m gsin(a)
M —m/[1 —sin?
7, +m ]\;nlm sin®(a)] _ gsin(a)
. M+m in()
Fo = sin(«
? msinQ(a)—i—Mg
et pour la coordonnée ry :
. msin(a) cos( )
r = — 3
msin®(«) +
sin(«) cos(a )

co
sin?(a) + M/m

C.2 Résolution par le principe des travaux virtuels

O X

Fi1G. 11.6 — Masse glissant sans frottements sur un plan incliné non fixe

Il y a deux degrés de liberté. Choisissons r; et ry comme coordonnées généralisées.
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Appliquons le principe des travaux virtuels (2.1) p. 54 aux deux parties mobiles (N = 2), la
masse m et 'ensemble M + m :

g: (ﬁi(a) - 51) -or; =0
—1

(Z I?Mer - §M+m) - 0Ty + (Z Fo — ﬁm) 0Ty =0

Les déplacements virtuels 17 et 015 sont indépendants. Le premier terme concerne ’ensemble M+
m. Posons 017 = 0r7:

= = = o N =
{Par+ Rarym + Py — [(M +m) Ty +mip| } - 0ty = 0
(M +m) ¥ + mity cos(a) = 0
Le second terme concerne la masse m seule.
Posons 01y = dr (cos(a) 7 — sin(«) 7) :
mgsin(a) —m (71 cos(a) + i) =0
Nous avons le systeme suivant :
(M 4+ m) i + miy cos(a) =0 (M + m) 7 + mig cos(a) =0
71 cos(a) + 7y = gsin(a) mity cos”(a) + mig cos(a) = mgsin(a) cos(«)
—mg sin(«) cos(a)

e M +m —m (1 —sin?(a)
2

{7’“’1 (M +m — mcosQ(a)) = —mygsin(a) cos(a)

N )
o = gsin(a) — 71 cos() iy = gsin(a) + m]\g;il(a) §ozs( (())z)
m sin®(«
. sin(«) cos(a)
7= —
! sin?(a) + M/m
=
. M+m in(a)
Py = sin
7 M+ msin®(a) g
C.3 Résolution par la mécanique de Lagrange
Y
g2(t)
m
M
@(t)
!
0 X

Fic. 11.7 — Masse glissant sans frottements sur un plan incliné non fixe
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Il y a deux degrés de liberté. Le choix des coordonnées généralisées est libre. Choisissons ¢; et
¢2 comme coordonnées généralisées. Pour ¢ nous aurions pu choisir la hauteur y de la masse
m. Le lagrangien s’écrit :

def

L=T-V
=L (M +m) ¢ + L mg; + mdigs cos(a) + myggs sin(a)

La coordonnée ¢; est cyclique, elle n’apparait pas dans le lagrangien. Nous avons alors :

dfocy g
dt \og, |

% [(M +m) ¢ + mgs cos(a)] =0

(M +m) ¢; + mgy cos(a) = ¢

On retrouve l'intégrale premiere du mouvement correspondant a la conservation de la quantité
de mouvement selon I'axe des X. Les équations de Lagrange pour chaque coordonnée généralisée
s’écrivent :

oLy oC d
dt \dq, )] ~ oq T [(M +m) 41 + mgs cos(a)] =0
=
d (oL = oL 4 (mgy cos(a) + mga) = mgsin(a)
dt \ 9gs Iq2 de
(M +m) § + mdgs cos(a) =0 (M +m) G +mdacos(a) =0
g1 cos(a) + ¢ = gsin(w) méi cos®(a) + md cos(a) = mgsin(a) cos(a)

{cjl (M +m — mcosz(oz)) = —mgsin(a) cos()
Go = gsin(a) — G cos(a)

. —myg sin(a) cos(a) . sin(a) cos(a)
L Y - m (1 — sin?(a)) n= sinZ(a)+M/mg
9 =
i} in(a) + myg sin(a) cos® () . M +m sin(a)
©=9 M + msin®(a) LV m sin?(a) g

C.4 Résolution par la mécanique de Hamilton

Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour les vitesses généralisées ¢, et ¢s.
Les moments conjugués des variables ¢; et ¢o ont pour expression :

Pr= %4, N FF4M+W%+m@m@)
p2 = Mgy cos(a) + mgy

Inversons ces relations grace a la méthode de Cramer :
mY | M+m mecos(a) | (¢
pe) | mcos(a) m Go
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Notons A le déterminant de la matrice,

1 ip1 mecos(a) mpy — mps cos(a)

“= N ps m N "= (M 4+ m) — m? cos?(«)
. _ LI M4em p _ (M + m) py — mp; cos(«)
© =x mcos(a) po © = (M 4+ m) — m?2 cos?(«)

Le hamiltonien s’écrit :
def .
H= Zpi% - L

= P11 + padgo — 3 (M +m) 47 — 3 md3 — mdige cos(a) — mggs sin(«)

Inutile d’expliciter davantage le hamiltonien en fonction de p; et p,. Les équations de Hamilton
pour la coordonnée ¢; s’écrivent :

oH

p=—n p1=0
oq
pey = i = mp; — mpsg cos(a)
G = 5— YT m (M 4+ m) — m2 cos?(a)
op
Les équations de Hamilton pour la coordonnée ¢y s’écrivent :
A OH : .
by = —5— pPo = mgsin(«)
87—[q2 = - (M +m) ps — mp; cos(a)
Q=5 ©=m (M 4+ m) — m? cos?(«a)
Ip2

En intégrant,

pr=ci'
p2 = mgsin(a)t + ¢’

_ —m?gsina cos(a) ste _ sin(a) cos(a)
¢ = t+c G =—=7
m (M +m) — m? cos?(«) sin®(«) + M/m
(M + m) mgsina . M +m

R t ste — .
“ = (M + m) — m?2 cos?(a) e © msin?(a) + M g

gt + Cste

sin(a) t + ¢

C.5 Résolution par la mécanique de Hamilton-Jacobi
Le hamiltonien s’écrit :

H = pigs + page — 3 (M +m) ¢ — 5 md3 — mdigs cos(a) — mggz sin(«)
mpi — mpippcos(a) (M 4 m)ps — mpips cos(a)

~ m (M +m) —m2cos?(a)  m (M +m)—m?2cos?(a)
1 - mp; — mps cos() ?
3 (M 4m) [m(M+m) —mQCOSQ(a)]

27 [m (M +m) — m2cos?(a
B (m?py cos(a) — m?py cos?(a)) [(M + m) py — mp; cos(a)]

[m (M +m) —m? cosQ(oz)]2

VM+mMrﬂww%@ﬂ

— mgqe sin(«)
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-2
H= {m (M +m) —m? COSQ((I)} Hmp% + (M 4+ m) p2 — 2mp1p, cos(a)]
[m (M+m)—m? cos2(a)} — L(M+m)m?p} — 3 (M+ m) m°p; cos®(a)
+ (M 4+ m) m*pips cos(a) — 5 (M + m)* mp? — 1 m?p] cos*(a)
+ (M 4 m) m?p1p; cos(a) — (M 4 m) m?pyp; cos(a)
+ (M 4 m) m*p3 cos?(a) + m?p? cos? (o) — m*p1ps cosgoz} — mgqe sin(«)
-2
H = [m (M +m) —m? cosz(a)} [(M +m) m*p? + (M +m)* mp?
— 2(M + m) m?pyps cos(a) — mPp? cos? () — (M + m) m?p3 cos? ()
+ 2m*pips cos’a — 1 (M +m) m*p} + 3 (M + m) m*p3 cos*(«)
+ (M 4+ m) m*pips cos(ar) — 3 (M + m)® mp? + 1 m®p7 cos®(a)
+ —m3pips Cosgoz} — mgqe sin(a)
-2
H= [m (M +m) —m? cosz(oz)} [% M 4+ m)m?p} + 1 (M + m)* mp?
3

(
— (M +m) m*pips cos(a) — £ m®p} cos®(a) — 3 (M + m) m*p3 cos* ()

+m>p1ps cos?’a} — mgq sin(a)

mpi N (M +m) p3
2[m (M +m) —m?cos?(a)]  2[m (M +m) —m?cos?(a)]
B mpipa cos(ar)
m (M + m) — m? cos?(a)
_ mpi + (M +m) pj — 2mpipz cos(a) g sin(a)
2[mM +m2 —m? (1 — sin?(a))] ?
_ mpi + (M +m) pj — 2mpip; cos(a)
2m (msin?(a) + M)

H =

— mgqs sin(a)

— mgqs sin(a)

Avec (7.3a) p. 186 le hamiltonien a pour expression :

mdy, S* + (M +m) 9,8% — 2md,, S 9,8 cos(«)

"= 2m (msin®(«) + M)

— mgqe sin(«)

L’équation de Hamilton-Jacobi (7.3c) p. 186 s’écrit :

0 t
8<q1’qgta1’a2’ ) <Q1>QQ>§ oS t) =0

g’ a—(h’
oS N mdy, S* + (M +m) 9,8 — 2md, S 9,,S cos(«)
ot 2m (msin?(a) + M)

—mggasin(a) =0

La variable temps étant cyclique, on pose :
S <(117 q2, E7 Q, t) =—It + 80 (Qb q2, E7 052)
et I’équation de Hamilton-Jacobi devient :

MmOy, SE 4+ (M + m) 0,83 — 2m cos(a) Oy, So 0y So
2m (msin?(a) + M)

—mggesin(a) = E
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La variable ¢; étant cyclique, p;1 = as, et 'on pose :
So (01, @2, B, 2) = 81 (@2, B, 2) + g
et ’équation de Hamilton-Jacobi devient :
ma3 + (M +m) 9,8 — 2mas cos() 0, St
2m (msin?(a) + M)

soit,

—mggesin(a) = E

(M +m)d,S; — 2may cos(a) 0,81 — 2m?ggy sin(a) (m sin?(a) + M) + mas
=2mE (m sin?(a) + M)

Polynome du second degré en 9,,5;, de la forme,

a8q2812 (QQ) + b8q281 (QQ) +c=0

avec,
a=M+m
b= —2mas cos(a)
V' = —may cos(a)
c=dg +e

d = —2m?gsin(a) (m sin?(a) + M)
e =mas — 2mE (m sin?(a) + M)

Le discriminant réduit s’écrit,

A =b?—ac
Les racines sont :

b b2 — ac

20,85 =—+—-——

221 a a
b b2 —adgy, —
-2 4 V' adgz — ae

a a

On integre :

v - 2 (b2 — ad gy — ae)®”
a2

Si (q2) =

a 3a2d
Nous avons donc,
mae cos( o 1
1= 2 c05) )Q2 + 2 . 5
M+m 3 (M +m)”m?gsin(«) (msin®*(a) + M)

% {m%é cos®(a) +2 (M +m)m’gsin(a) (m sin?(a) + M) q2
— (M +m)ma3 +2m (M +m) E (msinz(a) n M) }3/2

_ may cos(a) 1
B & 3 (M +m)* m2gsin(a) (msin?(a) + M)

M+m
X {[2 (M +m) (E 4 mggasin(a)) — ag} m (m sin?(a) + M)}

3/2

[2 (M +m) (E 4+ mggesin(a)) — ag} i

3(M +m)* /mgsin(a)
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I’action de Hamilton s’écrit :
S= Sl (q27 E7 Oég) — Et + (651451

\/m sin?(a) + M

}3/2 mag cos(ar)

— 2 (M +m)(E + i — a3
SO ) Vegena) [2(M +m) (B +mggysin(a)) — o3 T
— Bt + Qa1
(7.3b) p. 186 donne les équations du mouvement :
oS
b= 9B
\/(m sin?(a) + M) [2 (M + m) (E 4+ mggs sin(a)) — a3]

(M +m) y/mg sin(e)

Isolons ¢,

o m (B + )" [(M +m)gsin(a)]”

2(M +m) (E+mggsin(a)) — a5 = s (@) £ M (11.4)
. m (B +)° [(M +m) gsin(a)]” + a3
mgd sinfer) = 2(M +m) { msin?(a) + M 2} -k
3= 2Mtm)E (Bt At + ) (M +m)gsin(a)
©=35 (M + m) mgsin(«) 2 (msin?(a) + M)
(7.3b) p. 186 donne :
aS
Bo = 90s
agy/msin®(a) + M .
i <sz P gy V2 ) (4 magsinte) o + T L
Avec (11.4) :
anyfmsin’(@)+ M m (B +t) (M +m) gsin(a) | mcos(a)
62_:F(M+m)2\/ﬁgsjn(a)x \/msinQ(a)+M + M+m G2 +q
as (B +1t)  mecos(a)
M m + Mtm G2 +q
0= By + az (b1 +t)  mecos(a) "

M+m M+m
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D Pendule simple, plan

Soit une masse m attachée a une tige de longueur p constante, dans un champ de gravitation —g7,
oscillant dans le plan (z,y). Quelle est I’équation du mouvement de la masse m ?

D.1 Résolution par la mécanique de Newton

a) Gréace a la relation fondamentale de la dynamique

Fic. 11.8 — Pendule simple, plan

— —
On note F la force exercée par la tige sur la masse m et P son poids. (2.3) p. 57 donne
I’expression de 'accélération en coordonnées polaires dans la base polaire orthonormée

(€,,€p) :
ma = Zf(e)
—P+F
mph&y — mphe, = —mgsin() & + mg cos(9) &, — Fg,
qui donne le systeme,
mpd* + mgcos(d) = F
{pé + gsin(f) =0

La seconde relation est I’équation différentielle de 1’élongation 0(¢) du pendule simple.
Dans I'approximation des petites oscillations, on utilise le développement limité de la
fonction sinus a 'ordre un. L’équation devient :

ph+ gb =0

La solution de cette équation différentielle linéaire du 2" ordre par rapport au temps
est de forme sinusoidale, fonction sinus ou cosinus au choix, la phase a l'origine des
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temps o permettant de passer d’une fonction circulaire a I'autre :

0(t) = Asin(wt + o)

() = Aw cos(wt + @)

() = —Aw? sin(wt + o)
ou A est amplitude (élongation maximale) et ¢ = wt+ g est la phase du mouvement
oscillatoire. En remplagant dans I’équation différentielle, on trouve 'expression de la
pulsation propre,

—pAw? sin(wt + @g) + gAsin(wt + o) = 0

g

w==4,/=
P

pour laquelle on ne conserve que la valeur positive. L’amplitude A et la phase a ’origine
des temps ¢( sont les deux constantes de ce systeme a un degré de liberté :

0= 9(t7A7 300)
9 :9<t7A7 300)

En posant g o —wto,
0 = Asin(wt — wty) 0 = Asin[w(t — to)]
{0 = Aw cos(wt — wtp) {6’ = Aw cosw(t — to)]
puis 7 =t — 1,
{6’ = Asin(wr)

0 = Aw cos(wr)

nous supprimons la constante . Il ne reste comme constante que I'amplitude A. A
I'instant initial 7 = 0,

0= A

90 — 0

O(T) = Oy sin(wT)

L’intégrale premiere A n’est autre que la racine carrée de I’énergie mécanique a un
facteur multiplicatif pres. En effet, en prenant 'origine de 1’énergie potentielle au point
le plus bas de la trajectoire, I’énergie mécanique s’écrit :

et I'on a :

E = 1mp*0* + mgp[l — cos(6)]

Pour de petites oscillations, on utilise le développement limité de la fonction cosinus
cos() =~ 1— 267 :

E =~ %mpzéz -+ mgp (%92)
Relation valable en particulier a l'instant initial :
E~ %mgpA2
Pour de petites oscillations, 6(t) est donc une fonction sinusoidale du temps :

0(t) = Asin(wt + o)

282



avec w = 1/g/p. Nous pouvons exprimer les constantes A et ¢q en fonction des condi-

tions initiales sur la position 6, et sur la vitesse 6 :

6> = A%sin®(wt + ¢q)
0% = A%w? cos®(wt + o)

donne pour 'amplitude A :

AN 2
A= (ﬁ) + 62
w

ott 'on ne conserve que le signe positif car Pamplitude est positive. A Pinstant initial :

; 2
A= <@> + 63
W

Pour la phase a l'origine des temps g, nous avons :
0o = Asin(pg)
0o = Aw cos()

soit :

(CUHQ)
po = arctan [ —
to

La solution s’écrit :

0 ’ wb
0t) = <—0> + 63 sin [wt + arctan <—0>]
w 0

Grace au théoreme du moment cinétique Prenons le moment cinétique du pendule par
rapport au point d’attache o du pendule :
dL ﬁ
°_N"rf
a =l
d . L, = L o=
&(pxmv):px P+pxF
dr | - - " : . L L
T [p €, X m (p €, + pb 69)} = p€, x (—mygsin(f) € + mg cos(d) €, — FE,)
d —
T (mp26’ k) = —mgpsin(0) €

Grace aux intégrales premieres

A n = 1 degré de liberté correspond 2n — 1 = 1 intégrale premicre. La force de
pesanteur est la seule force extérieure, elle dérive d’une énergie potentielle. L’énergie
mécanique est donc une intégrale premiere qui fournira une équation pour la seule
variable 6. Prenons 'origine de I’énergie potentielle de pesanteur au point de suspension
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du pendule. La conservation de I’énergie mécanique s’écrit :

EdefT—l—V

= %m (p + p292) — mgh
=1 mp*0% — mgp cos()
= —mgp cos(Omaz)

— Cste

Nous reportons 'approximation des petites oscillations a la fin des calculs :

%mp292 — mgpcos(0) = —mgp cos(@m,w)
5 p92 = glcos(0) — cos(Omaz)]

\/> \/ cos(#) — cos(Omaz)
= \/;_9/60 \/COS(H) - cos(@max)

On utilise la formule de trigonométrie de I'angle double cos(x) = 1 — 2sin?(z/2) :

= [P 40

fho= \/;/eo V25102 (O /2) — 25in2(0/2)
1 \/E /9 df
2V 9 Joy \[sin® (Bae/2) — sin?(0/2)

Une période est le quadruple du temps mis pour aller de 8 =0 a 0,4, :

emaz
T = 2\ﬁ / da
9Jo \[sin®(Omas/2) — sin?(0/2)
On pose a = 0/2, donc ey = Omae/2 et d = 2da :
T= 4\F / da
9 Jo \/sin2 (maz) — sinQ(a)
- sin amax \/7/ \/ _sin(a)

sm(amaz

On pose

sin(a)

sin(maz )

sin(€) =
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Pour o = 0 nous avons £ = 0, et pour & = Qpq, Nous avons § = m/2. Dérivons le
changement de variable pour trouver I'expression du nouvel élément différentiel :
dsin(§)  dsin({) da
d¢ da d¢
1 dsin(a) da

cos(§) = Sin(naz)  da dE
da_ cos() o
Sin(amax) B COS(O()
| 1—sin?(§)
=\ T
Or
sin(a) = sin(@maq) sin(é)
sin2(a) = SinQ(amal‘) sin2(§)
si bien que

dg

sin(amax) 1-— Sin2(amam) Sin2(§)

da _ $ 1 —sin?(§)

1 — sin?(¢)

\[/ W $ 1 — sin® (Qinag) sin®(€)
[ /
\[g 0o \J1- sinQ(emax/2) sin?(¢)

w/2 dg
k) =
) /0 1 — k2sin?(€)

ou k est un parametre, est une intégrale elliptique compléte de premiere espéce sous sa
forme trigonométrique. Pour de petites oscillations 6,,,, < 1, le développement de la
fonction K donne :

P 2 9 4 >
T~ 2w, |- —9 — 40
Tr\/;( + 16 max + 1024 max

L’intégrale

D.2 Résolution par le principe des travaux virtuels
Appliquons le principe des travaux virtuels (2.1) p. 54 a la seule partie mobile (N = 1) :
—

N
S (70 f) =0

i=1
— — .
(P+F —p) or=0
Choisissons un déplacement virtuel pour lequel la force de liaison ne travaille pas :

5T = pd0 &,
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(2.3) p. 57 donne l'expression de l'accélération en coordonnées polaires dans la base polaire
orthonormée (€,,€y). Avec p constant, nous avons :

p=ma

= —mpézép + mph&,
donc,

(—mg sin(6)€p + mg cos(6)€, — F€, + mp92§p - mpéé’g) - pohey =0
(—mg sin(6) — mpé) pof =0
ph + gsin(f) =0

Pour trouver 'expression de la tension I’ dans la tige, on choisit un déplacement virtuel pour
lequel la force de liaison travaille :

0T = 0p¢€,
donc,

(—F + mg cos(0) + mpéz) dp=10
mpd* + mgcos(d) = F

D.3 Résolution par la mécanique de Lagrange

Le systeme possede deux dimensions z et y, et une contrainte holonome :

Va2 =p

— Cste

donc un seul degré de liberté. Prenons 6 comme coordonnée généralisée, le lagrangien s’écrit :

def

J A Ve

= 3 mp’6® — [—=mgpcos(0)]

=1 mp*6% + mgp cos(6)
= 1 pf? + mg cos(0)

d (L) _ oL
dt \ oo ) 90

d /. ,
“ T ( 9) = —gsin(0)
pf + gsin(d) =0

L’équation de Lagrange s’écrit :
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REMARQUE 63. Sil'on ne connait pas 'expression du potentiel V, on calcule la force généralisée & partir de
la déf. A.1 p. 71. Par exemple, la force généralisée de pesanteur a pour expression :

Qj = Z Pi- 3g;
i=1
L 0(ph) .
= —mgJ g; )&,
= —mgpsin(0)

puis l'on se sert de (3.10) p. 72 :

. d (oT oT

d : .
o (mp29) = —mgpsin(0)
pf + gsin(h) =0

D.4 Résolution par la mécanique de Hamilton

Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour la vitesse généralisée 0. Le moment
conjugué de la coordonnée généralisée # a pour expression :

o oL . .
p M= mp*0 = 0=—
00 mp
Le hamiltonien s’écrit :
H pl — L
= mp?0® — [% mp*6* + mgp COS(@)}
1

=3 mp*0* — mgp cos()
2

= 2:;/)2 — mgp cos(0) (11.5)
=L

Les équations de Hamilton s’écrivent :

: OH . :

p=—— p = —mgpsin(f)
a0 N .

j_ OM 6— L

D.5 Résolution par la mécanique de Hamilton-Jacobi

Avec (7.3a) p. 186 le hamiltonien s’écrit :

P
H = — mgp cos(6)

2mp?
1 (8S)
= S <%> — mgp cos(0)
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1

Pour de petites oscillations cos(f) ~ 1 — 36*, nous avons :

1 (0S)’ L

2
_ L (98 mp g
2mp? \ 00 2

a une constante pres. L'équation de Hamilton-Jacobi (7.3¢) p. 186 s’écrit :

S (0, a,t) —l—?—l(@ oS t) _9

ot 00’
s 1 (88\® mgp .,
a+2mp2<%> + 2 =0

La variable temps étant cyclique, on pose :
SO, E;t)=—-FEt+S5,(0,F)
et ’équation de Hamilton-Jacobi devient :
1 88,\>  mgp 9
0°=F
2mp? <89 ) * 2

08y’ ) mgp

— | =2 E——0
( 20 ) e ( 2 )
08y

50 = :i:,o\/ZmE — m2gpb?

Sy = j:p/ \/QmE — m?2gp6?do

et I'action de Hamilton a pour expression :

S=-Ft ip/ \/QmE —m?2gp6*do
(7.3b) p. 186 donne ’équation du mouvement ¢(0) :
os
oE
0
=2 (—Et + p/ \/ZmE — m2gp6? d@)
En se servant de la résolution de (7.13) p. 193, avec k = mgp,

p . [mgp
=—t+ /L —9Py
I6; \/; arcsin ( Yo )

soit, en isolant la coordonnée généralisée 0 :

arcsin < % 0> = i\/g(t +5)

=4 2b sin <\/§(t +ﬂ)>
mgp p
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Résolution en utilisant l'ex. G.3 p. 180

H="L — mgp cos(0)

2mp?
Pour de petites oscillations cos(d) ~ 1 — 267 :
2
p mgp o
H = —0
2mp? * 2

On pose M = mp* et w = /g/p :

2
H r__ %Mw2«92

T 2M
_ Loy 2 202
De la forme de (6.11) p. 182. La solution est donc :
p(t) = V2ME cos(wt + f3) p(t) = pV2mE cos(wt + f3)
1 [2F = 2F
= /= si t) = in(wt
q(t) Y, sin(wt + ) q(t) map sin(wt + 3)

E Pendule simple a ressort, plan

Soit un pendule simple, a ressort, de longueur p(t) variable. La masse m est supposée osciller
dans le plan. Quelle est I’équation de son mouvement ?

Fi1c. 11.9 — Pendule plan a ressort
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E.1 Résolution par la mécanique de Newton
a) Gréce a la relation fondamentale de la dynamique

(2.3) p. 57 donne l'expression de 'accélération en coordonnées polaires dans la base
polaire orthonormée (€,,€). En utilisant la relation fondamentale de la dynamique,

ma =Y £
_ELF
m (,5 - p92) € +m (,00 + 2p0) € = —mgsin(0) € + mgcos(d) €, + F€,

qui donne le systeme,

. F

p— pb* —gcos(d) = —
.. . m
p0 + 2p0 + gsin(f) =0

Si le modele de la force de rappel du ressort est de la forme,

—

F=—k(p—po)&,

alors,

L k
p—pt* = gcos(0) = —— (p = po)

pl + 250 + gsin(f) = 0

b) Grice aux intégrales premieres

A n = 2 degrés de liberté correspond 2n — 1 = 3 intégrales premiéres. Il nous faut
deux équations, c.-a-d. deux intégrales premieres, pour deux inconnues p et . Si le
modele de la force de rappel du ressort dérive d'une énergie potentielle alors ’énergie
mécanique se conserve. Supposons que le modele de la force de rappel soit de la forme

—

F=—k(p—po)&,
qui dérive de I’énergie potentielle
2
V= %k (P = po)
L’énergie est alors une intégrale premiere :

E¥rivy

= Lm (p* + p*0*) — mgpcos(0) + 3k (p — po)”
En dérivant par rapport au temps :
mpp + mppb? + mp*00 — mgp cos(0) + mgpl sin(0) + kp (p — po) = 0 (11.6)
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Le vecteur moment cinétique est aussi une intégrale premiere. Calculons-le par rapport
au point d’attache o du pendule :

—

dL

°=3"T®
dt ©
EE@Xmﬂ:ﬁxﬁ+ﬁxﬁ
d N A= — o — — —
T {pé’p X m (pep + p@eg)] = p€, x (—mgsin(f) € + mgcos(0) €, — F€,)
d .
T (mp2«9 §k) = —mgpsin(0) &

pl + 200 + gsin(f) = 0
On multiplie cette équation par mpé et 'on soustrait de (11.6) :

L k
p— pb® —gcos(d) = —— (p — po)

m

pl + 200 + gsin(f) = 0

E.2 Résolution par le principe des travaux virtuels

Appliquons le principe des travaux virtuels (2.1) p. 54 a la seule partie mobile (N =1) :
—

N
> (Fz'(a) — 51) -01r; =0

=1
(P+F —5) or=0

(2.3) p. 57 donne l'expression de l'accélération en coordonnées polaires dans la base polaire
orthonormée (€,,€p). Il y a deux coordonnées généralisées, donc deux déplacements virtuels.

[—mg sin(0)€p + mg cos(0)€, + F€, —m (ﬁ — p92) €, —m (p@ + 2p0) 69} -0pe, =0
[—mg sin(0)€p + mg cos(0)€, + F€, —m (,5 — p92) €, —m (p@ + 2p0) 69} - pdfey =0

{mg cos(0) + F —mp +mph* = 0 _ p— pb? — gcos(h) = —
—mgsin(f) — mpl — 2mpf = 0 pl + 240 + gsin(0) =0
Si le modele de force est de la forme F = —k (p— po) €,, alors,

p—pb* = gcos(8) = —— (p = po)
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E.3 Résolution par la mécanique de Lagrange

Il y a deux degrés de liberté, donc deux coordonnées généralisées, p et 6. Le lagrangien s’écrit :
LTV

= Lmp® + §mp*0* — [~mgpcos(0) + 5k (p — po)’]

= 3mp® + Lmp*0” + mgpcos(0) — 3k (p — po)’

Les équations de Lagrange s’écrivent :

d (0L oL _0 d .
a\ap) op &(mp)—mpﬁ —mgcos(f) + k(p—po) =0
=

d (0L oL d 2, ) _

o <%> Tk 0 % (m,o 9) + mgpsin(f) = 0
o k o
p=pt* —gcos(0) + —(p—po) =0 N p—pb* = gcos(0) = —— (p = po)
mp*0 + 2mppd + mgpsin(f) = 0 P+ 2p0 + gsin(f) = 0

Si le modele de la force de rappel du ressort ne dérive pas d’'un potentiel, on utilise la force
généralisée Q dont les composantes sont données par la déf. A.1 p. 71 :

== OF
QEY Fi- o
! z; dg;
. Ope,
QP FeP ) app
=F
Qo =
Les équations de Lagrange s’écrivent :
d (O£ 9L _ L
dt \ dp ap
afocy _oc
dt\og) 00
d . .
T (mp) — mpb?* —mgcos(d) = F {ﬁ — pf? — geos(h) = F
d . = i} . m
T (meG) + mgpsin(f) =0 pf + 2p0 + gsin(d) =0
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E.4 Résolution par la mécanique de Hamilton

Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour les vitesses généralisées p et 0.
Les moments conjugués des variables p et 6 ont pour expression :

difﬁﬁ . Dp
T pemme P

def 8£ Po = mp29 9: p_e
Do = 89 mp2

Le hamiltonien s’écrit :
def .
M= pid— L
J

_1
2

1

= mp?® + mp*0? mp® — 1 mp*0% — mgp cos(0) + Tk (p— o)

=1mp® + %mpZQZ —mgpcos(0) + 3k (p — o)

v s 2
_ b b 1

“om Tompe mgp cos(0) + 3k (p — po)
=F

D’apres (4.8) p. 134 le hamiltonien n’étant pas une fonction explicite du temps, il se conserve.
Les équations de Hamilton pour la variable p s’écrivent :

. OH . P2
Pe =", Pp = ——5 +mgcos(0) =k (p— po)
= mp
,_ O s Po
p - 8pp p - m
{pp — mpf? + mgcos(8) — k (p— po)
pp =mp
Nous vérifions qu’elles redonnent bien I'équation :
p—pb* = gcos(8) = —— (p = po)
Les équations de Hamilton pour la variable 6 s’écrivent :
. OH . (0
=g [T omeesm@ o fie= —mpsing0)
- oH 0=— po = mp>0 + 2mbpp
Ope

Nous vérifions qu’elles redonnent bien I'équation :

pl +20p + gsin(0) = 0
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F Pendule sphérique

Soit un pendule de masse m et de longueur r pouvant osciller dans toutes les directions. Quelle
est I'’équation du mouvement de la masse m ?

LL2027
K

F1G. 11.10 — Pendule sphérique

Dans la base orthonormée (7 7, k), en coordonnées rectangulaires (x,y, z), le vecteur position a
pour expression :

f(z,y,2) = aT+ y7+ 2k
Le changement de coordonnées de sphériques vers rectangulaires est le suivant :
x = rsin(0) cos(¢)
y = rsin(f) sin(¢)
z = —rcos(f)
Nous employons ici deux méthodes pour déterminer I'expression du carré de la vitesse.

—

(1) En restant dans la base (7,7, k) et en passant aux coordonnées sphériques (7,0, ¢), le
vecteur position s’écrit

T(r,0,¢) = rsin(0) cos(¢)7+ rsin(6) sin(¢)7— r cos(0)k
En dérivant et en prenant 7 = 0, le vecteur vitesse s’écrit :
V= [7“9 cos(6) cos(p) — résin(6) sin(gb)} 7+ [7“9 cos(6) sin(p) + résin(0) Cos(gb)} 7+ rfsin(0) k
v2 = 120% cos®(0) cos® ¢ + r2¢? sin?(0) sin® ¢ — 2r>0¢ cos(6) cos(¢) sin(0) sin(¢)
+ 1262 cos?(0) sin? ¢ + r2¢? sin?(6) cos? ¢ + 2r20¢ cos(6) sin(¢) sin(0) cos(¢)
+ r%0? sin’(0)
= 120% + r2$* sin’(0)
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(2) En passant dans la base sphérique unitaire (&, €y, €y) :
t(r,0,¢) = ré,

or or or
artr. 6, ¢) = (a )J (%)w ’ (a—q)w

= [sin(@) cos(¢)7+ sin(0) sin(¢) ) — cos(@)lq dr
+7r [COS(@) cos(¢)7+ cos(@) sin(¢)7+ cos(@)lq dé
— 1 [sin(#) sin(¢)r’ — sin (@) cos(p) ] d¢
= dré, + rdf&y + rsin(0)d¢e,

Nous en déduisons I'expression des vecteurs unitaires de la base sphérique dans la base
orthonormée,

8, = sin(6) cos(¢)7+ sin(6) sin(¢)7— cos(d)k

& = cos(0) cos(¢)7+ cos(8) sin(¢)7+ cos(A)k

€y = —sin(¢)7+ cos(¢)J
et l'expression du vecteur vitesse en coordonnées sphériques dans la base unitaire
sphérique :

¥ = 76, + 108 + rsin(0)¢é,
= 108 + 7sin(0) e,

v2 =126 + r?sin?(0) ¢

F.1 Résolution par la mécanique de Newton, griace aux intégrales premiéres

An=2 degrés de liberté correspond 2n—1 = 3 intégrales premieres. Il nous faut deux équations,
c.-a~d. deux intégrales premieres, pour deux inconnues # et ¢. Le vecteur moment cinétique est
une intégrale premiere. Calculons-le par rapport au point d’attache o du pendule :
fo =Txmv
= re, x mr(fey + sin(0)ge,)
= mr?(fe, — sin(6)deq)

Sa norme est constante
L, = mr? («92 + sin2(9)<;52)
ansi que sa projection sur n’importe quel axe fixe, en particulier sur I'axe z :
L, -k =mr (96¢ — sin(0)dey - k)
Lo = mr*sin®(0)¢ (11.7)

Les forces dérivant toutes d’un potentiel, I’énergie mécanique se conserve :
def

E=T+V
=1mr [92 + sin (6’)@52} — mgr cos(6)
mr26? L%,
= = — 0 11.8
2 i 2mr? sin’(0) mgr cos(6) (11.8)
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On isole 0 :

. 12
- | |p- =0
\J mr? [ 2mr? sin?(0) Tmgr COS(H)]

2mr2 sin?(0)

B a0
t/\/2 [E——L§9—+mgrcos(9)]

C’est une intégrale elliptique de premiere espece. Avec (11.7), nous avons I'expression de I'autre
variable :

do _ d¢ d¢
dg — dt df
B L.y 1
2 o2
e (0) \/m2r2 [E B 2mr2Ls§i(;12(€) + mgr COS<9>}
= L.y dé
rv2m sinz(ﬁ)\/E - W%%Qw) + mgr cos(6)
C’est une intégrale elliptique de troisieme espece. (11.8) donne
mr26? L2
— - =20 0
2 2mr? sin?(0) +mgr cos(f)
par conséquent :
L%,
E—————— 0) >0
2mr? sin(0) +mgr cos(6)
L

——=——— —mgrcos(f) > FE
2mr? sin?(0) J (6) >
Les limites du mouvement sont atteintes lorsque I’énergie cinétique est nulle, c.-a-d. lorsque
L3
——=—— —mgrcos(f) = F
2mr? sin?(0) J (6)

C’est une équation du troisieme degré en cos(f), ayant deux racines cos(f); et cos(#), entre —1
et +1. Ces racines déterminent la position de deux cercles paralleles 0; = ¢ et 0, = ¢35, sur
la sphere, entre lesquels est comprise toute la trajectoire du pendule.

F.2 Résolution par la mécanique de Lagrange
L’énergie cinétique a pour expression,
T = Lmr? (92 + ¢? sinz(«?))
et I’énergie potentielle :
V = —mgr cos(0)

Le lagrangien a pour expression :

L=1imr? (02 + ¢? sin2(9)) + mgr cos(6)
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La coordonnée généralisée ¢ étant cyclique, son moment conjugué p, est une intégrale premiere
du mouvement. Les équations de Lagrange s’écrivent :

oL oL d . ;
a\o5) a0 a(mf,ﬂe)—mr2¢2sin<e>cos<e>+mgrsin<9>=0
=
d [oL\ oL d _
200G e

psin?(h) = ¢t

Nous obtenons ’équation différentielle du 2" ordre par rapport au temps suivante :

{m'r’Qé — mr?¢? sin(f) cos() + mgrsin(6) = 0

0 = ¢*sin(0) cos(h) — 951;1(0)
_ P2 cos(d)  gsin(0)
= ¢*sin” 6 sind(0) 7
_ s Sclii(fe)) 3 951;1(9) (11.9)

F.3 Résolution par la mécanique de Hamilton

Effectuons la transformation de Legendre du lagrangien pour les vitesses généralisées 0 et ¢ :

PGZ% N {pezmr29 N é:%
qu:g—g po = mr’sin®(6) ¢:#12<9>
Le hamiltonien s’écrit :
HE ij(ij -
J
= g + Py — [% mr? (92 + ¢ sin2(«9)) + mgr cos(@)}
2 2 2 2
- 77]1);)3 + mr?2 fan(G) B %757012 B %m'r’2 fan(G) — mgr cos(0)
v v5

= — mgr cos(f

2mr?  2mr2sin?(6) gr cos(6)
Le hamiltonien n’est pas une fonction explicite du temps, d’apres (4.8) p. 134 il se conserve. On
retrouve le fait que la coordonnée généralisée ¢ est cyclique et par conséquent que py est une

intégrale premiere du mouvement. Deux équations de Hamilton redonnent la transformation
de Legendre :

0 — oH §— Po
Opy N mr?
OH P Do
= % ¢ mr2sin?(0)
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Les deux autres donnent les équations de la dynamique :

OH

A 2
- . p3 cos(0 )
A OH )
Pe=""54 Dy =10
Nous en déduisons I’équation différentielle du mouvement :
_ P
mr?
_ pjcos(f)  gsin(6)
m2r4 sin3(6) r
 se _ cos(0)  gsin(0)
B sin®(6) r

Pour établir cette équation nous avons di dériver 0. Nous retrouvons alors Péquation différen-
tielle de la méthode de Lagrange, (11.9) p. 297.
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